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НЕЛОКАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ

УСЛОВИЯМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ БУССИНЕСКА

А. А. Алсыкова

Аннотация. Рассматривается разрешимость нелокальных задач с интегральными
условиями для уравнения Буссинеска. Доказаны теоремы существования и един-
ственности решения рассматриваемых задач.
Ключевые слова: нелокальная краевая задача, уравнение Буссинеска, интеграль-
ное условие, существование и единственность регулярного решения.

В работе изучается разрешимость некоторых задач с пространственно-ин-
тегральными условиями для уравнения Буссинеска

Lu(x, t) ≡ utt(x, t) − αuxx(x, t) − βuxxtt(x, t) = f(x, t). (1)

Уравнение Буссинеска возникает при математическом моделировании длинных
волн, при описании волн в плазме, при описании продольных колебаний в
стержне (см. [1]). Разрешимость тех или иных краевых или начально-краевых
задач для уравнения (1) изучались в [1–5], разрешимость задач с пространст-
венно-интегральными условиями — в [6–8]. В настоящей работе продолжено
исследование разрешимости задач с интегральными условиями, при этом мето-
ды исследования близки к методам из [9].

Перейдем к содержательной части работы.

Пусть � — интервал (0,1) оси Ox, Q — прямоугольник � × (0, T ), 0 <

T < +∞, α и β — заданные положительные числа, f(x, t), K(x, t), K1(x, t) и
K2(x, t) — заданные функции, определенные при (x, t) ∈ Q.

Нелокальная задача I. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямо-

угольнике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются усло-

вия

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 при x ∈ �, (2)

u(0, t) = 0,

1∫

0

K(x, t)u(x, t) dx = 0, 0 < t < T. (3)

c© 2016 Алсыкова А. А.



4 А. А. Алсыкова

Нелокальная задача II. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямо-

угольнике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются усло-

вие (2), а также условие

ux(0, t) = 0,

1∫

0

K(x, t)u(x, t)dx = 0, 0 < t < T. (4)

Нелокальная задача III. Найти функцию u(x, t), являющуюся в пря-

моугольнике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются

условие (2), а также условия

1∫

0

K1(x, t)u(x, t) dx = 0,

1∫

0

K2(x, t)u(x, t) dx = 0, 0 < t < T. (5)

1. Разрешимость нелокальной задачи I

Пусть H — следующее пространство функций:

H =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ W 2

2 (Q), vtt(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 2

2 (�)
)}
.

Определим функцию v1(x, t) как решение задачи

Lv1(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

v1(x, 0) = v1t(x, 0) = 0, x ∈ �,

v1(0, t) = v1(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

При принадлежности функции f(x, t) пространству L2(Q) функция v1(x, t)
определена корректно и принадлежит пространству H (см. [5]).

Пусть w1,k(x) и λ1,k, k = 1, 2, . . . , суть соответственно собственные функции
и собственные числа задачи

w′′(x) = λw(x) при x ∈ �,

w(0) = w(1) = 0.

Известно, что числа λ1,k отрицательны и имеют единственную предельную
точку −∞. Будем считать, что эти числа упорядочены по убыванию.

Положим V1(x, t) = xϕ(t), где ϕ(t) = u(1, t).
Решение u(x, t) задачи I будем искать в виде

u(x, t) = v1(x, t) + V1(x, t) + w1(x, t),

здесь функция w1(x, t) является решением задачи

Lw1(x, t) = −xϕ′′(t), (x, t) ∈ Q,

w1(x, 0) = w1t(x, 0) = 0, x ∈ �,
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w1(0, t) = w1(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

Будем искать ее в виде ряда Фурье

w1(x, t) =
∞∑

k=1

c1,k(t)w1,k(x).

Функции c1,k(t), k = 1, 2, . . . , определим следующим образом:

c1,k(t) = b1,kϕ(t) − b1,kµ1,k

t∫

0

ϕ(τ) sin[µ1,k(t− τ)] dτ,

где

µ1,k =

√
αλ1,k

βλ1,k − 1
, a1,k =

1∫

0

xw1,k(x)dx, b1,k =
a1,k

βλ1,k − 1
.

Введем обозначения:

γ1,j,k = b1,kµ
j
1,k, j = 1, 3, d1,k(t) =

1∫

0

K(x, t)w1,k(x) dx, k = 1, 2, . . . ,

ψ1(t) =

1∫

0

K(x, t)v1(x, t) dx, A1(t) = −β
∞∑

k=1

b1,kλ1,kd1,k(t),

G1(t, τ) =
∞∑

k=1

γ1,1,kd1,k(t) sin[µ1,k(t− τ)].

Теорема 1. Пусть выполняются условия:

(а) K(x, t) ∈ C2(Q),
(б) функциональные ряды

∞∑

k=1

γ1,1,kd1,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γ1,1,kd
′
1,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

γ1,2,kd1,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γ1,2,kd
′
1,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

(γ1,1,kd
′′
1,k(t) − γ1,3,kd1,k) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

b1,kλ1,kd1,k(t)

абсолютно и равномерно сходятся при t из отрезка [0, T ],
(в) |A1(t)| ≥ a > 0 при t ∈ [0, T ].
Тогда для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q) нелокальная зада-

ча I разрешима в пространстве H .
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Доказательство. Представления функций u(x, t) и c1,k(t) дают равен-
ство

u(x, t) = v1(x, t) − ϕ(t)
∞∑

k=1

a1,kβλ1,k

1 − βλ1,k
w1,k(x)

−
∞∑

k=1

γ1,1,kw1,k(x)

t∫

0

ϕ(τ)sin[µ1,k(t− τ)] dτ.

Учитывая условие (3), получим

1∫

0

K(x, t)v1(x, t)dx − ϕ(t)
∞∑

k=1

a1,kβλ1,k

1 − βλ1,k

1∫

0

K(x, t)w1,k(x) dx

−
∞∑

k=1

γ1,1,k

1∫

0

K(x, t)w1,k(x) dx

t∫

0

ϕ(τ) sin[µ1,k(t− τ)] dτ = 0.

Перепишем это уравнение, используя введенные обозначения:

ψ1(t) = A1(t)ϕ(t) +

t∫

0

G1(t, τ)ϕ(τ) dτ.

Полученное уравнение представляет собой интегральное уравнение Воль-
терра второго рода. Известно (см., например, [10]), что при выполнении усло-
вий теоремы решением данного уравнения является функция ϕ(t) из W 2

2 ([0, T ]).
Значит, определенная выше функция u(x, t) и будет искомым решением нело-
кальной задачи I.

Теорема доказана.

2. Разрешимость нелокальной задачи II

Определим функцию v2(x, t) как решение задачи

Lv2(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

v2(x, 0) = v2t(x, 0) = 0, x ∈ �,

v2x(0, t) = v2(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

При принадлежности функции f(x, t) пространствуL2(Q) функция v2(x, t) опре-
делена корректно и принадлежит пространству H (см. [5]).

Пусть w2,k(x) и λ2,k суть соответственно собственные функции и собствен-
ные числа задачи

w′′(x) = λw(x) при x ∈ �,

w′(0) = w(1) = 0.

Числа λ2,k отрицательны и имеют единственную предельную точку −∞. Будем
считать, что эти числа упорядочены по убыванию.
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Введем обозначения:

µ2,k =

√
αλ2,k

βλ2,k − 1
, a2,k =

1∫

0

(2β − x2)w2,k(x) dx, b2,k = 2α

1∫

0

w2,k(x) dx,

γ2,j,k =
a2
2,k − b2,k

(1 − βλ2,k)
µj−2

2,k , j = 1, 3, d2,k(t) =

1∫

0

K(x, t)w2,k(x) dx, k = 1, 2, . . . ,

ψ2(t) =

1∫

0

K(x, t)v2(x, t) dx, A2(t) =
∞∑

k=1

a2
2,kd2,k(t)

(βλ2,k − 1)µ2,k
−

1∫

0

x2K(x, t) dx,

G2(t, τ) =
∞∑

k=1

γ2,1,kd2,k(t) sin[µ2,k(t− τ)].

Положим V2(x, t) = x2ϕ(t), где ϕ(t) = u(1, t). Решение u(x, t) задачи II
будем искать в виде

u(x, t) = v2(x, t) + V2(x, t) + w2(x, t),

здесь функция

w2(x, t) =
∞∑

k=1

c2,k(t)w2,k(x)

является решением задачи

Lw2(x, t) = (2β − x2)ϕ′′(t) + 2αϕ(t), (x, t) ∈ Q,

w2(x, 0) = w2t(x, 0) = 0, x ∈ �,

w2x(0, t) = w2(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

Функции c2,k(t), k = 1, 2, . . . , определим следующим образом:

c2,k(t) =
a2
2,k

(1 − βλ2,k)µ2,k
ϕ(t) − γ2,1,k

t∫

0

ϕ(τ) sin[µ2,k(t− τ)] dτ.

Теорема 2. Пусть выполняются условия:

(а) K(x, t) ∈ C2(Q),
(б) функциональные ряды

∞∑

k=1

γ2,1,kd2,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γ2,1,kd
′
2,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

γ2,2,kd2,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γ2,2,kd
′
2,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

(γ2,1,kd
′′
2,k(t) − γ2,3,kd2,k) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

a2
2,kd2,k(t)

(1 − βλ2,k)µ2,k
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абсолютно и равномерно сходятся в каждой точке отрезка [0, T ],
(в) |A2(t)| ≥ a > 0 при t ∈ [0, T ].
Тогда для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q) нелокальная зада-

ча II разрешима в пространстве H .

Доказательство теоремы 2 проводится аналогично доказательству тео-
ремы 1.

3. Разрешимость нелокальной задачи III

Пусть функции v3(x, t), w3,k(x) и числа µ3,k, λ3,k определены аналогично
v1(x, t), w1,k(x), µ1,k и λ1,k при k = 1, 2, . . . .

Введем обозначения:

a3,k =
1

1 − βλ3,k

1∫

0

(x− 1)w3,k(x) dx, b3,k =
1

βλ3,k − 1

1∫

0

xw3,k(x) dx,

ψ3,i(t) =

1∫

0

Ki(x, t)v3(x, t) dx, d3,i,k(t) =

1∫

0

Ki(x, t)w3,k(x) dx,

γ3,j,k = a3,kµ
j
3,k, γ4,j,k = b3,kµ

j
3,k, j = 1, 3, k = 1, 2, . . . ,

A3,i(t) =
∞∑

k=1

a3,kβλ3,kd3,i,k(t), A4,i(t) =
∞∑

k=1

b3,kβλ3,kd3,i,k(t),

G3,i(t, τ) = −

∞∑

k=1

γ3,1,kd3,i,k(t) sin[µ3,k(t− τ)],

G4,i(t, τ) = −

∞∑

k=1

γ4,1,kd3,i,k(t) sin[µ3,k(t− τ)], i = 1, 2.

Положим V3(x, t) = xϕ1(t) + (1 − x)ϕ2(t), где ϕ1(t) = u(0, t), ϕ2(t) = u(1, t)
пока неизвестные функции такие, что

ϕ1(0) = ϕ′
1(0) = 0, ϕ2(0) = ϕ′

2(0) = 0.

Решение u(x, t) задачи III будем искать в виде

u(x, t) = v3(x, t) + V3(x, t) + w3(x, t),

здесь функция

w3(x, t) =
∞∑

k=1

c3,k(t)w3,k(x)

является решением задачи

Lw3(x, t) = (x− 1)ϕ′′
1 (t) − xϕ′′

2 (t), (x, t) ∈ Q,

w3(x, 0) = w3t(x, 0) = 0, x ∈ �,
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w3(0, t) = w3(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

Функции c3,k(t), k = 1, 2, . . . , определим следующим образом:

c3,k(t) = a3,kϕ1(t) + b3,kϕ2(t) − a3,kµ3,k

t∫

0

ϕ1(τ) sin[µ3,k(t− τ)] dτ

− b3,kµ3,k

t∫

0

ϕ2(τ) sin[µ3,k(t− τ)] dτ.

Теорема 3. Пусть выполняются условия

(а) Ki(x, t) ∈ C2(Q), i = 1, 2,

(б) функциональные ряды

∞∑

k=1

γm,1,kd3,i,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γm,1,kd
′
3,i,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

γm,2,kd3,i,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γm,2,kd
′
3,i,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

(γm,1,kd
′′
3,i,k(t) − γm,3,kd3,i,k) sin[µ1,k(t− τ)], i = 1, 2, m = 3, 4,

∞∑

k=1

a3,kβλ3,kd3,i,k(t),
∞∑

k=1

b3,kβλ3,kd3,i,k(t)

абсолютно и равномерно сходятся при t из отрезка [0, T ],
(в) A3,1(t)A4,2(t) 6= A3,2(t)A4,1(t), t ∈ [0, T ].
Тогда для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q) нелокальная зада-

ча III разрешима в пространстве H .

Доказательство. Учитывая, что функции v3(x, t), V3(x, t) и w3(x, t) опре-
делены, перепишем функцию u(x, t) = v3(x, t) + V3(x, t) + w3(x, t):

u(x, t) = v3(x, t) − ϕ1(t)
∞∑

k=1

a3,kβλ3,kw3,k(x) − ϕ2(t)
∞∑

k=1

b3,kβλ3,kw3,k(x)

−

∞∑

k=1

a3,kµ3,kw3,k(x)

t∫

0

ϕ1(τ) sin[µ3,k(t− τ)] dτ

−

∞∑

k=1

b3,kµ3,kw3,k(x)

t∫

0

ϕ2(τ) sin[µ3,k(t− τ)] dτ.

Подставляя функцию u(x, t) в интегральные условия (5), получаем систему ин-
тегральных уравнений Вольтерра второго рода

ψ1(t) = A3,1ϕ1(t) +A4,1ϕ2(t) +

t∫

0

G3,1(t, τ)ϕ1(τ) dτ +

t∫

0

G4,1(t, τ)ϕ2(τ) dτ,
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ψ2(t) = A3,2ϕ1(t) +A4,2ϕ2(t) +

t∫

0

G3,2(t, τ)ϕ1(τ) dτ +

t∫

0

G4,2(t, τ)ϕ2(τ) dτ.

Вследствие условий теоремы эта система разрешима относительно функций
ϕ1(t) и ϕ2(t), принадлежащих пространству W 2

2 ([0;T ]). Тогда функция u(x, t)
будет искомым решением нелокальной задачи III.

Комментарии

1. Условия (б) теорем 1–3 означают, что коэффициенты Фурье функций
K(x, t) и Ki(x, t), i = 1, 2, в разложениях по соответствующим системам
{w1,k(x)}, {w2,k(x)} и {w3,k(x)} должны достаточно быстро убывать. Для этого
нужно, чтобы функции K(x, t) и Ki(x, t) были гладкими по переменной x, а их
пространственные производные в граничных точках обращались в нуль.

2. Условия (в) теорем 1–3 означают, что функция K(x, t) в задачах I, II не
может быть тождественно нулевой и функции K1(x, t) и K2(x, t) в задаче III
линейно независимы.
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Вначале введем основные понятия и определим цель работы.
Действующий в банаховом пространстве E оператор A называется сильно

позитивным (см. [1]), если он имеет плотную в E область определения D(A) и
для любого комплексного числа λ с Reλ ≥ 0 оператор A+ λI имеет ограничен-
ный обратный, для которого справедлива оценка

‖(A+ λI)−1;E → E‖ ≤ c(1 + |λ|)−1. (1)

Здесь c — положительная постоянная, не зависящая от λ. (В дальнейшем через
c, C будем обозначать положительные постоянные, вообще говоря, различные
в разных случаях.)

Оператор A сильно позитивен, если и только если (см. [1]) для полугруппы
T (t) = exp{−At} (t ≥ 0) справедливы оценки

‖ exp{−At};E → E‖ ≤ c exp{−δt} (δ > 0, t ≥ 0),

‖A exp{−At};E → E‖ ≤ Ct−1 exp{−δt} (t > 0),
(2)

т. е. если полугруппа exp{−At} аналитична и ее норма экспоненциально убы-
вает.

Пространство следов E(α, p,A) (см. [2–4]) введем следующим образом. Для
любого v0 ∈ D(A) положим

|v0|
p
E(α,p,A) =

∞∫

0

tp−αp‖Aγ exp{−At}v0‖p dt,

где γ = 2, если 0 < α < 1
p ≤ 1, и γ = 1, если 0 < 1

p < α < 1.
Нетрудно показать, что функционал |v0|E(α,p,A) обладает всеми свойствами

нормы. Замыкание D(A) в этой норме образует базис банахова пространства
E(α, p,A).

c© 2016 Аносов В. П.
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Пространство E(α + j, p, A) состоит из таких элементов v0, для которых
Ajv0 ∈ E(α, p,A), j ∈ N.

Мы видим, что это определение зависит от оператора A. Наша задача
состоит в установлении условий, при которых пространстваE(α+j, p, A) и E(α+
j, p, B), где B — сильно позитивный оператор, изоморфны.

Теорема. Пусть операторы A и B сильно позитивны и D(A) = D(B). То-

гда при 0 < α < 1
p ≤ 1 и 1

p < α < 1 с учетом ограниченности операторов AjB−j ,

Aj+1B−j−1 (j ∈ N ∪ 0) пространства E(α+ j, p, A) и E(α+ j, p, B) изоморфны.

Доказательство вначале проведем для случая, когда αp > 1. Достаточ-
но установить эквивалентность норм |v0|E(α+j,p,A) и |v0|E(α+j,p,B). Докажем,
например, что

|v0|E(α+j,p,A) ≤ C(α, p)|v0|E(α+j,p,B). (3)

Пусть v0 ∈ D(Aj+1). Воспользуемся тождеством

exp{−At}v0 = exp{−Bt}v0 +

t∫

0

exp{−A(t− s)}(B −A) exp{−Bs}v0 ds. (4)

Разбив промежуток [0, t] пополам и применив ко второму интегралу формулу
интегрирования по частям, приведем (4) к виду

exp{−At}v0 = A−1B exp{−Bt}v0 −A−1 exp

{
−A

t

2

}
(B −A) exp

{
−B

t

2

}
v0

+

t
2∫

0

exp{−A(t− s)}(B −A) exp{−Bs}v0 ds

+A−1

t∫

t
2

exp{−A(t− s)}(B −A)B exp{−Bs}v0 ds.

Отсюда с учетом оценок (2) и ограниченности операторов AjB−j , Aj+1B−j−1

следует, что

‖Aj+1 exp{t}v0‖E ≤ C




∥∥∥∥B

j+1 exp

{
−B

t

2

}
v0

∥∥∥∥
E

+t−1

t∫

0

∥∥∥∥B
j+1 exp

{
−B

s

2

}
v0

∥∥∥∥ ds



.

Из этого неравенства и неравенства Харди (9.9.10) из [5] вытекает справедли-
вость неравенства (3).

Для случая, когда αp < 1, воспользуемся леммой 2 из [2], согласно которой
имеет место неравенство

с

∞∫

0

t−αp‖A exp{−At}v0‖
p
E dt ≤ |v0|

p
E(α,p,A) ≤ C

∞∫

0

t−αp‖A exp{−At}v0‖
p
E dt,
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а затем, используя его, повторим приведенные выше рассуждения. Теорема
доказана.

Замечание 1. Для случая j = 0 и αp < 1 изоморфизм пространств
E(α, p,A) и E(α, p,B) установлен в [3].

Замечание 2. Результаты данной работы применялись (см. [3]) и будут
применяться в дальнейшем при разрешимости краевых задач для линейных
эллиптических уравнений с неограниченными операторными коэффициентами.
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Аннотация. Исследована разрешимость задач сопряжения (обобщенных задач ди-
фракции) для квазипараболических уравнений нечетного порядка. Для изучаемых
задач доказаны теоремы существования и единственности регулярных решений.
Ключевые слова: квазипараболическое уравнение, задача сопряжения, суще-
ствование, единственность, априорная оценка, регулярное решение.

Введение

Квазипараболическими уравнениями в математической литературе условно
можно назвать уравнения вида

(−1)pD2p+1
t u−�u+ c(x, t)u = f(x, t), (∗)

в которых Dk
t = ∂k

∂tk
, p > 0 (p целое), � — оператор Лапласа по простран-

ственным переменным. В случае p = 0 эти уравнения являются обычными
параболическими уравнениями.

В настоящей работе мы рассматриваем в цилиндре Q = �× (−T, T ), −T <

T < +∞, задачу сопряжения для уравнения третьего порядка

h(t)D3
t u+�u+ c(x, t)u = f(x, t), (∗∗)

где c(x, t), f(x, t) — заданные функции, определенные при x ∈ �, функция h(t)
строго положительна при t ∈ [−T, T ], непрерывна на множествах [−T, 0] и (0, T ]
и, быть может, имеет разрыв первого рода при t = 0.

Разрешимость тех или иных краевых задач для уравнений (∗∗) в случае
непрерывной функции h(t) достаточно хорошо изучена (см., например, работы
[1–4] и имеющуюся в них библиографию). Вместе с тем заметим, что задачи
сопряжения для уравнений (∗∗) (или для более общих уравнений (∗)) с раз-
рывным коэффициентом h(t) ранее не изучались. С другой стороны, близкие
задачи сопряжения, но для уравнений четного порядка по переменной t с раз-
рывной функцией h(t), изучались автором в [5].

c© 2016 Атласова Е. И.
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1. Постановки задач

Пусть � — ограниченная область в пространстве R
n с гладкой (для про-

стоты бесконечно дифференцируемой) границей � , Q — цилиндр � × (−T, T ),
0 < T < +∞, S = � × (0, T ). Пусть h(t), c(x, t) и f(x, t) — заданные функции,
определенные для x ∈ � и t ∈ [−T, T ], причем функция h(t) строго положи-
тельна при t ∈ [−T, T ], непрерывна на отрезках [−T, 0] и [0, T ] и имеет разрыв
первого рода при t = 0, αi, i = 0, 2, — заданные действительные числа. Обо-
значим через L дифференциальный оператор, действие которого на заданной
функции v(x, t) определяется равенством

Lv = h(t)D3
t v +�v + c(x, t)v.

Обозначим Q− = �× (−T, 0), Q+ = �× (0, T ), Q = Q−

⋃
Q+

Задача сопряжения I. Найти функцию u(x, t), являющуюся на множе-

стве Q решением уравнения

Lu = f(x, t) (1)

и такую, что для нее выполняются условия

Dk
t u(x, t)

∣∣
t=−T

= 0, x ∈ �, k = 0, 1, (2)

D1
tu(x, t)

∣∣
t=T

= 0, x ∈ �, (3)

u(x, t)|S = 0, t ∈ (−T, T ), (4)

Dk
t u(x, t)

∣∣
t=−0

= αkD
k
t u(x, t)

∣∣
t=+0

, x ∈ �, k = 0, 2. (5)

Задача сопряжения II. Найти функцию u(x, t), являющуюся на множе-

стве Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия (2),
(4), а также условия

Dk
t u(x, t)

∣∣
t=T

= 0, x ∈ �, k = 0, 1, (6)

Dk
t u(x, t)

∣∣
t=−0

= αkD
k
t u(x, t)

∣∣
t=+0

, x ∈ �, k = 0, 2. (7)

Задача сопряжения III. Найти функцию u(x, t), являющуюся на множе-

стве Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия (2),
(4), (5), а также условие

u(x, t)|t=T = 0, x ∈ �, (8)

Задача сопряжения IV. Найти функцию u(x, t), являющуюся на множе-

стве Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия (2),
(4), (5), а также условие

D2
tu(x, t)

∣∣
t=T

= 0, x ∈ �, (9)

Определим пространство, в котором будут изучаться свойства единственно-
сти и существования решений задач сопряжения I и II. Именно, через W 2,3

2 (Q∓)
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будем обозначать анизотропное пространство функций, имеющих обобщенные
производные по пространственным переменным до второго порядка включи-
тельно и по переменной t до третьего порядка включительно. Нормируем про-
странство W 2,3

2 (Q∓):

‖v‖W 2,3
2 (Q∓) =

( ∫

Q∓

[
v2 +

n∑

i,j=1

v2
xixj +

(
D3

t v
)2
]
dxdt

) 1
2

.

Положим

V =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈W 2,3

2 (Q−), v(x, t) ∈ W 2,3
2 (Q+)

}
.

Норму в этом пространстве определим естественным образом:

‖v‖V = ‖v‖W 2,3
2 (Q−) + ‖v‖W 2,3

2 (Q+);

очевидно, что V с такой нормой есть банахово пространство.

2. Единственность решений

Теорема 1. Пусть выполняются условия

h(t) ∈ C1([−T, 0]), h(t) ∈ C1([0, T ]), c(x, t) ∈ C1(Q−) c(x, t) ∈ C1(Q+);
(10)

h(t) ≥ h0 > 0, h′(t) ≥ 0 при t ∈ [−T, T ]; (11)

c(x, t) ≤ 0,
∂

∂t

[
c(x, t)
h(t)

]
≥ 0 при (x, t) ∈ Q; (12)

α1α2 > 0; (13)

α2
2 − α1α2 ≥ 0; (14)

h(+0)α2
0 − h(−0)α1α2 ≥ 0; (15)

h(−0)α1α2c(x,+0) − h(+0)α2
0c(x,−0) ≥ 0 при x ∈ �; (16)

если α2
2 = α1α2, то α2(α2 − α1) = 0. (17)

Тогда задача сопряжения I имеет единственное решение в пространстве V .

Доказательство. Пусть f(x, t) — тождественно нулевая в Q функция.
Рассмотрим равенство

−

∫

Q−

1
h(t)

Lu · ut dxdt− γ

∫

Q+

1
h(t)

Lu · ut dxdt = 0, (18)

в котором γ есть число, значение которого будет указано ниже. Интегрируя по
частям и используя условия (2)-(5), получим

I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 = 0, (19)
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I1 =
1
2

n∑

i=1

∫

Q−

1
h′(t)

u2
xi dxdt +

γ

2

n∑

i=1

∫

Q+

1
h′(t)

u2
xi dxdt

+
1
2

∫

Q−

∂

∂t

[
c(x, t)
h(t)

]
u2 dxdt+

γ

2

∫

Q+

∂

∂t

[
c(x, t)
h(t)

]
u2 dxdt,

I2 =
∫

�

[γutt(x,+0)ut(x,+0) − utt(x,−0)ut(x,−0)] dx,

I3 =
1
2

∫

�

[
u2
tt(x,−0) − γu2

tt(x,+0)
]
dx,

I4 =
1
2

n∑

i=1

∫

�

[
1

h(−0)
u2
xi(x,−0) −

γ

h(+0)
u2
xi(x,+0)

]
dx,

I5 =
1
2

∫

�

[
γc(x,+0)
h(+0)

u2(x,+0) −
c(x,−0)
h(−0)

u2(x,−0)

]
dx,

I6 = γ

∫

�

u2
tt(x, T ) dx+

γ

2h(T )

n∑

i=1

∫

�

u2
xi(x, T ) dx−

γ

2h(T )

∫

�

c(x, T )u2(x, T ) dx.

Выберем γ: γ = α1α2. Из условий (11)-(16) следует теперь, что Ij = 0, j = 2, 6.
Рассмотрим равенство

−

∫

Q−

A− t

h(t)
Lu · ut dxdt− γ

∫

Q+

A− t

h(t)
Lu · ut dxdt = 0, (20)

в котором A — фиксированное число такое, что A > T . Интегрируя по частям
и используя условия (2)–(5), получим
∫

Q−

u2
tt dxdt + γ

∫

Q+

u2
tt dxdt−

1
2

n∑

i=1

∫

Q−

(
A− t

h(t)

)

t

u2
xi dxdt

−
γ

2

n∑

i=1

∫

Q+

(
A− t

h(t)

)

t

u2
xi dxdt+

1
2

∫

Q−

(
(A− t)c(x, t)

h(t)

)

t

u2 dxdt

+
γ

2

∫

Q+

(
(A− t)c(x, t)

h(t)

)

t

u2 dxdt −
A(α2

2 − α1α2)
2

∫

�

u2
tt(x,+0) dx

+
A

2

(
α2

0

h(−0)
−

α1α2

h(+0)

) n∑

i=1

∫

�

u2
xi(x,+0) dx

+
A

2

∫

�

(
α1α2c(x,+0)

h(+0)
−
α2

0c(x,−0)
h(−0)

)
u2(x,+0) dx

+ α2(α2 − α1)
∫

�

utt(x,+0)ut(x,+0) dx+ α1α2(A− T )
∫

�

u2
tt(x, T ) dx
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+
α1α2(A− T )

2h(T )

n∑

i=1

∫

�

u2
xi(x, T ) dx−

α1α2(A− T )
2h(T )

∫

�

c(x, T )u2(x, T ) dx = 0. (21)

Если α0
2 − α1α2 — положительное число, то из I3 = 0 следует, что utt(x,−0) =

utt(x,+0) = 0 при x ∈ �. Но тогда из (21) очевидным образом вытекает, что
u(x, t) ≡ 0 в Q− и Q+. Если же α2

2 − α1α2 = 0, то выполняется α2(α2 − α1) = 0.
Но тогда из (21) вновь следует, что u(x, t) ≡ 0 в Q.

Теорема полностью доказана.

Теорема 2. Пусть выполняется условие (10), а также условия

h(t) ≥ h0 > 0 при t ∈ [−T, T ],

h′(t) ≥ 0 при t ∈ [−T, 0], h′(t) ≤ 0 при t ∈ [0, T ];
(22)

c(x, t) ≤ 0 при (x, t) ∈ Q, ct(x, t) ≥ 0 при (x, t) ∈ Q−,

ct(x, t) ≤ 0 при (x, t) ∈ Q+;
(23)

α0α2 < 0. (24)

Тогда задача сопряжения II имеет в пространстве V единственное решение.

Доказательство. Рассмотрим равенство (18), в котором положим γ =
α1α2. Краевые условия (2), (4)–(7), условия (10), (22)–(24) теоремы приводят к
равенствам

u(x,+0) = u(x,−0) = 0, utt(x,+0) = utt(x,−0) = 0, x ∈ �. (25)

Тогда задача сопряжения II в цилиндре Q− представляет собой самостоятель-
ную задачу; анализируя для решения u(x, t) этой задачи равенство

∫

Q−

1
h(t)

Lu · ut dxdt = 0,

интегрируя по частям и используя условия теоремы и равенства (25), получим

utt(x, t) ≡ 0 при (x, t) ∈ Q−. (26)

Анализируя равенство
∫

Q+

1
h(t)

Lu · ut dxdt = 0

и используя условия теоремы, равенства (25) и (26), получим

utt(x, t) ≡ 0 при (x, t) ∈ Q+. (27)

Из (26) и (27) очевидным образом получаем u(x, t) ≡ 0 в Q.
Теорема полностью доказана.
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Теорема 3. Пусть выполняются условия (10), (12), а также условия

h(t) ≥ h0 > 0 при t ∈ [−T, T ]; (28)

α0α2 > 0; (29)

α2
1 − α0α2 ≥ 0; (30)

h(−0)α1α2c(x,+0) − h(+0)α2
0c(x,−0) ≥ 0 при x ∈ �. (31)

Тогда задача сопряжения III имеет в пространстве V единственное решение.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (10)–(12), а также условия

α0α1 > 0; (32)

α2
2 − α0α1 ≥ 0. (33)

Тогда задача сопряжения IV имеет в пространстве V единственное решение.

Доказательство теорем 3 и 4 проводится вполне аналогично доказательству
теорем 1 и 2.

3. Существование решений

Для доказательства разрешимости задач сопряжения I–IV будем использо-
вать метод ε-регуляризации и метод продолжения по параметру.

Рассмотрим вначале задачу сопряжения I. Положим

βj =
1
αj
, j = 0, 2, αj 6= 0.

Теорема 5. Пусть выполняются условия (10)–(12). Тогда для любой функ-

ции f(x, t) такой, что

f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q),

f(x, T ) = α0h(+0)f(x,−0) − α1α2h(−0)f(x,+0) = 0 при x ∈ �,

задача сопряжения I разрешима в пространстве V .

Доказательство. Пусть ε — положительное число, Lε — оператор, дей-
ствие которого определяется равенством

Lεu ≡ Lu− εh(t)D3
t�u = f(x, t). (1ε)

Обозначим

V1 =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ V, D3

t vxixj (x, t) ∈ L2(Q−),

D3
t vxixj (x, t) ∈ L2(Q+), i, j=1, . . . , n

}
.

Норму в пространстве V1 определим естественным образом:

‖v‖V1 =

(
‖v‖2

V +
n∑

i,j=1

∫

Q−

(
D3

t vxixj
)2
dxdt +

n∑

i,j=1

∫

Q+

(
D3

t vxixj
)2
dxdt

) 1
2

.
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Рассмотрим задачу: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндрах Q−

и Q+ решением уравнения

Lεu ≡ f(x, t)

и такую, что для нее выполняются условия (2)–(5). Покажем, что при фиксиро-
ванном ε краевая задача (1ε), (2)–(5) разрешима в пространстве V1 для любой
функции f(x, t), принадлежащей пространству L2(Q). Воспользуемся методом
продолжения по параметру.

Пусть λ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим семейство задач: найти

функцию u(x, t), являющуюся в цилиндрах Q− и Q+ решением уравнения (1ε)
и такую, что для нее выполняются условия (2)–(4), а также условия

Dk
t u(x, t)

∣∣
t=+0

= λβkD
k
t u(x, t)

∣∣
t=−0

, x ∈ �, k = 0, 1, (34λ)

D2
tu(x, t)

∣∣
t=−0

= λα2D
2
tu(x, t)

∣∣
t=+0

, x ∈ �. (35λ)

Покажем, что при фиксированном ε краевая задача (1ε), (2)–(4), (34λ), (35λ)
разрешима в V1 для любой функции f(x, t), принадлежащей L2(Q).

Обозначим через � множество чисел λ из отрезка [0, 1], для которых зада-
ча (1ε), (2)–(4), (34λ), (35λ) разрешима в пространстве V1 для любой функции
f(x, t) из пространства L2(Q). Если окажется, что множество � непусто, от-
крыто и замкнуто одновременно (в метрическом пространстве X = [0, 1]), то
оно будет совпадать со всем отрезком [0, 1] (см. [12, с. 153]). Совпадение же
множества � с отрезком [0,1] и будет означать разрешимость в пространстве V1

задачи (1ε), (2)–(5).
Заметим, что задача (1ε), (2)–(4), (340), (350) распадается на две неза-

висимые задачи в цилиндрах Q− и Q+, разрешимость каждой из которых в
пространстве V1 очевидна (при принадлежности функции f(x, t) пространству
L2(Q)). Следовательно, число 0 принадлежит множеству � и тем самым мно-
жество � непусто.

Для того чтобы установить наличие необходимых свойств у множества �,
нам понадобятся априорные оценки. Покажем их наличие.

Рассмотрим равенство

−

∫

Q−

Lεu ·
A− t

h(t)
ut dxdt− γ

∫

Q+

Lεu ·
A− t

h(t)
ut dxdt

= −

∫

Q−

A− t

h(t)
fut dxdt− γ

∫

Q+

A− t

h(t)
fut dxdt,

в котором γ, как и раньше, есть число α1α2. Из этого равенства с помощью
интегрирования по частям получим

ε

∫

Q−

u2
xitt dxdt+ εγ

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xitt dxdt+

∫

Q−

u2
tt dxdt+ γ

∫

Q+

u2
tt dxdt
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−
1
2

n∑

i=1

∫

Q−

(
A− t

h(t)

)

t

u2
xi dxdt−

γ

2

n∑

i=1

∫

Q+

(
A− t

h(t)

)

t

u2
xi dxdt

+
1
2

∫

Q−

(
(A− t)c(x, t)

h(t)

)

t

u2 dxdt+
γ

2

∫

Q+

(
(A− t)c(x, t)

h(t)

)

t

u2 dxdt

+ εA
(
1 − γλ2β2

2

) n∑

i=1

∫

�

u2
xitt(x,−0) dx+A

(
1 − γλ2β2

2

) ∫

�

u2
tt(x,−0) dx

+ A

[
1

h(−0)
−
γλ2β2

0

h(+0)

] n∑

i=1

∫

�

u2
xi(x,−0) dx

+
A

2

∫

�

[
λ2β2

0c(x,+0)
h(+0)

−
c(x,−0)
h(−0)

]
u2(x,−0) dx =

∫

Q−

(A− t)fut dxdt

− γ

∫

Q+

A− t

h(t)
fut dxdt− ε(γλ2β1β2 − 1)

n∑

i=1

∫

�

uxitt(x,−0)uxit(x,−0) dx

− (γλ2β1β2 − 1)
∫

�

utt(x,−0)ut(x,−0) dx. (36)

Используя условия (10)–(16), а в случае равенства α2
2 = α1α3 дополнитель-

но используя условие α1 = α2 (напомним, что α1 6= 0), применяя в правой
части (36) неравенство Юнга, а также неравенства

∫

�

u2
t (x,−0) dx ≤ T

∫

Q−

u2
tt dxdt,

∫

�

u2
xit(x,−0) dx ≤ T

∫

Q−

u2
xitt dxdt,

и, наконец, выбирая число A достаточно большим, получим первую априорную
оценку:

ε
n∑

i=1

∫

Q−

u2
xitt dxdt+ ε

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xitt dxdt+

∫

Q−

u2
tt dxdt+

∫

Q+

u2
tt dxdt

≤M1

( ∫

Q−

f2 dxdt+
∫

Q+

f2 dxdt

)
, (37)

постоянная M1 в которой зависит только от числа T .

Рассмотрим равенство
∫

Q−

Lεu ·
A− t

h(t)
�ut dxdt+ γ

∫

Q+

Lεu ·
A− t

h(t)
�ut dxdt

=
∫

Q−

A− t

h(t)
f�ut dxdt+ γ

∫

Q+

A− t

h(t)
f�ut dxdt. (38)
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Вновь интегрируя по частям, используя условия (10)–(16), условия теоремы и
применяя неравенство Юнга, получаем, что для решений u(x, t) краевой зада-
чи (1ε), (2)–(4), (34λ), (35λ) будет выполняться оценка

ε

∫

Q−

(�utt)2 dxdt+ ε

∫

Q+

(�utt)2 dxdt+
n∑

i=1

∫

Q−

u2
xitt dxdt+

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xitt dxdt

+
∫

Q−

(�u)2 dxdt+
∫

Q+

(�u)2 dxdt ≤M2

( ∫

Q−

f2 dxdt+
∫

Q+

f2 dxdt

)
, (39)

в которой постоянная M2 определяется числами T и ε, функцией c(x, t) и обла-
стью �.

Анализируя равенство
∫

Q−

Lεu ·D3
tu dxdt+

∫

Q+

Lεu ·D3
tu dxdt =

∫

Q−

fD3
tu dxdt+

∫

Q+

fD3
tu dxdt, (40)

используя условия теоремы, оценки (37) и (39) и применяя неравенство Юнга,
получим, что имеет место оценка

ε
n∑

i=1

∫

Q−

(
D3

tuxi
)2
dxdt+ ε

n∑

i=1

∫

Q+

(
D3

tuxi
)2
dxdt+

∫

Q−

(
D3

t u
)2
dxdt

+
∫

Q+

(
D3

tu
)2
dxdt ≤M3

( ∫

Q−

f2 dxdt+
∫

Q+

f2 dxdt

)
(41)

с постоянной M3, определяющейся числами T и ε, функцией c(x, t) и областью
�.

Последняя априорная оценка

ε2
∫

Q−

(
D3

t�u
)2
dxdt+ ε2

∫

Q+

(
D3

t�u
)2
dxdt ≤M4

( ∫

Q−

f2 dxdt+
∫

Q+

f2 dxdt

)
(42)

очевидным образом следует из оценок (37), (39) и (41).
Полученные оценки вместе со вторым основным неравенством для эллип-

тических операторов [6] дают окончательную априорную оценку

‖u‖V1 ≤M0‖f‖L2(Q).

Эта оценка, теорема о методе продолжения по параметру [7, с. 153], а также
техника работы [5] позволяют установить требуемую открытость и замкнутость
множества �. Как говорилось выше, открытость и замкнутость � вместе с его
непустотой означают, что задача (1ε), (2)–(5) (другими словами, задача (1ε),
(2)–(4), (341), (351)) разрешима в пространстве V1.

Итак, при фиксированном ε краевая задача (1ε), (2)–(5) имеет решение
uε(x, t), принадлежащее пространству V1. Для семейства {uε(x, t)} имеет место
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равномерная по ε априорная оценка (37). Далее, для семейства {uε(x, t)} бу-
дет выполняться равномерная по ε вторая оценка, подобная приведенной выше
оценке (38), но с дополнительным интегрированием по частям в правой части
и в слагаемом, содержащем функцию c(x, t):

ε

∫

Q−

(
�uεtt

)2
dxdt+ ε

∫

Q+

(
�uεtt

)2
dxdt +

n∑

i=1

∫

Q−

(
uεxitt

)2
dxdt

+
n∑

i=1

∫

Q+

(
uεxitt

)2
dxdt+

∫

Q−

(�uε)2 dxdt+
∫

Q+

(�uε)2 dxdt

≤M ′
2

[ ∫

Q−

(
f2 + f2

t

)
dxdt+

∫

Q+

(
f2 + f2

t

)
dxdt

]
(43)

с постоянной M ′
2, определяющейся лишь числом T , функцией c(x, t) и областью

�.
Третья априорная оценка

ε
n∑

i=1

∫

Q−

(
D3

tu
ε
xi

)2
dxdt+ ε

n∑

i=1

∫

Q+

(
D3

tu
ε
xi

)2
dxdt+

∫

Q−

(
D3

t u
ε
)2
dxdt

+
∫

Q+

(
D3

tu
ε
)2
dxdt ≤M ′

3

[ ∫

Q−

(
f2 + f2

t

)
dxdt+

∫

Q+

(
f2 + f2

t

)
dxdt

]
, (44)

вновь равномерная по ε, выводится из равенства (40) с помощью оценки (42).
Последняя же оценка

ε2
∫

Q−

(
D3

t�u
ε
)2
dxdt + ε2

∫

Q+

(
D3

t�u
ε
)2
dxdt

≤M ′
4

[ ∫

Q−

(
f2 + f2

t

)
dxdt+

∫

Q+

(
f2 + f2

t

)
dxdt

]
(45)

очевидным образом вытекает из предыдущих; постоянная M ′
4 в этой оценке

определяется лишь числом T , функцией c(x, t) и областью �.
Из оценок (37), (43)–(45), свойства рефлексивности гильбертова простран-

ства (пространства L2(Q)) и свойств слабого предела следует возможность вы-
бора из семейства {uε(x, t)} последовательности {um(x, t)}∞m=1, слабо сходящей-
ся в пространстве V к некоторой функции u(x, t), такой, что выполняется

εm → 0 при m→ ∞,

εmD
3
t um(x, t) → 0 при m→ ∞ слабо в пространстве L2(Q).

Предельная функция u(x, t) и будет искомым решением задачи сопряжения I.
Теорема полностью доказана.
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Теорема 6. Пусть выполняется условие (10), а также условия (22)–(24).
Тогда для любой функции f(x, t) такой, что

f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q),

α0h(+0)f(x,−0)− α1α2h(−0)f(x,+0) = 0 при x ∈ �,

задача сопряжения II разрешима в пространстве V .

Доказательство теоремы проводится вполне аналогично доказательству тео-
ремы 5, а именно с помощью теоремы о методе продолжения по параметру и
априорных оценок.

Теорема 7. Пусть выполняются условия (10), (12), а также условия (28)–
(31). Тогда для любой функции f(x, t) такой, что

f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q),

α0h(+0)f(x,−0)− α1α2h(−0)f(x,+0) = 0 при x ∈ �,

задача сопряжения III разрешима в пространстве V .

Теорема 8. Пусть выполняются условия (10)–(12), а также условия (32)
и (33). Тогда для любой функции f(x, t) такой, что

f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q),

α0h(+0)f(x,−0)− α1α2h(−0)f(x,+0) = 0 при x ∈ �,

задача сопряжения IV разрешима в пространстве V .

Доказательство теорем 7 и 8 проводится вполне аналогично доказательству
соответствующих теорем 5 и 6 о разрешимости задач сопряжения I и II.
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СИММЕТРИЙНЫЙ АНАЛИЗ И ТОЧНЫЕ

РЕШЕНИЯ ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ

ТЕОРИИ ФИНАНСОВЫХ РЫНКОВ

М. М. Дышаев, В. Е. Федоров

Аннотация. Проведена групповая классификация семейства уравнений Сирка-
ра — Папаниколау со свободным параметром, включающего в себя в простейшем
случае уравнение Блэка — Шоулса. С помощью найденной пятимерной группы
преобразований эквивалентности такого уравнения осуществлен поиск трехмерно-
го ядра основных алгебр Ли и четырехмерных основных алгебр Ли уравнения в
случае двух спецификаций свободного элемента. Для каждой из алгебр найдены
оптимальные системы подалгебр и соответствующие этим подалгебрам инвариант-
ные решения или инвариантные подмодели уравнения. Вычисленные инвариант-
ные решения включены в более общие многопараметрические семейства решений,
инвариантные относительно всей основной алгебры Ли.
Ключевые слова: нелинейное уравнение в частных производных, уравнение
Блэка — Шоулса, модель Сиркара — Папаниколау, ценообразование опционов, груп-
повой анализ, инвариантное решение, инвариантная подмодель, динамическое хеджи-
рование, эффекты обратной связи при хеджировании.

Введение

В последние годы все большее внимание исследователей в теории финан-
совых рынков привлекают различные обобщения модели Блэка — Шоулса [1],
более адекватные реальным процессам, протекающим на финансовых рынках
(см. [2, 3]). Одной из наиболее общих моделей этого класса является модель
Сиркара — Папаниколау [4]. Данная модель разработана на основании модели
Блэка — Шоулса для того, чтобы учесть эффекты обратной связи, возникаю-
щие при хеджировании на рынке базового актива (например, акций) купленных
или проданных производных финансовых инструментов, таких, например, как
опционы. Для учета данного эффекта ослаблена одна из основных предпосы-
лок модели Блэка — Шоулса, а именно требование абсолютной эластичности
рынка, когда большие трейдеры не влияли своими объемами операций на цены
в равновесии. Следуя работам [5, 6], авторы [4] предположили, что на рынке
опционов оперируют два типа трейдеров. Первый тип — «реферальные» трей-
деры (reference traders) — в основном инвестируют в активы, ожидая их подъ-
ема, тогда как трейдеры второго типа — «программные» (program traders) —

Работа выполнена частично при финансовой поддержке Лаборатории квантовой топо-
логии Челябинского гос. университета (грант правительства РФ №14.Z50.31.0020).
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торгуют активами для страхования портфеля, используя вытекающие из моде-
ли Блэка — Шоулса стратегии динамического хеджирования. Взаимодействие
этих двух групп ведет к стохастическому процессу цены актива, который зави-
сит от хеджирующих стратегий программных трейдеров. Модель Сиркара —
Папаниколау

Ct +
1
2

[
V (1 − ρCx)U ′(V (1 − ρCx))

V (1 − ρCx)U ′(V (1 − ρCx)) − ρxCxx

]2
σ2x2Cxx + r(xCx − C) = 0, (1)

позволяет количественно оценить эффекты обратной связи, возникающей меж-
ду ценами актива и производных инструментов. Здесь t — время, x — цена
акции, C — цена опциона, σ — волатильность акции, ρ — отношение количества
хеджируемых опционов к общему числу единиц базового актива в предложении
на рынке, V — обратная функция к функции U , которая задает в модели функ-
цию спроса D реферальных трейдеров относительно предложения равенством
U(yδ/x) = D(x, y) в предположении, что последняя не зависит от t.

Методы исследования моделей финансовых рынков традиционны и весьма
различны: численные методы, методы теории временных рядов, теории нейрон-
ных сетей и др. [7, 8]. Как всегда, когда идет речь о процессах, моделируемых
нелинейными дифференциальными уравнениями, одними из самых эффектив-
ных методов, позволяющих осуществлять поиск точных решений, являются ме-
тоды группового анализа [9–11]. С применением таких методов близкие к (1)
уравнения, в том числе его некоторые частные случаи, исследовалось в [12–16].

Данная работа посвящена групповой классификации [9, 11] уравнения (1) и
поиску его точных решений методами группового анализа. Для этого в разд. 2
найдены группы преобразований эквивалентности этого уравнения. С их помо-
щью в разд. 3 удалось показать, что для двух спецификаций свободного эле-
мента V (1 − ρCx) уравнение имеет четырехмерную основную алгебру Ли, а в
случаях, не приводимых к указанным преобразованиями эквивалентности, ос-
новная алгебра Ли трехмерная. Разд. 4–6 посвящены поиску инвариантных ре-
шений и подмоделей уравнения (1) с различными алгебрами Ли (при различных
спецификациях свободного элемента V ). В разд. 7 подведены итоги исследова-
ния и найдены общие семейства точных решений уравнения (1), инвариантных
относительно всей допускаемой группы Ли в каждом из рассмотренных слу-
чаев. В разд. 8 сформулированы характерные для теории финансовых рынков
граничные условия, которым удовлетворяют найденные решения уравнения Си-
кара — Папаниколау.

1. Группы преобразований эквивалентности

уравнения Сиркара — Папаниколау

Учитывая формулу для производной обратной функции, уравнение (1) пе-
репишем в виде

Ct +
1
2

[
1 − ρxCxx

V ′(1 − ρCx)
V (1 − ρCx)

]−2

σ2x2Cxx + r(xCx − C) = 0. (2)
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Домножим уравнение (2) на константу ρ, сделаем замену ρC = u и переобозна-
чение V ′(1 − ρCx)/V (1 − ρCx) = v(ux). Получим уравнение

ut +
σ2x2uxx

2(1 − xv(ux)uxx)2
+ r(xux − u) = 0. (3)

Сразу отметим, что при v ≡ 0 уравнение является линейным и имеет гораздо
более богатую алгебраическую структуру, которая исследована ранее [10] (клас-
сическое уравнение Блэка — Шоулса). Поэтому здесь вариант нулевой функции
v из рассмотрений исключен.

При r = 0 групповая структура уравнения (3) исследовалась в работах
[15, 16], где был осуществлен также поиск инвариантных решений. Но преоб-
разования эквивалентности при этом не вычислялись и не использовались (см.
по этому поводу замечание 1).

Для нахождения спецификаций функции v = v(ux), при которых появ-
ляются дополнительные к задаваемым ядром главных алгебр Ли симметрии
уравнения (3), найдем непрерывную группу преобразований эквивалентности
этого уравнения. Для этого запишем уравнение (3) в виде

ut +
σ2x2uxx

2(1 − xvuxx)2
+ r(xux − u) = 0, (4)

подразумевая, что v — это дополнительная переменная, зависящая от перемен-
ных t, x, u, ut, ux. Генераторы непрерывной группы преобразований эквива-
лентности будем искать в виде Y = τ∂t + ξ∂x + η∂u + µ∂v, где функции τ, ξ, η

зависят от t, x, u, а µ зависит от t, x, u, ut, ux, v. Здесь и далее для краткости
используется запись ∂

∂t ≡ ∂t и т. п. Дополним уравнение (4) уравнениями

vt = 0, vx = 0, vu = 0, vut = 0, (5)

означающими, что в исходной постановке задачи v зависит только от ux.
Будем рассматривать систему (4), (5) как многообразие N в расширенном

пространстве соответствующих переменных. Подействуем на левую часть си-
стемы (4), (5) продолженным оператором

Ỹ = Y + ϕt∂ut + ϕxx∂uxx + µt∂vt + µx∂vx + µu∂vu + µut∂vut ,

сузим результат действия на многообразие N и получим уравнения

ϕt +
σ2xuxxξ

(1 − xvuxx)3
+
σ2x2(1 + xvuxx)ϕxx

2(1 − xvuxx)3
+

σ2x3u2
xxµ

(1 − xvuxx)3
+ r(uxξ+xϕx− η)

∣∣∣∣
N

= 0,

(6)
µt|N = 0, µx|N = 0, µu|N = 0, µut |N = 0. (7)

Коэффициенты оператора Ỹ могут быть вычислены по формулам продолжения
[9], например,

µt = D̃t(µ) − vtD̃t(τ) − vxD̃t(ξ) − vuD̃t(η) − vutD̃t(ϕt) − vuxD̃t(ϕx),

где
D̃t = ∂t + vt∂v + vtt∂vt + vtx∂vx + vtu∂vu + vtut∂vut + vtux∂vux ,
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и т. д. Тогда уравнения (7) примут вид

µt−v
′(ux)ϕx

t = 0, µx−v
′(ux)ϕx

x = 0, µu−v
′(ux)ϕx

u = 0, µut −v
′(ux)ϕx

ut = 0.

Поскольку

ϕx = ηx + uxηu − utτx − utuxτu − uxξx − u2
xξu, (8)

эти уравнения можно расписать в следующем виде:

µt − v′(ux)(ηtx + uxηtu − utτtx − utuxτtu − uxξtx − u2
xξtu)|N

= µt − v′(ux)

(
ηtx + uxηtu − uxξtx − u2

xξtu +
σ2x2uxx(τtx + uxτtu)

2(1 − xvuxx)2

+ (rxux − ru)(τtx + uxτtu)

)
= 0, (9)

µx − v′(ux)(ηxx + uxηxu − utτxx − utuxτxu − uxξxx − u2
xξxu)|N

= µx − v′(ux)

(
ηxx + uxηxu − uxξxx − u2

xξxu +
σ2x2uxx(τxx + uxτxu)

2(1 − xvuxx)2

+ (rxux − ru)(τxx + uxτxu)

)
= 0, (10)

µu − v′(ux)(ηxu + uxηuu − utτxu − utuxτuu − uxξxu − u2
xξuu)|N

= µu − v′(ux)

(
ηxu + uxηuu − uxξxu − u2

xξuu +
σ2x2uxx(τxu + uxτuu)

2(1 − xvuxx)2

+ (rxux − ru)(τxu + uxτuu)

)
= 0, (11)

µut + v′(ux)(τx + uxτu) = 0. (12)

Уравнение (6) в силу равенства

ϕxx = ηxx + 2uxηxu + u2
xηuu + uxxηu − utτxx − 2utuxτxu − 2utxτx − utu

2
xτuu

− 2uxutxτu − utuxxτu − uxξxx − 2u2
xξxu − 2uxxξx − u3

xξuu − 3uxuxxξu
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примет вид

ηt + utηu − utτt − u2
t τu − uxξt − utuxξu +

σ2x

2(1 − xvuxx)3
(2uxxξ + 2x2u2

xxµ

+ x(1 + xvuxx)(ηxx + 2uxηxu + u2
xηuu + uxxηu

− utτxx − 2utuxτxu − 2utxτx − utu
2
xτuu − 2uxutxτu

− utuxxτu − uxξxx − 2u2
xξxu − 2uxxξx − u3

xξuu − 3uxuxxξu))

+ ruxξ + rx(ηx + uxηu − utτx − utuxτu − uxξx − u2
xξu) − rη|N

= ηt +
σ2x2uxx(τt − ηu)

2(1 − xvuxx)2
+ (rxux − ru)(τt − ηu) −

σ4x4u2
xxτu

4(1 − xvuxx)4

− (rxux − ru)2τu −
σ2x2uxx(rxux − ru)τu

(1 − xvuxx)2
− uxξt

+
σ2x2uxuxxξu
2(1 − xvuxx)2

+ (rxux − ru)uxξu +
σ2x

2(1 − xvuxx)3

(
2uxxξ + 2x2u2

xxµ

+ x(1 + xvuxx)

(
ηxx + 2uxηxu + u2

xηuu + uxxηu +
σ2x2uxxτxx

2(1 − xvuxx)2

+ (rxux − ru)τxx +
σ2x2uxuxxτxu
(1 − xvuxx)2

+ 2(rxux − ru)uxτxu − 2utxτx

+
σ2x2u2

xuxxτuu
2(1 − xvuxx)2

+ (rxux − ru)u2
xτuu − 2uxutxτu +

σ2x2u2
xxτu

2(1 − xvuxx)2

+ (rxux − ru)uxxτu − uxξxx − 2u2
xξxu − 2uxxξx − u3

xξuu − 3uxuxxξu

))

+ ruxξ + rx(ηx + uxηu − uxξx − u2
xξu) − rη

+
rσ2x3uxx(τx + uxτu)

2(1 − xvuxx)2
+ (rxux − ru)(τx + uxτu) = 0. (13)

Дифференцированием последнего уравнения по utx получим

(1 + xvuxx)(τx + uxτu) = 0,

отсюда τ = τ(t). Следовательно, уравнения (9)–(13) примут вид

µt − v′(ux)
(
ηtx + uxηtu − uxξtx − u2

xξtu
)

= 0, (14)

µx − v′(ux)
(
ηxx + uxηxu − uxξxx − u2

xξxu
)

= 0, (15)

µu − v′(ux)
(
ηxu + uxηuu − uxξxu − u2

xξuu
)

= 0, (16)

µut = 0, (17)

ηt +
σ2x2uxx(τ ′(t) − ηu)

2(1 − xvuxx)2
+ (rxux − ru)(τ ′(t) − ηu) − uxξt

+
σ2x2uxuxxξu
2(1 − xvuxx)2

+ (rxux − ru)uxξu +
σ2x

2(1 − xvuxx)3
(
2uxxξ + 2x2u2

xxµ

+ x(1 + xvuxx)
(
ηxx + 2uxηxu + u2

xηuu + uxxηu − uxξxx

− 2u2
xξxu − 2uxxξx − u3

xξuu − 3uxuxxξu
))

+ ruxξ

+ rx(ηx + uxηu − uxξx − u2
xξu) − rη = 0. (18)
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Домножим уравнение (18) на 2(1 − xvuxx)3 и получим

2(1−xvuxx)
3(ηt+(rxux−ru)(τ

′(t)−ηu+uxξu))+(1−xvuxx)σ
2x2uxx(τ

′(t)−ηu)

− 2(1 − xvuxx)3uxξt + (1 − xvuxx)σ2x2uxuxxξu + σ2x
(
2uxxξ + 2x2u2

xxµ

+ x(1 + xvuxx)
(
ηxx + 2uxηxu + u2

xηuu + uxxηu − uxξxx

− 2u2
xξxu − 2uxxξx − u3

xξuu − 3uxuxxξu
))

+ 2(1 − xvuxx)3
(
ruxξ + rx

(
ηx + uxηu − uxξx − u2

xξu
)
− rη

)
= 0. (19)

Расщепляя уравнение (19) по переменной uxx, получим для v 6= 0 при u3
xx мно-

житель

ηt + rxuxτ
′(t) − ru(τ ′(t) − ηu + uxξu) − uxξt + ruxξ + rx(ηx − uxξx) − rη,

поэтому
ηt + rxηx + ruηu − rη − ruτ ′(t) = 0, (20)

rxτ ′(t) − ξt − rxξx − ruξu + rξ = 0. (21)

При uxx в нулевой степени после дальнейшего расщепления (19) по ux имеем

ξ = A(t, x)u +B(t, x), η = Ax(t, x)u2 + C(t, x)u +D(t, x),

и с учетом (20), (21)

2ηt − 2ruτ ′ + 2ruηu + 2rxηx − 2rη + σ2x2ηxx = σ2x2ηxx = 0, (22)

2rxτ ′ − 2ruξu − 2ξt +2rξ− 2rxξx + σ2x2ξxx +2σ2x2ηxu = σ2x2ξxx + 2σ2x2ηxu = 0.

Из последнего равенства следует, что

Axx = 0, A(t, x) = A1(t)x +A0(t), C(t, x) = −Bx(t, x) + E(t),

ξ = A1(t)xu +A0(t)u+B(t, x), η = A1(t)u
2 −Bx(t, x)u + E(t)u +D(t, x).

Тогда из (22) получим
Bxxx = 0, Dxx = 0,

ξ = A1(t)xu +A0(t)u+B2(t)x
2 +B1(t)x +B0(t),

η = A1(t)u
2 − 2B2(t)xu −B1(t)u + E(t)u+D1(t)x +D0(t).

Теперь из равенства (21) следует, что A1(t) = Fe−rt, A0(t) — константа,

B2(t) = Ge−rt, B1(t) = rτ(t) +H, B0(t) = Jert,

поэтому
ξ = Fe−rtxu +A0u+Ge−rtx2 + rτ(t)x +Hx+ Jert,

η = Fe−rtu2 − 2Ge−rtxu− rτ(t)u −Hu+ E(t)u+D1(t)x +D0(t).

Наконец, в силу (20) D1 — постоянная,

D0(t) = Kert, E(t) = 2rτ(t) + L,
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ξ = Fe−rtxu +A0u+Ge−rtx2 + rτ(t)x +Hx+ Jert,

η = Fe−rtu2 − 2Ge−rtxu−Hu+ rτ(t)u + Lu+D1x+Kert.

При uxx в уравнении (19) приравняем коэффициент к нулю и получим
уравнение

− 6xvηt − 6xv(rxuxτ ′(t) − ruτ ′(t) + ruηu − ruuxξu) + σ2x2τ ′(t)

+ 6xvuxξt + 2σ2xξ − 2σ2x2ξx − 2σ2x2uxξu + 2σ2x3vuxηxu + σ2x3vu2
xηuu

− σ2x3vuxξxx − 2σ2x3vu2
xξxu − 6xv(ruxξ + rxηx − rxuxξx − rη) = 0.

Подставив в него найденные выражения для ξ, η, получим

F = A0 = G = J = τ ′(t) = 0,

τ = T, ξ = Mx, η = Nu+D1x+Kert. (23)

Осталось аналогичные вычисления провести с коэффициентом при u2
xx в

уравнении (19). Отсюда приходим к уравнению

3v2(ηt − rxuxηu + ruηu) + σ2xvηu + σ2xµ− σ2xvξx

+ 3v2(ruxξ + rxηx + rxuxηu − rxuxξx − rη) = 0,

которое влечет равенство
µ = (M −N)v. (24)

Уравнения (14)–(17) при этом также выполняются.
Таким образом, решение системы уравнений, определяющей генераторы

непрерывных групп преобразований эквивалентности, задается формулами (23),
(24). Отсюда получим следующее утверждение.

Теорема 1. Базис алгебры Ли инфинитезимальных операторов групп пре-

образований эквивалентности уравнения (3) c функцией v, не равной тожде-

ственно нулю, образуют операторы Y1 = ∂t, Y2 = x∂u, Y3 = ert∂u, Y4 = x∂x+u∂u,

Y5 = x∂x + v∂v.

При этом сделана линейная замена в базисе алгебры Ли, полученном по
формулам (23), (24).

С учетом формулы (8) получим продолжения базисных операторов

Ỹ1 = ∂t, Ỹ2 = x∂u+∂ux , Ỹ3 = ert∂u, Ỹ4 = x∂x+u∂u, Ỹ5 = x∂x+v∂v−ux∂ux .
(25)

Отсюда следует, что базис ядра основных алгебр Ли уравнения (3) составля-
ют операторы Y1, Y3, Y4, продолжения которых не содержат дополнительных
переменных v, ux.

Следствие 1. Базис ядра основных алгебр Ли уравнения (3) c функцией

v, не равной тождественно нулю, образуют операторы X1 = ∂t, X2 = ert∂u,

X3 = x∂x + u∂u.
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2. Групповая классификация уравнения

Рассмотрим алгебру Ли, полученную из проекций операторов (25) на под-
пространство переменных v, ux, т. е. алгебру с базисом

Z1 = ∂ux , Z2 = v∂v − ux∂ux . (26)

Заметим сразу, что оператору Z1 соответствует оператор Y2, а оператору Z2 —
оператор Y5.

Ненулевыми структурными константами для алгебры Ли с базисом (26)
являются c112 = −1, c121 = 1. По формуле Eα = cγαβe

β∂eγ найдем генераторы
внутренних автоморфизмов алгебры Ли E1 = −e2∂e1 , E2 = e1∂e1 и соответству-
ющие им группы преобразований — E1: ē1 = e1−e2a1, E2: ē1 = e1ea2 . Здесь ei —
коэффициент при операторе Zi в разложении элемента рассматриваемой алгеб-
ры Ли по ее базису, i = 1, 2, aj — параметр группы внутренних автоморфизмов,
j = 1, 2.

Пусть e2 6= 0, тогда e1 = 0 в силу E1. Получим подалгебру с базисом
Z2. Иначе имеем одномерную подалгебру с базисом Z1. Таким образом, опти-
мальная система одномерных подалгебр алгебры L2 с базисом (26) имеет вид
�1 = {〈Z1〉, 〈Z2〉}.

Для операторов Z из оптимальной системы вычислим выражения

Z(F (ux) − v)|v=F = 0.

Получим
Z1(F (ux) − v)|v=F = F ′ = 0, F ≡ β,

Z2(F (ux) − v)|v=F = −F − uxF
′ = 0, F =

β

ux
.

Первая из спецификаций преобразованием эквивалентности Y5 сводится к F ≡

1. Во втором случае преобразования эквивалентности, найденные в предыду-
щем разделе, не позволяют изменить константу β.

Для каждого базисного оператора из оптимальной системы вычислим про-
екцию соответствующего генератора группы преобразований эквивалентности
(Y2 или Y5) на подпространство переменных t, x, u. Получится соответствие (с
точностью до множителя) Z1: x∂u, Z2: x∂x. Поэтому спецификации свободного
элемента v ≡ 1 соответствует дополнительная симметрия x∂u, а спецификациям

v = βu−1
x , β ∈ R, (27)

соответствует симметрия x∂x.

Теорема 2. 1. Базис основной алгебры Ли уравнения

ut +
σ2x2uxx

2(1 − xuxx)2
+ r(xux − u) = 0

имеет вид

X1 = ∂t, X2 = ert∂u, X3 = x∂x + u∂u, X4 = x∂u.
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2. Базис основной алгебры Ли уравнений

ut +
σ2x2uxx

2
(
1 − βxuxx

ux

)2 + r(xux − u) = 0, β ∈ R,

имеет вид

X1 = ∂t, X2 = ert∂u, X3 = x∂x, X4 = u∂u.

3. В случаях функции v, не приводимой к единице и к функциям (27)
преобразованиями эквивалентности, основная алгебра Ли уравнения

ut +
σ2x2uxx

2(1 − xv(ux)uxx)2
+ r(xux − u) = 0

совпадает с ядром основных алгебр Ли и имеет вид

X1 = ∂t, X2 = ert∂u, X3 = x∂x + u∂u.

Во втором пункте теоремы использована возможность линейного преобра-
зования базиса с целью упрощения вида его элементов.

Замечание 1. При r = 0 утверждения теорем 1, 2 и следствия 1 также
справедливы. Отметим, что в работе [15] при рассмотрении модели Шенбухе-
ра — Уилмотта, редуцируемой к виду (3) при r = 0, помимо спецификаций
функции v из пп. 2, 3 теоремы 2 указаны еще спецификации

v = β(1 − ux)−1, β ∈ R (28)

(см. п. 4 теоремы 4.2.1 в [15]), имеющие дополнительную четвертую симмет-
рию. Однако с помощью преобразования v → −v, которое, очевидно, является
внутренним автоморфизмом группы преобразований эквивалентности, соответ-
ствующей алгебре L5 из теоремы 1, а также используя порождаемое оператором
Y3 преобразование эквивалентности, осуществляющее сдвиг аргумента функ-
ции v, можно преобразовать эти спецификации к виду (27) из п. 2 теоремы 2.
Описанные преобразования соответствуют замене переменных t = t, x = x,
u = x − u, где черта над символом переменной означает новую переменную.
Нетрудно проверить, что при таких преобразованиях алгебра Ли уравнения со
спецификацией (28) преобразуется к алгебре Ли уравнения со спецификацией
(27). Поэтому с точки зрения группового анализа спецификации (27) и (28)
эквивалентны.

В дальнейшем упрощение вида r = 0 в некоторых случаях позволяет проин-
тегрировать инвариантные подмодели, однако эти случаи достаточно очевидны
и рассматриваться отдельно не будут.

Кроме того, будем рассматривать только оптимальные системы одномер-
ных подалгебр, так как подалгебрам большей размерности не соответствуют
новые содержательные инвариантные решения.
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3. Инвариантные подмодели в общем случае

Рассмотрим уравнение

ut +
σ2x2uxx

2(1 − xv(ux)uxx)2
+ r(xux − u) = 0, (29)

алгебра Ли L3 которого имеет базис

X1 = ∂t, X2 = ert∂u, X3 = x∂x + u∂u. (30)

Ненулевые структурные константы ее суть

c212 = r, c221 = −r, c223 = 1, c232 = −1,

поэтому группы внутренних автоморфизмов имеют вид

E1: ē2 = e2era1 , E2: ē2 = e2 + a2(e3 − re1), E3: ē2 = e2e−a3 .

Используя их, осуществим поиск оптимальной системы одномерных подалгебр
данной алгебры Ли L3. Инфинитезимальные генераторы искомых базисных
для этих подалгебр операторов будут иметь вид

X =
3∑

k=1

ekXk = (e1, e2, e3).

Сделаем сначала замену e3 − re1 на ẽ3. Тогда это коэффициент при базисном
векторе X̃3 = x∂x + u∂u − r∂t.

1. Пусть ẽ3 6= 0, тогда с помощью E2 получим e2 = 0, поэтому базисный
вектор подалгебры имеет вид X = (a, 0, 1), a ∈ R.

2.1. При ẽ3 = 0, e1 6= 0, e2 6= 0 получим X = (1, 1, 0). При этом использова-
ны внутренние автоморфизмы E3 и ē2 = −e2.

2.2. Остались случаи X = (1, 0, 0) и X = (0, 1, 0).
Вернемся к исходному базису, в первой полученной подалгебре константу

a − r переобозначим через a, в остальных случаях вместо ẽ3 = 0 надо взять
e3 = re1. При этом подалгебра 〈X1 + rX3〉 будет частным случаем семейства
подалгебр 〈aX1 +X3〉 при a = 1/r.

Лемма 1. Оптимальная система одномерных подалгебр алгебры L3 с ба-

зисом (30) имеет вид �1 = {〈X2〉, 〈X1 +X2 + rX3〉, 〈aX1 +X3〉, a ∈ R}.

Используя операторы оптимальной системы, найдем инвариантные подмо-
дели уравнения (29) и, по возможности, его инвариантные решения. Результа-
ты вычислений записаны в таблице, где во втором столбце записана одномерная
подалгебра из оптимальной системы, в третьем — ее инварианты, а в четвер-
том — соответствующая инвариантная подмодель исходного уравнения или вид
решения при условии, что ограничения, следующие из вида уравнения или об-
ласти определения самой функции v, выполнены. Здесь и далее учитывается,
что цена акции x положительна (поэтому знак модуля при x, возникающий
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Подалгебра Инварианты Подмодель или решение

1 〈X2〉 t, x нет

2 〈X1 +X2 + rX3〉 rt− lnx, e−rtu− t σ2(ϕ′′+ϕ′)
2(1−ezv(−ezϕ′)(ϕ′+ϕ′′))2

+ 1 = 0,

u = ert(t+ ϕ(rt− lnx))

3 〈X3〉 t, x−1u u = Ax

4 〈X1 + rX3〉 rt− lnx, ux−1 u = Ax+Bert

5 〈aX1 +X3〉 a lnx− t, x−1u aσ2(ϕ′+aϕ′′)
(1−a(ϕ′+aϕ′′)v(ϕ+aϕ′))2

+ 2(ar − 1)ϕ′ = 0,

u = xϕ(a lnx− t)

при интегрировании, опускается). Символами A, B обозначены произвольные
константы интегрирования.

Здесь и далее частные случаи инвариантных подмоделей рассматриваются
отдельно, если они интегрируются (кроме случаев r = 0, как об этом сказано
выше). В данной таблице в третьей и четвертой строках рассмотрены частные
случаи подмодели из пятой строки.

4. Инвариантные решения и подмодели в случае v ≡ β

Уравнение

ut +
σ2x2uxx

2(1 − βxuxx)2
+ r(xux − u) = 0, β 6= 0, (31)

имеет алгебру Ли L4 c базисом

X1 = ∂t, X2 = ert∂u, X3 = x∂x + u∂u, X4 = x∂u. (32)

Группы внутренних автоморфизмов этой алгебры имеют вид

E1: ē2 = e2era1 , E2: ē2 = e2 + a2(e3 − re1), E3: ē2 = e2e−a3 .

Заменив, как в разд. 3, e3 на ẽ3 = e3 − re1, найдем оптимальную систему одно-
мерных подалгебр данной алгебры Ли L4.

1. Пусть ẽ3 6= 0, тогда с помощью E2 получим e2 = 0, поэтому базисный
вектор подалгебры имеет вид X = (a, 0, 1, b), a, b ∈ R.

2.1. При ẽ3 = 0, e2 6= 0 получим следующее.
2.1.1. Если e1 6= 0, то X = (1, 1, 0, a), a ∈ R. При этом использованы

внутренние автоморфизмы E3 и ē2 = −e2.
2.1.2. Пусть e1 = 0, тогда X = (0, 1, 0, 1) или X = (0, 1, 0, 0). В первом

случае также использованы E3 и ē2 = −e2.
2.2. Если e2 = ẽ3 = 0, то X = (1, 0, 0, a), a ∈ R, или X = (0, 0, 0, 1).
После замены ẽ3 на e3 − re1, как и в предыдущем разделе, получим сле-

дующую оптимальную систему. При этом учтено, что 〈X1 + rX3 + bX4〉 —
подсемейство семейства подалгебр 〈aX1 +X3 + bX4〉 (надо взять a = 1/r).
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Лемма 2. Оптимальная система одномерных подалгебр алгебры L4 с ба-

зисом (32) имеет вид

�1 = {〈X2〉, 〈X4〉, 〈X2 +X4〉, 〈X1 +X2 + rX3 + aX4〉, 〈aX1 +X3 + bX4〉, a, b ∈ R}.

Для подалгебр из оптимальной системы �1 получим следующую таблицу.

Подалгебра Инварианты Подмодель или решение

1 〈X1 +X2 + rX3 + aX4〉 xe−rt, ϕ′′ = 1
βz

− σ2
±
√
σ4−8βσ2(a+1/z)

4β2(az+1)
,

ue−rt − (axe−rt + 1)t u = (ax+ ert)t+ ertϕ(xe−rt)

2 〈aX1 +X3 + bX4〉 a lnx− t, u
x
− b lnx br + (ar − 1)ψ + σ2(b+aψ+a2ψ′)

2(1−β(b+aψ+a2ψ′))2
= 0,

ψ = ϕ′, u = bx lnx+ xϕ(a lnx− t)

3 〈X3 + bX4〉, b 6= 1/β t, u
x
− b lnx u = bx lnx+ Ax− b

(
r + σ2

2(1−βb)2

)
tx

4
〈X1
r

+X3 + bX4
〉
, lnx− rt, u

x
− b lnx u = Ax+ Bert + brtx

b 6= 0 +
(

1
β
− σ2

±

√
σ4−8βbrσ2

4β2br

)
(x lnx− rtx)

5
〈X1
r

+X3

〉
lnx− rt, u/x u = Ax+Bert

Операторы из оптимальной системы X2, X4, X2 +X4, βX3 +X4 не имеют
инвариантных решений. В третьей и четвертой строках выписаны решения ин-
вариантной подмодели из второй строки в частных случаях. В пятой строке —
частный случай подмодели из четвертой строки.

5. Инвариантные решения

и подмодели в случае v = βu−1

x

Для уравнения

ut +
σ2x2uxx

2
(
1 − βxuxx

ux

)2 + r(xux − u) = 0, β 6= 0, (33)

базис алгебры Ли L4 имеет вид

X1 = ∂t, X2 = ert∂u, X3 = x∂x, X4 = u∂u. (34)

Нетрудно заметить, что структура данной алгебры Ли совпадает со структурой
алгебры из разд. 4 с точностью до перенумерации операторов X3, X4. Из этого
наблюдения и леммы 2 сразу получим следующее утверждение.

Лемма 3. Оптимальная система одномерных подалгебр алгебры L4 c ба-

зисом (34) имеет вид

�1 = {〈X2〉, 〈X3〉, 〈X2 +X3〉, 〈X1 +X2 + aX3 + rX4〉, 〈aX1 + bX3 +X4〉, a, b ∈ R}.

Используя операторы оптимальной системы �1, найдем инвариантные под-
модели уравнения (33) и по возможности его инвариантные решения.

ОператорыX2, X3, X4, а также операторыX2+X3 при β = −1 и β
β+1X3+X4

при β 6= −1 инвариантных решений не имеют. В строках 4, 5, 6 описаны частные
случаи подмодели из строки 3.
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Подалгебра Инварианты Подмодель или решение

1 〈X2 +X3〉 t, u− ert lnx u = ert
(
lnx+ σ2t

2(1+β)2
− rt+ A

)
, β 6= −1

2 〈X1 +X2 + aX3 + rX4〉 lnx− at, ue−rt − t σ2(ψ′
−ψ)

2
(
1−β ψ

′−ψ
ψ

)2 + (r − a)ψ + 1 = 0, ψ = ϕ′,

u = tert + ertϕ(lnx− at)

3 〈aX1 + bX3 +X4〉, a 6= 0 a lnx− bt, e−t/au aσ2(aϕ′′
−ϕ′)

2
(
1−β aϕ

′′−ϕ′

ϕ′

)2 +(ar − b)ϕ′−(r − 1
a
)ϕ=0,

u = et/aϕ(a lnx− bt)

4
〈X1
r

+ bX3 +X4
〉
, b 6= 1 lnx− brt, e−rtu u = Axαe(1−αb)rt + Bert,

α = 1 + 1
β

+ σ2
±
√
σ4+8β(b−1)rσ2

4β2(b−1)r
, A 6= 0

5
〈X1
r

+X3 +X4

〉
lnx− rt, e−rtu u = Ax+Bert, A 6= 0

6 〈bX3 +X4〉, b 6= 0; t, x−1/bu u = Ae
t(

σ2(b−1)

2(b(β+1)−β)2
+
r(b−1)
b

)
x1/b, A 6= 0

b 6= β
β+1

при β 6= −1

6. Решения уравнений Сиркара — Папаниколау

Проанализируем полученные результаты в терминах исходной задачи. При
этом для найденных спецификаций v вычислим функции V , U и функцию спро-
са реферальных трейдеров D(x, y) = U(yδ/x) при некотором δ > 0.

Во первых, заметим, что модель

Ct +
σ2x2Cxx

2(1 − ρxCxxV ′(1 − ρCx)/V (1 − ρCx))2
+ r(xCx − C) = 0

при всех v(ux) = V ′(1 − ρCx)/V (1 − ρCx), u = ρC, для которых определено
значение в точке 1 −Aρ, имеет решение

C(t, x) = Ax+Bert. (35)

Функции v ≡ β соответствует модель

Ct +
σ2x2Cxx

2(1 − βρxCxx)2
+ r(xCx − C) = 0 (36)

с функцией V (1 − ρCx) = Geβ(1−ρCx) при постоянной G. В таком случае

U(z) =
1
β

ln
z

G
=

1
β

ln z +H, D(x, y) =
δ

β
ln y −

1
β

lnx+H,

где H — константа, зависящая от произвольной константы G, не присутствую-
щей в дифференциальном уравнении. Анализируя полученные инвариантные
решения, нетрудно найти содержащее их семейство решений

C(t, x) = Ax+Bert +Kx lnx−K

(
r +

σ2

2(1 −Kβρ)2

)
tx, K 6=

1
βρ
, (37)

инвариантное относительно трехмерной допускаемой группы уравнения (36).
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Функции v = β
ux

преобразованием эквивалентности, соответствующим опе-
ратору Y2, могут быть приведены к эквивалентному виду

v =
β

ux + γ − 1
, γ ∈ R.

Таким функциям соответствуют функции

V (1 − ρCx) = G(γ − ρCx)β ,

U(z) =

(
z

G

)1/β

+ 1 − γ = Hz1/β + 1 − γ, D(x, y) = Hyδ/βx−1/β + 1 − γ

и модель

Ct +
σ2x2Cxx

2
(
1 − βρxCxx

γ−ρCx

)2 + r(xCx − C) = 0. (38)

Асимптотический и численный анализ этой модели при β = γ = 1 проведен
в [4].

Нетрудно заметить, что решения уравнения (38) связаны с решениями урав-
нения (33) равенством C(t, x) = (γx− u(t, x))ρ−1, при этом β надо заменить на
−β. Поэтому согласно таблице из предыдущего раздела уравнение (38) имеет
точные решения (везде предполагается, что A 6= 0)

C(t, x) = Aert
(

lnx+
σ2t

2(1 − β)2
− rt+B

)
+
γ

ρ
x, β 6= 1, (39)

C(t, x) = Ae
t
(

σ2α(1−α)

2(β(α−1)+1)2
+r(1−α)

)
xα +Bert +

γ

ρ
x, α 6= 0, α 6= 1 −

1
β
. (40)

При этом семейство решений (39) получено из решения, инвариантного опера-
тору X2 + X3, действием оператора X1 из (34). Семейство (40) включает в
себя как частные случаи решения, инвариантные операторам 1

rX1 + bX3 +X4,
bX3 +X4 (строки 4, 5, 6 соответствующей таблицы).

Отметим, что в [15] при r = 0 симметрии модели (36) в случаях γ = 0 и
γ 6= 0 исследуются отдельно. Этого можно было не делать, установив возмож-
ность перехода от одной из них к другой с помощью группы преобразований
эквивалентности исследуемого класса уравнений (см. замечание 1).

Понятно, что если придерживаться требования монотонного возрастания
функции спроса U , используемого при выводе модели Сиркара — Папаниколау
[4], то в рассмотренных случаях надо наложить условие β > 0.

7. Граничные задачи

Для однозначной разрешимости уравнения (1) необходимо задать финаль-
ное и краевые условия для него, образующие граничную задачу. Перечислим
типы возможных граничных условий для полученных в разд. 6 решений, ко-
торые в перспективе могут способствовать осмыслению полученных решений с
точки зрения их экономической сути (если таковая имеется).
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Очевидно, что функция (35) является решением уравнения (1) с краевыми
условиями

C(t, 0) = Bert, lim
x→∞

C(t, x)
x

= A (41)

(означающими, что при нулевой цене акции x стоимость опциона имеет вид
Bert, а при неограниченном росте цены акции она растет линейно по x) и фи-
нальным условием

C(T, x) = Ax+BerT , (42)

определяющим стоимость опциона к моменту экспирации (окончания срока оп-
циона). Классическим для уравнения Блэка — Шоулса краевым условиям, т. е.
условиям (41) при A = 1, B = 0, соответствует частное решение C(t, x) = x.

Решением граничной задачи

C(t, 0) = Bert,

lim
x→∞

C(t, x)e
−t
(

σ2α(1−α)

2(β(α−1)+1)2
+r(1−α)

)
x−α = A,

C(T, x) = Ae
T
(

σ2α(1−α)

2(β(α−1)+1)2
+r(1−α)

)
xα +BerT +

γ

ρ
x

для уравнения (38) при α > 1 является функция (40). При α = 1 начально-
краевые условия примут вид (41), (42) с другой константой A, а значению α ∈

(0, 1) \ {1 − 1/β} соответствует граничная задача

C(t, 0) = Bert,

lim
x→∞

C(t, x)
x

=
γ

ρ
,

C(T, x) = Ae
T
(

σ2α(1−α)

2(β(α−1)+1)2
+r(1−α)

)
xα +BerT +

γ

ρ
x

для уравнения (38).
Решение (39) уравнения (38) имеет предел в нуле только в случае A = 0, в

противном случае для него имеют смысл, например, граничные условия

lim
x→0+

xC(t, x) = 0,

lim
x→∞

C(t, x)
x

=
γ

ρ
,

C(T, x) = AerT
(

lnx+
σ2T

2(1 − β)2
− rT +B

)
+
γ

ρ
x, β 6= 1.

Аналогичный анализ решения (37) уравнения (36) приводит к постановке
граничной задачи

C(t, 0) = Bert,

lim
x→∞

C(t, x)
x lnx

= K,

C(T, x) = Ax+BerT +Kx lnx−K

(
r +

σ2

2(1 −Kβρ)2

)
Tx, K 6=

1
βρ
.
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Abstract: Group classification is obtained for the Sircar–Papanicolaou equations family
with a free parameter that contains the Black–Scholes equation as the simplest partial
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ТОЧНОЕ ОПИСАНИЕ 4–ЦЕПЕЙ

В 3–МНОГОГРАННИКАХ

С МИНИМАЛЬНОЙ СТЕПЕНЬЮ 5

А. О. Иванова

Аннотация. В 1922 г. Франклин доказал, что каждый 3-многогранник P5 с мини-
мальной степенью 5 содержит 5-вершину, смежную с двумя вершинами степени не
более 6, причем результат неулучшаем. В дальнейшем он был уточнен в нескольких
направлениях. В частности, Йендроль и Мадараш (1996) доказали существование
4-цепи, сумма степеней вершин которой не превышает 23. Цель данной заметки —
доказать, что каждый P5 содержит (5, 6, 6, 6)-цепь или (5, 5, 5, 7)-цепь, причем ре-
зультат не улучшаем ни по одному из параметров.
Ключевые слова: плоский граф, плоская карта, структурные свойства, 3-много-
гранник, 4-цепь.

1. Введение

Степень d(x) вершины или грани x плоского графа G есть число инцидент-
ных ей ребер. k-Вершина (k-грань) есть вершина (грань) степени k, k+-вершина

имеет степень не менее k, и т. д. Минимальную степень вершин в G обозначим
δ(G). Мы будем опускать аргумент всякий раз, когда он ясен из контекста.

k-Цепью называется цепь на k вершинах. Цепь v1, . . . , vk называется
(d1, . . . , dk)-цепью, если d(vi) ≤ di, где 1 ≤ i ≤ k. Весом w(H) подграфа H

графа G называется сумма степеней в G вершин подграфа H . Через Pδ обозна-
чим класс 3-многогранников с минимальной степенью δ; в частности, P3 есть
множество всех 3-многогранников.

В 1904 г. Вернике [1] доказал, что если P5 ∈ P5, то P5 содержит 5-вершину,
смежную с 6−-вершиной. Франклин [2] в 1922 г. усилил этот результат, доказав
существование (6, 5, 6)-цепи в каждом P5 ∈ P5.

Теорема 1 [2]. Каждый 3-многогранник с минимальной степенью 5 содер-

жит (6, 5, 6)-цепь, причем результат неулучшаем.

Заметим, что описание 3-цепей является точным, если ни один из пара-
метров не может быть усилен и ни один из членов не может быть отброшен.

Работа выполнена в рамках государственной работы «Организация проведения научных
исследований» и при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (коды проектов 15–01–05867, 16–01–00499).

c© 2016 Иванова А. О.
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Точность описания Франклина следует из конструкции, получающейся из до-
декаэдра путем вставки вершины в каждую его грань и соединения этой новой
вершины ребрами с пятью граничными вершинами.

Теорема 1 Франклина является основополагающей в структурной теории
плоских графов. Она была усилена и обобщена в нескольких направлениях,
см. [3–35].

Упомянем лишь несколько просто формулируемых результатов для P5, ко-
торые наиболее близки к теореме Франклина и все параметры в которых точны.

Бородин [5] доказал, что существует 3-грань веса не более 17. Из результата
Йендроля и Мадараша [24] следует существование 5-вершины с весом трех ее
соседей не более 18, а также 4-цепи веса не более 23. Результат Мадараша [31]
дает нам 5-цепь веса не более 29.

Недавно О. В. Бородин и А. О. Иванова [36] доказали следующий факт,
возможно наиболее близкий к теореме Франклина среди отсутствовавших в ли-
тературе.

Теорема 2 [36]. Каждый 3-многогранник с минимальной степенью 5 со-

держит (5, 6, 6)-цепь, причем результат неулучшаем.

В [13] О. В. Бородин и А. О. Иванова доказали, что существует в точности
семь точных описаний 3-цепей в 3-многогранниках без треугольников.

Теорема 3 [13]. Существует в точности семь точных описаний 3-цепей в

3-многогранниках без треугольников:

(i) (5, 3, 6) ∨ (4, 3, 7),
(ii) (3, 5, 3) ∨ (3, 4, 4),
(iii) (5, 3, 6) ∨ (3, 4, 3),
(iv) (3, 5, 3) ∨ (4, 3, 4),
(v) (5, 3, 7),
(vi) (3, 5, 4),
(vii) (5, 4, 6).

Проблема 4 [18]. Дать все точные описания 3-цепей в P3.

В [36] также был сделан следующий скромный вклад в решение проблемы 4.

Теорема 5 [36]. Не существует точных описаний 3-цепей в P5, отличных

от данных в теореме Франклина и в теореме 2.

В [37] дано доказательство следующее совместного уточнения теоремы 2
и вышеупомянутого результата Йендроля и Мадараша [24] о 4-цепи веса не
более 23.

Теорема 6 [37]. Каждый 3-многогранник с минимальной степенью 5 со-

держит (6, 5, 6, 6)-цепь или (5, 5, 5, 7)-цепь, причем результат неулучшаем.

Целью данной заметки является доказательство следующего факта.

Теорема 7. Каждый 3-многогранник с δ = 5 содержит (5, 6, 6, 6)-цепь или

(5, 5, 5, 7)-цепь, причем результат неулучшаем.
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Проблема 8. Дать все точные описания 4-цепей в P5.

2. Доказательство теоремы 7

На рис. 1 изображена половина триангуляции, содержащей только 5-вер-
шины и 7+-вершины и не содержащая (5, 5, 5, 5)-цепи, откуда следует точность
члена (5, 5, 5, 7) в теореме 7. Действительно, достаточно сдвинуть одну поло-
вину на одну позицию и соединить с другой половиной по граничному циклу.
Точность члена (5, 6, 6, 6) следует из хорошо известной конструкции, содержа-
щей только 5-вершины и 6-вершины, в которой 5-вершины расположены сколь
угодно далеко друг от друга.

Рис. 1. Конструкция, подтверждающая точность (5, 5, 5, 7) в теореме 7 (см. [37])

Предположим, что 3-многогранник P ′
5 противоречит теореме 7, избегая

(5, 6, 6, 6)-цепи и (5, 5, 5, 7)-цепи. Пусть P5 есть контрпример к теореме 7 на
тех же вершинах, что и P ′

5, имеющий максимальное число ребер.
В ходе всего доказательства мы должны следить, чтобы запрещенные 4-

цепи не вырождались в 3-циклы. В большинстве случаев это невозможно бла-
годаря выбору запрещенной 4-цепи в окрестности центральной вершины, где
все вершины попарно различны из-за отсутствия в P5 петель и кратных ребер.
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Обозначим через v1, . . . , vd(x) соседей вершины или грани x в циклическом
порядке вокруг x.

Утверждение 9. P5 является триангуляцией.

Доказательство. Пусть P5 содержит 4+-грань f = v1, . . . , vd(f). Заме-
тим, что vi 6= vj , где 1 ≤ i < j ≤ d(f), благодаря отсутствию точек сочленения
в P5. Если d(v1) + d(v3) ≥ 11, то добавление диагонали d = v1v3 дает нам
контрпример P ∗

5 к теореме 7 с большим числом ребер, поскольку d в P ∗
5 соеди-

няет 6+-вершину с 7+-вершиной, а это противоречит определению P5. Таким
образом, d(v1) = d(v3) = 5 в P5. Из симметрии имеем также d(v2) = d(v4) = 5.
Следовательно, P5 содержит (5, 5, 5, 5)-цепь; противоречие. �

Утверждение 10. P5 не содержит разделяющего 3-цикла C = xyz, где

d(x) = d(y) = 5 и d(z) = 6.

Доказательство. Предположим противное. Через dint(x) и dext(x) обо-
значим число соседей вершины x, лежащих внутри и снаружи C соответственно.
Такие же обозначения используем для вершин y и z. Очевидно, что dint(x) +
dext(x) = dint(y) + dext(y) = 3 и dint(z) + dext(z) = 4.

Поскольку P5 является триангуляцией, а C разделяющим, получаем dint ≥

1 и dext ≥ 1 для каждой из x, y, z.
Если dint(x) = dint(y) = 1, то имеем вершину w внутри C такую, что суще-

ствуют грани wxy, wxz и wyz, откуда следует d(w) = 3; противоречие.
Из симметрии то же следует для внешности C, поэтому мы можем предпо-

ложить, что dint(x) = 1 и dint(y) = 2. Теперь существуют грани wxy, wxz, uyz
и uwy. Если dint(z) = 2, то d(w) = 4 и d(u) = 3; противоречие. В противном
случае имеем dint(z) + dext(z) ≥ 6 по симметрии. �

Обозначим множества вершин, ребер и граней контрпримера P5 через V ,
E и F соответственно. Из формулы Эйлера |V | − |E|+ |F | = 2 для P5 получаем

∑

v∈V

(d(v) − 6) = −12. (1)

Определим начальный заряд формулой µ(v) = d(v) − 6 для каждой v ∈ V .
Заметим, что только 5-вершины имеют отрицательный начальный заряд.

Используя свойства P5 как контрпримера к теореме 7, зададим локальное
перераспределение зарядов, сохраняя их сумму, таким образом, что новый заряд

µ′(v) будет неотрицательным для всех v ∈ V . Полученное противоречие с (1)
завершит доказательство теоремы 7.

5-Вершина v называется сильной, если она имеет не менее четырех 7+-
соседей, в противном случае v называется слабой.

Используем следующие правила перераспределения зарядов (рис. 2).

R1. Каждая 6+-вершина v1 дает 1
4 каждой смежной 5-вершине v за следу-

ющими исключениями:
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(e1) d(v1) ≥ 8 и v инцидентна 3-грани vv1v2, где d(v2) ≥ 8. В этом случае
v1 дает 3

8 вершине v (это же верно для v2).
(e2) d(v1) = 6 и v является сильной. В этом случае v1 ничего не дает

вершине v.

R2. Каждая 7+-вершина v1 дает каждой смежной 6-вершине v следующий
заряд:

(a) 1
8 , если v смежна со слабой 5-вершиной, за исключением случая, когда

существуют 3-грани v1vv2, v1v2x, где d(v1) = 7 и d(v2) = d(x) = 5; и тогда v1
ничего не дает вершине v;

(b) 0, если существуют 3-грани v1vv2 и v1vv6, где d(v2) = d(v6) = 5.
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Рис. 2. Правила перераспределения зарядов

Убедимся далее, что µ′(v) ≥ 0 для всех v ∈ V . Заметим, что ввиду 3-
связности в окрестности любой вершины все ее соседи попарно различны.

Случай 1: d(v) = 5. Ввиду отсутствия (5, 5, 5, 5)-цепей в триангуляции P5

вершина v имеет не более двух 5-соседей.
Если v имеет в точности двух 5-соседей, то все другие соседи имеют сте-

пень не менее 8 ввиду отсутствия (5, 5, 5, 7)-цепей в окрестности вершины v,
следовательно, µ′(v) ≥ −1 + 2 × 3

8 + 1
4 = 0 по R1.
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Предположим, что v имеет только одного 5-соседа. Поскольку R1e2 непри-
менимо, получаем µ′(v) ≥ −1 + 4 × 1

4 = 0 по R1.

Наконец, v не имеет 5-соседей. Если найдется в точности один 6-сосед, то v
получает 1

4 четыре раза от 7+-соседей по R1 с учетом R1e2. В противном случае
v получит 1

4 от каждого из своих соседей по R1, откуда µ′(v) ≥ −1 + 5 × 1
4 > 0.

Случай 2: d(v) = 6. Если v не имеет 5-соседей, то µ′(v) = µ(v) = 6− 6 = 0.

Пусть v имеет в точности одного 5-соседа, v1. Если v1 имеет 6−-соседа,
отличного от v, скажем x (не исключено, что x смежна с v), то v1 является
слабой, а значит, получает 1

4 от v по R1. Таким образом, мы должны убедиться,
что v получит по меньшей мере 1

8 + 1
8 от своих 7+-соседей согласно R2. По

симметрии можем считать, что d(v2) ≥ 7 ввиду отсутствия (5, 6, 6, 6)-цепей в
окрестности вершины v. Более того, хотя бы одна из v3, v4 также является 7+-
вершиной. Если d(x) = 6, то v получает 1

8 от каждой из этих двух 7+-вершин,
поскольку исключение из R2a не применяется. Таким образом, µ′(v) ≥ 0− 1

4+2×
1
8 = 0 по R2. Если d(x) = 5, то d(vi) ≥ 7, где 2 ≤ i ≤ 6, поскольку запрещенная
(5, 5, 6, 6)-цепь через вершины x, v1 и v невозможна. Теперь исключение из R2a
возможно только для v2 или v6, откуда следует µ′(v) ≥ 0− 1

4 +3× 1
8 > 0 по R2a,

R1. Если v1 не имеет 6−-соседа (т. е. является сильной), то v ничего не дает
вершине v1 согласно R1e2, откуда µ′(v) = µ(v) = 6 − 6 = 0.

Далее предположим, что v имеет не менее двух 5-соседей, x и y. Если
v инцидентна 3-грани xyv, то v имеет четырех 7+-соседей ввиду отсутствия
(5, 6, 6, 6)-цепей в ее окрестности. Заметим, что x не может быть смежна с
5-вершиной, отличной от y, из-за отсутствия (5, 6, 6, 6)-цепей в окрестности вер-
шины x. По симметрии то же верно и для y. Следовательно, исключение из
R2a (как и R2b) не применимо ни к одному из 7+-соседей вершины v, откуда
µ′(v) ≥ 0 − 2 × 1

4 + 4 × 1
8 = 0 по R2a и R1.

В противном случае x и y не могут быть смежны в P5 согласно утвер-
ждению 10. Более того, каждый из 5-соседей вершины v является сильной
вершиной, поскольку не существует (5, 6, 5, 6)-цепей, проходящих через x, v,
y, в P5. Отсюда следует, что v ничего не дает им согласно R1e2, а значит,
µ′(v) = µ(v) = 6 − 6 = 0.

Случай 3: d(v) = 7. Заметим, что v имеет не более двух последователь-
ных 5-соседей ввиду отсутствия (5, 5, 5, 7)-цепей в окрестности вершины v, а
следовательно, не более четырех 5-соседей.

Если v имеет не более одного 5-соседа, то µ′(v) ≥ 1 − 1
4 − 6 × 1

8 = 0 по R1,
R2.

Если v имеет в точности двух 5-соседей, то v имеет не более четырех 6-
соседей ввиду отсутствия (5, 6, 6, 6)-цепей вокруг v, а значит, µ′(v) ≥ 1− 2× 1

4 −

4 × 1
8 = 0.

Допустим, что v смежна в точности с тремя 5-вершинами. Теперь неболь-
шим перебором убеждаемся, что v имеет не более двух 6-соседей, откуда µ′(v) ≥
1 − 3 × 1

4 − 2 × 1
8 = 0.
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Если v имеет в точности четырех 5-соседей, то либо d(v1) = d(v2) = d(v4) =
d(v6) = 5, либо d(v1) = d(v2) = d(v5) = d(v6) = 5. Теперь единственный возмож-
ный 6-сосед (v5 или соответственно одна из вершин v3, v4) ничего не получает
от v согласно R2b или R2a, следовательно, µ′(v) ≥ 1 − 4 × 1

4 = 0.

Случай 4: d(v) ≥ 8. Если R1e1 применимо к vv1, то по симметрии d(v2) ≥
8, и v2 ничего не получает от v. Чтобы оценить общий заряд, передаваемый от
v, усредним заряд, получаемый 5-вершиной v1 в R1e1 до 1

4 следующим образом:
v дает 1

4 вершине v1 и 1
8 вершине v2. Заметим, что при таком усреднении v2

получает не более 1
8 + 1

8 , а значит, каждый сосед вершины v получает от нее не

более 1
4 . Отсюда следует, что µ′(v) ≥ d(v) − 6 − d(v) × 1

4 = 3(d(v)−8)
4 ≥ 0, что и

требовалось.

Противоречие 0 ≤ −12 с (1) завершает доказательство теоремы 7.
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TIGHT DESCRIPTION OF 4–PATHS IN

3–POLYTOPES WITH MINIMUM DEGREE 5

A. O. Ivanova

Abstract: Back in 1922, Franklin proved that every 3-polytope P5 with minimum
degree 5 has a 5-vertex adjacent to two vertices of degree at most 6, which is tight. This
result has been extended and refined in several directions. In particular, Jendrol’ and
Madaras (1996) ensured a 4-path with the vertex degree-sum at most 23.

The purpose of this note is to prove that every P5 has a (5, 6, 6, 6)-path or (5, 5, 5, 7)-
path, where all parameters are tight.
Keywords: planar graph, plane map, structural properties, 3-polytope, 4-path.
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СТРОЕНИЕ ОКРЕСТНОСТЕЙ

ПЛОСКИХ НОРМАЛЬНЫХ КАРТ

С МИНИМАЛЬНОЙ СТЕПЕНЬЮ 5

Д. В. Никифоров

Аннотация. В 1940 г. Лебег дал описание окрестностей вершин степени 5 в нор-
мальных плоских картах с минимальной степенью 5 (M5), не приводя полного до-
казательства, а указав только его идею. В работе приводится подробная схема
полного доказательства лебеговского описания, в котором улучшены два парамет-
ра без ухудшения остальных. Кроме того, описывается доказательство теоремы о
высоте 5-звезды (максимальная степень ее вершин) в M5, в которой улучшается
результат О. В. Бородина, А. О. Ивановой и Т. Р. Йенсена 2013 г.
Ключевые слова: плоский граф, плоская нормальная карта, структура, окрест-
ность.

Введение

Интерес к строению плоских графов с минимальной степенью 5 частично
объясняется их ролью в решении известной проблемы четырех красок. Важной
вехой на этом пути была таблица Лебега, дающая приблизительное описание
окружений вершин степени 5 в M5 (M5 — нормальная плоская карта с мини-
мальной степенью 5). Для решения проблемы четырех красок Аппелю и Хаке-
ну [1] в 1976 г. потребовалось изучить строение окрестностей второго порядка
вершин степени 5 (5-вершин), т. е. шаров радиуса 2 с центрами в 5-вершинах,
тогда как таблица Лебега дает описание окрестностей первого порядка.

Как доказано Штейницем, конечные 3-связные плоские графы взаимно од-
нозначно отвечают конечным выпуклым трехмерным многогранникам, назы-
ваемым 3-многогранниками. Поэтому, изучая строение плоских графов, мы
изучаем, в частности, комбинаторное строение 3-многогранников.

В 1904 г. Вернике [2] доказал, что в любом плоском графе с минимальной
степенью 5 существует 5-вершина, смежная с 6−-вершиной (5-вершиной или
6-вершиной), что в 1922 г. усилил Франклин [3], доказав, что любой плоский
граф с минимальной степенью 5 содержит 5-вершину, смежную с двумя 6−-
вершинами. В 1940 г. Лебег [4] дал описание окрестностей вершин степени 5 в
M5, не приводя полного доказательства, а указав лишь его идею.

Таблица Лебега в качестве следствий дает различные факты о строении
M5, допускающие улучшения. Несколько таких следствий доведено до неулуч-
шаемых результатов, но на это потребовались десятки лет и новые идеи. В

c© 2016 Никифоров Д. В.
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целом же до 2013 г. не были известны улучшения ни одного из параметров этой
таблицы, не ухудшающие остальных ее параметров.

Теорема 1 [4]. В любой плоской нормальной карте с минимальной степе-

нью 5 существует 5-вершина одного из следующих типов:

(6, 6, 7, 7, 7), (6, 6, 6, 7, 9), (6, 6, 6, 6, 11), (5, 6, 7, 7, 8), (5, 6, 6, 7, 11),

(5, 6, 6, 8, 8), (5, 6, 6, 9, 7), (5, 7, 6, 6, 12), (5, 8, 6, 6, 10), (5, 6, 6, 6, 17),

(5, 5, 7, 7, 8), (5, 13, 5, 7, 7), (5, 10, 5, 7, 8), (5, 8, 5, 7, 9),

(5, 7, 5, 7, 10), (5, 7, 5, 8, 8), (5, 5, 7, 6, 12), (5, 5, 8, 6, 10),

(5, 6, 5, 7, 12), (5, 6, 5, 8, 10), (5, 17, 5, 6, 7), (5, 11, 5, 6, 8),

(5, 11, 5, 6, 9), (5, 7, 5, 6, 13), (5, 8, 5, 6, 11), (5, 9, 5, 6, 10), (5, 6, 6, 5,∞),

(5, 5, 7, 5, 41), (5, 5, 8, 5, 23), (5, 5, 9, 5, 17), (5, 5, 10, 5, 14), (5, 5, 11, 5, 13).

k-Звезда Sk(v) называется младшей, если ее центр v имеет степень 5. Вы-

сота 5-звезды есть максимальная степень ее вершин. Через h(S5) обозначим
минимальную высоту младших 5-звезд в данной M5.

Существуют известные оценки для высоты S1, S2, S3, S4 в M5 (1904–
2014 гг.). Кроме того, известны точные описания младших 3-звезд (Йенсен,
Мадараш [5]), (d−2)-звезд (О. В. Бородин, А. О. Иванова [6]) и 4-звезд (О. В. Бо-
родин, А. О. Иванова [7]) в M5.

Более общая проблема описания d-звезд при d-вершинах, d ≤ 5, называе-
мых полными звездами, на данный момент кажется неприступной для произ-
вольных НПМ и трудной даже для M5.

5-Вершина v, окруженная вершинами v1, . . . , v5 в циклическом порядке,
называется (

−−−−−−−−→
d1, d2, d3, d4)-вершиной, или вершиной типа (

−−−−−−−−→
d1, d2, d3, d4), если су-

ществует k, k ≤ 5, такое, что d(vk) ≤ dk (сложение по модулю 5).
Существует известная конструкция (рис. 1), показывающая, что h(S5) не

ограничена для произвольных M5, и в которой каждая 5-вершина v является
(
−−−−→
5, 6, 6, 5)-вершиной и, более того, v смежна с двумя 5-вершинами и двумя 6-

вершинами. Лебег [4] доказал, что если M5 не содержит (
−−−−→
5, 6, 6, 5)-вершин, то

h(S5) ≤ 41. О. В. Бородин, А. О. Иванова и Йенсен [8] понизили эту оценку до
28 и дали конструкцию M5 без (

−−−−→
5, 6, 6, 5)-вершин с h(S5) = 20.

В данной статье доказаны следующие теоремы.

Теорема 2. В любой плоской нормальной карте с минимальной степенью

5 существует 5-вершина одного из следующих типов:

(6, 6, 7, 7, 7), (6, 6, 6, 7, 9), (6, 6, 6, 6, 11), (5, 8, 6, 7, 7), (5, 7, 6, 8, 7),

(5, 6, 6, 7, 11), (5, 6, 6, 8, 8), (5, 7, 6, 6, 12), (5, 8, 6, 6, 10), (5, 6, 6, 6, 17),

(5, 5, 7, 7, 8), (5, 13, 5, 7, 7), (5, 10, 5, 7, 8), (5, 8, 5, 7, 9),

(5, 7, 5, 7, 10), (5, 7, 5, 8, 8), (5, 5, 7, 6, 12), (5, 5, 8, 6, 10),

(5, 6, 5, 7, 12), (5, 6, 5, 8, 10), (5, 27, 5, 6, 7), (5, 15, 5, 6, 8),

(5, 11, 5, 6, 9), (5, 7, 5, 6, 13), (5, 8, 5, 6, 11), (5, 9, 5, 6, 10), (5, 6, 6, 5,∞),

(5, 5, 7, 5, 41), (5, 5, 8, 5, 23), (5, 5, 9, 5, 17), (5, 5, 10, 5, 14), (5, 5, 11, 5, 13).



58 Д. В. Никифоров

Рис. 1. Конструкция h(S5)

Теорема 3. В любой плоской нормальной карте с минимальной степенью

5 существует 5-вершина одного из следующих типов:

(6, 6, 7, 7, 7), (6, 6, 6, 7, 9), (6, 6, 6, 6, 11), (5, 8, 6, 7, 7), (5, 7, 6, 8, 7),

(5, 6, 6, 7, 11), (5, 6, 6, 8, 8), (5, 7, 6, 6, 12), (5, 8, 6, 6, 10), (5, 6, 6, 6, 17),

(5, 5, 7, 7, 8), (5, 13, 5, 7, 7), (5, 10, 5, 7, 8), (5, 8, 5, 7, 9),

(5, 7, 5, 7, 10), (5, 7, 5, 8, 8), (5, 5, 7, 6, 12), (5, 5, 8, 6, 10),

(5, 6, 5, 7, 12), (5, 6, 5, 8, 10), (5, 27, 5, 6, 7), (5, 15, 5, 6, 8),

(5, 11, 5, 6, 9), (5, 7, 5, 6, 13), (5, 8, 5, 6, 11), (5, 9, 5, 6, 10), (5, 6, 6, 5,∞),

(5, 5, 7, 5, 31), (5, 5, 8, 5, 22), (5, 5, 9, 5, 17), (5, 5, 10, 5, 14), (5, 5, 11, 5, 13).

В [13–15] теоремы 2 и 3 доказываются для триангуляций.

Теорема 4 [16]. Каждая нормальная плоская карта с минимальной степе-

нью 5, не содержащая (
−−−−→
5, 6, 6, 5)-вершин, содержит младшую 5-звезду высоты

не более 23.

Схема доказательства теоремы 2

(1) Достаточно доказать теорему 2 для триангуляций, поскольку добавле-
ние диагоналей в нетреугольную грань нормальной плоской карты с минималь-
ной δ = 5 не создает ни новых 5-вершин, ни одного из указанных в теореме 2
типов.

(2) Пусть G — контрпример к теореме 2, т. е. G — плоская триангуляция
с минимальной степенью 5, в которых нет ни одного из типов, указанных в
теоремах 2–4.

(3) Формулу Эйлера |V (G)| − |E(G)| + |F (G)| = 2 перепишем в виде

(2|E(G)| − 6|V (G)|) + (4|E(G)| − 6|F (G)|) = −12,
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где F (G) — множество граней графа G. Отсюда
∑

v∈V (G)

(d(v) − 6) +
∑

f∈F (G)

(2r(f) − 6) < 0, (1)

где d(v) — степень вершины v, а r(f) — ранг грани f .

(4) Начальный заряд µ(v) каждой вершины v ∈ V (G) положим равным
d(v) − 6, а заряд каждой грани f графа G равен 2r(f) − 6. Поскольку заряд
каждой грани равен 0, из (1) имеем

∑

v∈V

(d(v) − 6) < 0. (2)

Заметим, что заряд 5-вершины равен −1, заряд 6-вершины равен 0, а заряды
всех остальных вершин положительны. Мы перераспределим заряды вершин
так, чтобы новый заряд µ∗(v) каждой вершины v стал неотрицательным. По-
скольку сумма зарядов вершин при перераспределении сохраняется, получим
противоречие с (2), что и завершит доказательство теоремы.

(5) Используются следующие правила перераспределения зарядов (рис. 2).
R1. Каждая вершина v степени ≥ 7 отдает в грань ε(v) = d(v)−6

d(v) .

R2. Пусть грань M = xyz, где d(x) = 5, тогда x получает от M :
(a) ε(y) + ε(z), если d(y) ≥ 6, d(z) ≥ 6,
(b) ε(y)

2 , если d(y) ≥ 6, d(z) = 5.

Рис. 2. Правила перераспределения зарядов

(6) Перебор типов теоремы 2.

Имеем пять случаев для рассмотрения: в окрестности v (1) нет 5-вершин;
(2) одна 5-вершина; (3) две 5-вершины; (4) три 5-вершины и (5) четыре 5-
вершины.

Таким образом теорема 2 доказана.

Схема доказательства теоремы 3

(1) Достаточно доказать теорему 3 для триангуляций, поскольку добавле-
ние диагоналей в нетреугольную грань нормальной плоской карты с минималь-
ной δ = 5 не создает новых 5-вершин ни одного из указанных в теореме 3 типов.

(2)–(5). Не отличаются от теоремы 2.
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(6) Идея улучшения теоремы Лебега заключается в том, что каждый тип
в теореме Лебега — это 5-вершины с разными степенями, которые смежны с
центральной вершиной степени 5. Каждый тип, не попавший в теорему Лебега,
покрывается одним из типов данных в теореме Лебега. Поэтому суть улучше-
ния состоит в том, чтобы убрать ненужные покрытия. Чтобы это сделать, мы
используем заряды из других вершин степени 5. Почему из других вершин сте-
пени 5? Потому что у вершин степени 5 есть своя собственная окрестность. Из
этой окрестности они получают для себя заряд или даже излишний заряд. И
этот излишний заряд мы используем для улучшения других типов в теореме
Лебега.

Проверка того, что µ∗(v) ≥ 0 для всех v ∈ V (G)

Далее рассмотрим идею улучшения одного типа (5, 5, 7, 5, 33) теоремы 3.
Рассмотрим его центральную вершину степени 5, заряд которой плохой.

Выясним, сколько не хватает в типе заряда. Для этого применим правила R1
и R2. Вершины d(v1) = d(v2) = d(v4) = 5, d(v3) = 7 и d(v5) = 33 отдают заряд
µ∗(v) = −1+ 33

231 < 0. т. е. типу не хватает ε = 9
231 , чтобы заряд плохой вершины

v стал равен нулю.
После этого рассмотрим соседние вершины степени 5 (рис. 3), где можем

получить лишние заряды.

Рис. 3. Перераспределения соседних зарядов

Вершина v3 не рассматривается, так как из нее получаем слишком много
неизвестных соседних вершин. А вершины v1 и v2 смежны и число неизвестных
соседних вершин заметно меньше.

В ходе улучшения появляется несколько случаев.
(i) Вершина v1 не имеет достаточного заряда даже для себя, а вершина v2

имеет достаточно, чтобы отдать лишний заряд обеим смежным 5-вершинам.
(ii) Вершина v2 не имеет достаточного заряда даже для себя, а вершина v1

имеет достаточно, чтобы отдать лишний заряд обеим смежным 5-вершинам.
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(iii) Вершины v2 и v1 не имеют достаточного заряда, чтобы отдать лишний
заряд смежной вершине v.

В этом и заключается идея улучшения.
Таким образом после перебора теорема 3 доказана.

Схема доказательства теоремы 4

(1) Достаточно доказать теорему 4 для триангуляций, поскольку добавле-
ние диагоналей в нетреугольную грань нормальной плоской карты с δ = 5 не
создает ни новых младших звезд, ни (

−−−−→
5, 6, 6, 5)-вершин и не может понизить

высоту имеющихся младших 5-звезд.

(2) Допустим, что триангуляция T5 с минимальной степенью 5 и множества-
ми вершин, ребер и граней V , E и F соответственно является контрпримером
к теореме 4. Заметим, что любая 5-вершина в T5 смежна с 24+-вершиной.

(3)–(4) Не отличается от теоремы 2 или 3.

(5) Используем следующие правила перераспределения зарядов (рис. 4 и 5).

R1: Каждая вершина v с 7 ≤ d(v) ≤ 23 отдает 1
4 каждой инцидентной ей

5-вершине v2, если d(v3) ≥ 6.

Рис. 4. Правила перераспределения зарядов R1

Рис. 5. Правила перераспределения зарядов R2

R2. Каждая 24+-вершина v отдает каждой инцидентной ей 5-вершине v2:
(a) 3

4 , если d(v1) = d(v3) = 5,
(b) 1, если d(v1) = 5, а d(v3) ≥ 6,
(c) 3

2 , если d(v1) ≥ 6 и d(v3) ≥ 6.
Заряд вершины x после применения правил R1 и R2 обозначим через µ2(x).

5-Вершина x называется богатой, если µ2(x) > 0, и бедной, если v является
(
−−−−−→
5, 5, n, 5)-вершиной, где 7 ≤ n ≤ 23.

(6) Леммы 5–8 ведут к завершению доказательства.
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Лемма 5. Если d(v) ≥ 24, то µ′(v) ≥ 0.

Лемма 6. Если 7 ≤ d(v) ≤ 23, то µ′(v) ≥ 0.

Лемма 7. Если 5-вершина v не является бедной, то µ2(v) ≥ 0.

Лемма 8. Если 5-вершина v является бедной или богатой, то µ′(v) ≥ 0.

Доказательство леммы 8 имеет схожую идею доказательства улучшения
теоремы Лебега. Возможны несколько случаев.

Рис. 6. Окрестность вершины v Рис. 7. Если v4 является бедной

(i) Вершина v4 не имеет достаточного заряда даже для себя, а вершина
v3 имеет достаточно, чтобы отдать лишний заряд обеим смежным 5-вершинам
(рис. 7).

(ii) Вершина v3 не имеет достаточного заряда даже для себя, а вершина
v4 имеет достаточно, чтобы отдать лишний заряд обеим смежным 5-вершинам
(рис. 8).

(iii) Вершина v4 и v3 имеют достаточного заряда, чтобы отдать лишний
заряд смежной вершине v (рис. 9).

Рис. 8. Если v3 является бедной

Таким образом, поскольку 6-вершины не участвуют в перераспределении
зарядов, а 7+-вершины не участвуют в дораспределении зарядов, из лемм 5–8
следует, что µ′(v) ≥ 0 для всех v ∈ V . Теорема 4 доказана.
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Рис. 9. Если ни одна из вершин v3 и v4 не является бедной
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2. Wernicke P. Über den kartographischen Vierfarbensatz // Math. Ann.. 1904. V. 58. P. 413–426.
3. Franklin Ph. The four colour problem // Amer. J. Math.. 1922. V. 44. P. 225–236.
4. Lebesgue H. Quelques conséquences simples de la formule d’Euler // J. Math. Pures Appl..

1940. V. 19. P. 27–43.
5. Jendrol’ S., Madaras T. On light subgraphs in plane graphs of minimal degree five // Discuss.

Math. Graph Theory. 1996. V. 16. P. 207–217.
6. Van den Heuvel J., McGuinness S. Coloring the square of a planar graph // J. Graph Theory.

2003. V. 42. P. 110–124.
7. Balogh J., Kochol M., Pluhár A., Yu X. Covering planar graphs with forests // J. Comb.

Theory, Ser. B. 2005. V. 94. P. 147–158.
8. Harant J., Jendrol’ S. On the existence of specific stars in planar graphs // Graphs Comb..

2007. V. 23. P. 529–543.
9. Borodin O. V., Ivanova A. O. Describing (d − 2)-stars at d-vertices, d ≤ 5, in normal plane

maps // Discrete Math.. 2013. V. 313, N 17. P. 1700–1709.
10. Borodin O. V., Ivanova A. O. Describing 4-stars at 5-vertices in normal plane maps with

minimum degree 5 // Discrete Math.. 2013. V. 313, N 17. P. 1710–1714.
11. Borodin O. V., Ivanova A. O., Jensen T. R. 5-stars of low weight in normal plane maps with

minimum degree 5 // Discuss. Math. Graph Theory. 2014. V. 34, N 3. P. 539–546.
12. Borodin O. V., Woodall D. R. Short cycles of low weight in normal plane maps with minimum

degree 5 // Discuss. Math. Graph Theory. 1998. V. 18, N 2. P. 159–164.
13. Иванова А. О., Никифоров Д. В. Describing of окрестностей 5-вершин в плоских триан-

гуляциях с минимальной степенью 5 // Мат. заметки ЯГУ. 2013. Т. 20, № 2. С. 66–78.
14. Иванова А. О., Никифоров Д. В. Строение окрестностей 5-вершин в плоских триангу-

ляциях с минимальной степенью 5 // Теоретические и практические вопросы развития
научной мысли в современном мире. Сб. статей II Междунар. науч.-практ. конф. (29–30
апреля 2013 г.). Ч. 1. Уфа: РИЦ БашГУ, 2013. С. 13–16.

15. Иванова А. О., Никифоров Д. В. Комбинаторное строение триангулированных 3-много-
гранников с минимальной степенью 5 // Сб. статей науч. конф. студентов, аспирантов
и молодых ученых Республики Саха (Якутия). XVII и XVIII Лаврентьевские чтения г.
Якутск. Киров: МНЦНИП, 2015. С. 22–27.

16. Иванова А. О., Никифоров Д. В. Высота 5-звезды в плоских нормальных картах с ми-
нимальной степенью 5 // Мат. заметки СВФУ. 2014. Т. 21, № 4. С. 39–43.

17. Иванова А. О., Никифоров Д. В. Комбинаторное строение триангулированных 3-мно-
гогранников с минимальной степенью 5 // VII Междунар. конф. по математическому



64 Д. В. Никифоров

моделированию (Якутск, 30 июня–4 июля 2014 г.). Якутск, 2014. P. 102–103.

Статья поступила 28 сентября 2015 г.

Никифоров Дмитрий Владиславович
Северо-Восточный федеральный университет, Якутск
Научно-исследовательский институт математики
Институт математики и информатики
zerorebelion@mail.ru



Математические заметки СВФУ
Январь—март, 2016. Том 23, № 1

UDC 514.123

THE STRUCTURE OF NEIGHBORHOODS

OF 5–VERTICES IN NORMAL PLANE

MAPS WITH MINIMUM DEGREE 5

D. V. Nikiforov

Abstract: In 1940, Lebesgue described the neighborhoods of vertices of degree 5 in
normal plane maps with minimum degree 5 (M5), presenting only an idea of the proof
but not the details. The paper presents a detailed scheme of a complete proof of
Lebesgue’s description with improving two of its parameters without worsening the
others. Moreover, it is present a scheme of the proof of the height of a 5-star (the
maximum degree of its vertices) in an M5, which improves the result of O.V.Borodin,
A.O.Ivanova, T.R.Yensen (2013).
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О ПЕРВОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧЕ

ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ С МЕНЯЮЩИМСЯ

НАПРАВЛЕНИЕМ ВРЕМЕНИ

И. М. Петрушко, М. И. Петрушко

Аннотация. Изучаются свойства решений параболического уравнения с меняю-
щимся направлением времени. Устанавливается эквивалентность условий Рисса и
Литлвуда — Пэли для указанных решений. Доказывается однозначная разреши-
мость первой смешанной задачи с граничными и начальными функциями из про-
странства типа L2. Устанавливается также существование пределов в L2 с весом
решений на тех участках границы, которые свободны от начальных условий.
Ключевые слова: вырождающиеся уравнения, изменение направления времени,
функциональные пространства, интегральные тождества, первая смешанная зада-
ча, разрешимость.

Пусть Q — ограниченная область n-мерного пространства R
n, n ≥ 2 (x =

(x1, x2, . . . , xn) — точка из R
n), расположенная в полупространстве xn > 0,

граница которой ∂Q — (n − 1)-мерная поверхность без края класса C2. Часть
границы �0 области Q расположена в гиперплоскости xn = 0. Остальную часть
границы обозначим через �1: �1 = ∂Q ∩ {xn = 0}, � 0 ∪ �1 = ∂Q. Обозначим
через Qδ следующее подмножество множества Q:

Qδ = Q ∩ {min
y∈∂Q

|x− y| > δ}.

Как известно (см., например, [1]), существует такое малое число δ0 > 0, что
для всех δ ∈ (0, δ0] подмножество Qδ является областью с границей ∂Qδ класса
C2. При этом при произвольном δ ∈ (0, δ0] для любой точки x ∈ ∂Q существует
единственная точка xδ поверхности ∂Qδ, отстоящая от точки x0 на расстояние,
равное δ, |xδ − x0| = δ,

xδ = xδ(x0) = x0 − δν(x0),

где ν(x0) — вектор внешней по отношению к области Q единичной нормали ∂Q
в точке x0. Обратное отображение задается формулой

x0(xδ) = xδ + δνδ(x0),

c© 2016 Петрушко И. М., Петрушко М. И.
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где νδ(xδ) — вектор внешней по отношению к области Qδ единичной нормали
∂Qδ в точке xδ. Обозначим через r(x) расстояние от точки x ∈ Q до границы
∂Q области Q:

r(x) = min
y∈∂Q

|x− y|.

Рассмотрим в цилиндрической области QT уравнение

Lu = k(x)ut −
n−1∑

i,j=1

(ai,juxi)xj − xmn uxnxn +
n∑

i,j=1

aiuxi + au = f(x, t), (1)

где ai,j ∈ C1(QT ), i, j = 1, 2, . . . , n, ai ∈ C1(QT ), i = 1, 2, . . . , n, a ∈ C(QT ), m —
постоянная, 0 < m < 1, и для всех (x, t) ∈ QT существует такая постоянная γ0,
что для всех ξ ∈ R

n−1

γ0|ξ|
2 ≤

n−1∑

i,j=1

ai,jξiξj ≤ γ−1
0 |ξ|2. (2)

Будем также предполагать, что функция k(x) меняет знак в области Q. По-
ложим Q+ = {x ∈ Q, k(x) > 0}, Q− = {x ∈ Q, k(x) < 0}. Для простоты
изложения будем предполагать, что x1k(x) > 0, если x1 6= 0, и k(x) = 1, x ∈ Q+,
k(x) = −1, x ∈ Q−. Правую часть f(x, t) уравнения (1) будем предполагать
принадлежащей пространству L2(QT ).

Введем следующие пространства [2]: V2(QT ) — банахово пространство, со-
стоящее из всех элементов W 1,0

2 (QT ), имеющих конечную норму

‖u‖V2(QT ) = vraimax
0≤t≤T

(‖u(x, t)‖L2(Q) + ‖∇u(x, t)‖L2(QT )),

V 1,0
2 (QT ) — банахово пространство, состоящее из всех элементов V 1

2 (QT ), непре-
рывных по t по норме L2(Q), с нормой

‖u‖V 1,0
2 (QT ) = max

0≤t≤T
(‖u(x, t)‖L2(Q) + ‖∇u‖L2(QT )).

Непрерывность по t функции u(x, t) в норме L2(Q) означает, что

‖u(x, t+�t) − u(x, t)‖L2(Q) → 0 при �t→ 0.

Пусть V 1,0
2,loc(Q

T ) — множество функций, принадлежащих V 1,0
2

(
Q′T−ε

ε

)
для лю-

бой Q′, строго внутренней по отношению к Q, и для любого ε ∈
(
0, T2

)
.

Будем говорить, что функция u(x, t) является обобщенным решением из

V 1,0
2,loc(Q

T ) уравнения (1), если она принадлежит V 1,0
2,loc(Q

T ), является решением
уравнения (1), и для всех финитных в QT функций ν(x, t) из H1(QT ) имеет
место равенство

T∫

0

∫

Q

(
− k(x)uνt +

n∑

i,j=1

aijuxiνxj + uxn(xmn ν)xn +
n∑

i=1

aiuxiν + auν

)
dxdt

=

T∫

0

∫

Q

fν dxdt.
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Пусть ρ(x) — функция, обладающая следующими свойствами:

ρ(x) = r(x), x ∈ Q/Qδ0, ρ(x) ∈ C2(Q),

и существует такая постоянная γ1 > 0, что для всех x ∈ Q

γ1r(x) ≤ ρ(x) ≤ γ−1
1 r(x).

Лемма 1. Пусть u(x, t) — обобщенное решение изW 2,1
2,loc(Q

T ) уравнения (1),
правая часть f(x, t) которого принадлежит L2(QT ). Тогда для любых δ ∈ (0, δ0)
и β ∈

(
0, T2

)
справедливо равенство

1
2

∫

Q+
δ

u2(x, T − β)
ρ− δ

xmn
dx −

1
2

∫

Q−

δ

u2(x, T − β)
ρ− δ

xmn
dx+

1
2

∫

Q−

δ

u2(x, β)
ρ − δ

xmn
dx

−
1
2

∫

Q+
δ

u2(x, β)
ρ− δ

xmn
dx+

T−β∫

β

∫

Qδ

(
n−1∑

i,j=1

aijuxiuxj
ρ− δ

xmn
+ u2

xn(ρ− δ)

)
dxdt

−
1
2

T−β∫

β

∫

∂Qδ

(
n−1∑

i,j=1

aij
ρxiρxj
xmn

+ ρ2
xn

)
u2 dsdt−

T−β∫

β

∫

Qδ

n−1∑

i,j=1

(
aij

ρxi
xmn

)

xj

u2 dxdt

−
1
2

T−β∫

β

∫

Qδ

n∑

i=1

(
ai
ρ− δ

xmn

)

xi

u2 dxdt+

T−β∫

β

∫

Qδ

au2 ρ− δ

xmn
dxdt

=

T−β∫

β

∫

Qδ

fu
ρ− δ

xmn
dxdt. (3)

Доказательство леммы 1 проводится так же, как и в параболическом
случае [9], если в качестве функции w(x, t) в равенстве (2′) взять функцию

w(x, t) =

{
u(x, t)ρ−δ

xmn
∈ Qδ, t ∈ (0, t),

0, (x, t) ∈ QT \QT
δ .

Обозначим

J(u) =

T−β∫

β

∫

Qδ

(
n−1∑

i,j=1

aijuxiuxj
ρ− δ

xmn
+ u2

xn(ρ− δ)

)
dxdt

+
1
2

∫

Q+
δ

u2(x, T − β)
ρ− δ

xmn
dx

1
2

∫

Q−

δ

u2(x, β)
ρ − δ

xmn
dx,

M(u) =
1
2

T−β∫

β

∫

∂Qδ

(
n−1∑

i,j=1

aij
ρxiρxj
xmn

+ ρ2
xn

)
u2 ds dt

+
1
2

∫

Q−

δ

u2(x, T − β)
ρ− δ

xmn
dx

1
2

∫

Q+
δ

u2(x, β)
ρ − δ

xmn
dx
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с произвольными δ ∈ (0, δ0] и β ∈
(
0, T2

)
. Из равенства (3) вытекает справедли-

вость следующих неравенств:

Mδ(u) ≡M(u) ≤ C1




T−β∫

β

∫

Qδ

|u||f |
ρ− δ

xmn
dxdt+ J(u) +

T−β∫

β

∫

Qδ

u2 ρ− δ

xmn
dxdt


,

Jδ(u) ≡ J(u) ≤ C2




T−β∫

β

∫

Qδ

|u||f |
ρ− δ

xmn
dxdt+M(u) +

T−β∫

β

∫

Qδ

u2 ρ− δ

xmn
dxdt


,

и тем самым справедливость леммы 2.

Лемма 2. Пусть u(x, t) — обобщенное решение из V 1,0
2,loc(Q

T ) уравнения (1).

Тогда для всех δ ∈ (0, δ0] и β ∈
(
0, T2

)
справедливы оценки

max
µ∈(0,δ0)

Mµ(u) ≤ C3



‖f‖2

L2(QT ) + J(u) +

T−β∫

β

∫

Qδ

u2

xm
dxdt



, (4)

max
µ∈(0,δ0)

Jµ(u) ≤ C4



‖f‖2

L2(QT ) +M(u) +

T−β∫

β

∫

Qδ

u2

xm
dxdt



. (5)

Лемма 3. Пусть u(x, t) — обобщенное решение из V 1,0
2,loc(Q

T ) уравнения (1),
и пусть sup

δ∈(0,δ0),
β∈(0,T/2)

J(u) < ∞. Тогда u(x, t) принадлежит L2(QT ) и для любого

ε > 0 существует такое δ2 > 0, зависящее от ε и коэффициентов уравнения, что

T−β∫

β

∫

Q\Qδ2

u2

xm
dxdt ≤ ε



‖f‖2
L2(QT ) + J(u) +

T−β∫

β

∫

Qδ2

u2 dxdt



. (6)

Доказательство. Для любых δ4 и δ5, 0 < δ4 < δ5 < δ0,
T−β∫

β

∫

Qδ4\Qδ5

u2

xm
dxdt ≤

δ5∫

δ4

dρ

ρm

T−β∫

β

∫

∂Qδ

u2 ds dt

≤ C5

(
δm5 − δm4

)


‖f‖2
L2(QT ) + Jδ4(u) +

T−β∫

β

∫

Qδ4

u2

ρm
dxdt



.

Следовательно,
T−β∫

β

∫

Qδ4\Qδ5

u2

xm
dxdt ≤

δ5∫

δ4

dρ

ρm

T−β∫

β

∫

∂Qδ

u2 ds dt

≤ C5δ
m
5


‖f‖2

L2(QT ) + Jδ4(u) +

T−β∫

β

∫

Qδ4\Qδ5

u2

xm
dxdt+

T−β∫

β

∫

Qδ5

u2

xm
dxdt


.
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Из последнего неравенства получаем

T−β∫

β

∫

Qδ4\Qδ5

u2

xm
dxdt

≤ C6δ
m
5



‖f‖2
L2(QT ) + Jδ4(u)

T−β∫

β

∫

Qδ4\Qδ5

u2

xm
dxdt+

T−β∫

β

∫

Qδ

u2 dxdt



. (7)

Выберем δ3 = 1

(2C6)
1
m

, уменьшая его, если нужно, так, чтобы δ3 < δ0, положим

в последнем неравенстве δ5 = δ3. Тогда для любых δ4 ∈ (0, δ3) имеем

T−β∫

β

∫

Qδ4\Qδ3

u2

xm
dxdt ≤


‖f‖2

L2(QT ) + Jδ4(u) +

T−β∫

β

∫

Qδ3

u2 dxdt


. (8)

Из (8) следует, что
T∫

0

∫

Q

u2 dxdt <∞.

Выберем теперь

δ2 = min

{(
ε

(1 + ε)C6

) 1
m

,

(
1

2C6

) 1
m
}

(уменьшая, если нужно, так, чтобы δ2 < δ0) и положим δ5 = δ2 в неравенстве (7).
Переходя к пределу при δ4 → 0, с учетом неравенства (8) получим (6).

Будем говорить, что функция u(x, t) из V 1,0
2,loc(Q

T ) принадлежит классу

Харди H2, если

sup
δ∈(0,δ0),
β∈(0,T/2)

M(u) <∞. (9)

Теорема 1. Для того чтобы обобщенное решение из V 1,0
2,loc(Q

T ) уравне-

ния (1) с f(x, t) ∈ L2(QT ) принадлежало классу Харди H2, необходимо и доста-

точно, чтобы выполнялось неравенство

sup
δ∈(0,δ0),
β∈(0,T/2)

J(u) <∞. (10)

Доказательство. Необходимость. Пусть u(x, t) принадлежит классу
Харди H2. Тогда из (9) следует, что

T∫

0

∫

Q\Qδ0

u2(x, t) dxdt <∞,

T−β0∫

β0

∫

Qδ0

u2(x, t) dxdt <∞,
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β0∫

0

∫

Q+
δ0

u2(x, t)ρ(x) dxdt <∞,

T∫

T−β0

∫

Q−

δ0

u2(x, t)ρ(x) dxdt <∞.

Следовательно,
T−β0∫

β0

∫

Q

u2(x, t) dxdt <∞. (11)

Из (11) вытекает существование такого числа β1, β0 < β1 < T/2, что
∫

Q

u2(x, β1) dx <∞.

Покажем, например, что

β0∫

0

∫

Q−

δ0

u2(x, t) dxdt <∞. (12)

Рассмотрим функцию ν(x, t) = u(x, t)e−λt. Легко видеть, что функция ν(x, t)
удовлетворяет уравнению

k(x)ut −
n−1∑

i,j=1

(ai,juxi)xj − xmn uxnxn +
n∑

i,j=1

aiuxi + (a+ kλ)u = f(x, t),

следовательно, для нее справедливо равенство

1
2

∫

Q−

δ0

ν2(x, β)
ρ − δ0
xm

dx+

β1∫

β

∫

Qδ0

n−1∑

i,j=1

aijνxiνxj
ρ− δ0
xm

dxdt

+

β1∫

β

∫

Q−

δ0

[
−

n∑

i,j=1

(
aij

ρxi
xmn

)

xj

+ (a− λ)
ρ− δ0
xm

]
ν2 dxdt

=
1
2

∫

Q−

δ0

ν2(x, β1)
ρ− δ0
xm

dx+
1
2

∫

Q+
δ0

ν2(x, β1)
ρ− δ0
xm

dx

−
1
2

∫

Q+
δ0

ν2(x, β)
ρ − δ0
xm

dx+

β1∫

β

∫

Q+
δ0

[
n−1∑

i,j=1

(
aij

ρxi
xmn

)

xj

− (a+ λ)
ρ− δ0
xm

]
ν2 dxdt

+

β1∫

β

∫

Q−

δ0

fν
ρ− δ0
xm

dxdt +

β1∫

β

∫

Q+
δ0

fν
ρ− δ0
xm

dxdt. (13)
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Так как
∣∣∣∣∣∣

β1∫

β

∫

Q−

δ0

fν
ρ− δ0
xm

dxdt

∣∣∣∣∣∣
≤ ε

β1∫

β

∫

Q−

δ0

ν2 ρ− δ0
xm

dxdt + C(ε)

β1∫

β

∫

Q−

δ0

f2 ρ− δ0
xm

dxdt

и
∣∣∣∣∣∣

β1∫

β

∫

Q+
δ0

fν
ρ− δ0
xm

dxdt

∣∣∣∣∣∣
≤

1
2

β1∫

β

∫

Q+
δ0

ν2 ρ− δ0
xm

dxdt+
1
2

β1∫

β

∫

Q+
δ0

f2 ρ− δ0
xm

dxdt,

выбрав −λ < 0 настолько большим, что

β1∫

β

∫

Q+
δ0

[
n−1∑

i,j=1

(
aij

ρxi
xmn

)

xj

− (a+ λ)
ρ− δ0
xm

]
ν2 dxdt ≥

β1∫

β

∫

Q−

δ0

ν2 dxdt,

из (13) получим неравенство (12).
Аналогично показывается, что

T∫

T−β0

∫

Q+
δ0

u2(x, t) dxdt <∞.

Таким образом, из принадлежности обобщенного из V 1,0
2,loc(QT ) решения u(x, t)

уравнения (1) классу H2 следует, что

T∫

0

∫

Q

u2(x, t) dxdt <∞.

Необходимость вытекает из неравенства (5) леммы 2.
Достаточность следует из леммы 3 и неравенства (4) леммы 2.
Теорема 1 доказана.

Будем говорить, что функция u(x, t) принимает граничное значение

u|(x,t)∈Q×(0,T ) = ϕ (14)

в смысле L2, если ϕ(x, t) ∈ L2(∂Q× (0, T )) и

lim
δ,β→0

T−β∫

β

∫

∂Q

|u(xδ(x), t) − ϕ(x, t)|2 ds dt = 0. (15)

Будем также говорить, что функция u(x, t) ∈ V 1,0
2,loc(Q

T ) принимает на-

чальные значения

u|t=0, x∈Q+ = u1(x),
∫

Q+

u2
1(x)

r(x)
xmn

dx <∞, (16)
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u|t=T, x∈Q− = u2(x),
∫

Q−

u2
2(x)

r(x)
xmn

dx <∞ (17)

в среднем с весом r(x), если

lim
δ,β→0

∫

Q+
δ

(u(x, β) − u1(x, t))2
r(x)
xmn

dx = 0, (18)

lim
δ,β→0

∫

Q−

δ

(u(x, T − β) − u2(x, t))2
r(x)
xmn

dx = 0. (19)

Теорема 2. Существует такая постоянная a0 > 0, что для всех ϕ(x, t) ∈

L2(∂Q × (0, T )), u1(x) ∈ L2(Q+, r(x)
xmn

), u2(x) ∈ L2(Q−, r(x)
xmn

) и для всех f(x, t) ∈

L2(QT ) существует решение из V 1,0
2,loc(Q

T ) задачи (1)–(4) при a(x, t) > a0. Это

решение единственно, и для него справедлива оценка

T∫

0

∫

Q

(
n−1∑

i,j=1

aijuxiuxj
r(x)
xmn

+ u2
xnr(x)

)
dxdt

+ sup
β,δ

( ∫

Q+
δ

u2(x, T − β)
r − δ

xmn
dx+

∫

Q−

δ

u2(x, β)
r − δ

xmn
dx

)

≤ C
(
‖f‖2

L2(QT ) + ‖ϕ‖2
L2(∂Q×(0,T )) + ‖u1‖

2

L2(Q
+
δ
,
r(x)

xmn
)
+ ‖u2‖

2

L2(Q
−

δ
,
r(x)

xmn
)

)
. (20)

Доказательство. Докажем вначале, что существует такое число a0 > 0,
что при a > a0 для обобщенного решения задач из V 1,0

2,loc(Q
T ) и (1), (14), (16), (17)

справедливо неравенство (20). Пусть u(x, t) — обобщенное из V 1,0
2,loc(Q

T ) решение
задачи (1), (14), (16), (17). В силу (15), (18), (19) функция u(x, t) принадлежит
классу H2. Поэтому на основании теоремы 1 справедливы неравенства

T∫

0

∫

Q

(
n−1∑

i,j=1

aijuxiuxj
r(x)
xmn

+ u2
xnr(x)

)
dxdt <∞,

T∫

0

∫

Q

u2(x, t) dxdt <∞.

Рассмотрим неравенство (3). Так как

∣∣∣∣∣∣

T−β∫

β

∫

Qδ

fu
ρ− δ

xm
dxdt

∣∣∣∣∣∣
≤

T−β∫

β

∫

Q

u2(x, t)
ρ− δ

xm
dxdt +

T∫

0

∫

Q

f2(x, t) dxdt,
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из (3) следует, что

1
2

∫

Q+
δ

u2(x, T − β)
ρ− δ

xmn
dx +

1
2

∫

Q−

δ

u2(x, β)
ρ− δ

xmn
dx

+

T−β∫

β

∫

Qδ

(
n−1∑

i,j=1

aijuxiuxj
ρ− δ

xmn
+ u2

xn(ρ− δ)

)
dxdt +

T−β∫

β

∫

Qδ

(a− 1)u2 ρ− δ

xmn
dxdt

≤ C3




T−β∫

β

∫

Qδ

f2(x, t) dxdt +M(u) +

T−β∫

β

∫

Qδ

u2(x, t) dxdt



. (21)

В силу леммы 3

T−β∫

β

∫

Qδ

u2(x, t) dxdt ≤ ε
[
‖f‖2

L2(QT ) + J(u)
]
+ C1(ε)

T−β∫

β

∫

Qδ

u2 ρ− δ

xmn
dxdt. (22)

Поэтому из (21) имеем

1
2

∫

Q+
δ

u2(x, T − β)
ρ− δ

xmn
dx +

1
2

∫

Q−

δ

u2(x, β)
ρ− δ

xmn
dx

+ (1 − εC3)

T−β∫

β

∫

Qδ

(
n−1∑

i,j=1

aijuxiuxj
ρ− δ

xmn
+ u2

xn(ρ− δ)

)
dxdt

+

T−β∫

β

∫

Qδ

(a− 1 − C1(ε))u2 ρ− δ

xmn
dxdt ≤ C3




T−β∫

β

∫

Qδ

f2(x, t) dxdt +M(u)


. (23)

Выберем в неравенстве (23) ε = 1/2C3, a0 = 3/2+C1(ε)C3 и, переходя к пределу
при δ → 0 и β → 0, получим неравенство (20).

Докажем существование решения первой смешанной задачи (1), (14), (16),
(17) c a(x, t) > a0. Возьмем произвольные функции ϕ(x, t) ∈ L2(∂Q × (0, T )),
u1(x) ∈ L2(Q+, ρ

xmn
), u2(x) ∈ L2(Q−, ρ

xmn
) и произвольную f(x, t) ∈ L2(QT ).

Пусть {ϕm} — некоторая последовательность функций из L2(∂Q× (0, T )),
сходящаяся в L2(∂Q× (0, T )) к функции ϕ:

‖ϕm − ϕ‖L2(∂Q×(0,T )) → 0 при m→ ∞,

{u1m} — некоторая последовательность функций из C2(Q+), сходящаяся к функ-
ции u1(x):

‖u1m − u1‖L2(Q+, ρ
xmn

) → 0 при m→ ∞,

{u2m} — некоторая последовательность функций из C2(Q−), сходящаяся к функ-
ции u2(x):

‖u2m − u2‖L2(Q−, ρ
xmn

) → 0 при m→ ∞,
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{fm(x, t)} — некоторая последовательность функций из C2(QT ), сходящаяся к
функции f(x, t):

‖fm − f‖L2(QT ) → 0 при m→ ∞.

Обозначим через um(x, t) «сильное» решение из W 2,1
2 (QT ) задачи (1), (14),

(16), (17). Такое решение существует (см. [3–5]) и, как легко видеть, для него
справедливы неравенства (20). Таким образом, последовательность {um(x, t)}
сходится к некоторой функции u(x, t) в гильбертовом пространстве B с нормой

‖u‖2
B =

T∫

0

∫

Q

(
n−1∑

i,j=1

aijuxiuxj
r(x)
xmn

+ u2
xnr(x)

)
dxdt

+ sup
β,δ

( ∫

Q+
δ

u2(x, T − β)
r − δ

xmn
dx+

∫

Q−

δ

u2(x, β)
r − δ

xmn
dx

)
+

T∫

0

∫

Q

u2(x, t) dxdt,

т. е.
‖um − u‖B → 0 при m→ ∞.

Следовательно, функция u(x, t) является обобщенным решением из V 1,0
2,loc(QT )

уравнения (1), принадлежащим классу Харди H2. Удовлетворение соотноше-
ниям (15), (18), (19) очевидно.

Теорема 2 доказана.

Из теоремы 2 аналогично тому, как это делалось в работе [8], доказывается

Теорема 3. Если функция u(x, t) является обобщенным из V 1,0
2,loc(QT ) ре-

шением задачи (1), (14), (16), (17) с a(x, t) > a0, то существуют такие функции

u3(x) ∈ L2(Q+, r
xmn

), u4(x) ∈ L2(Q−, r
xmn

), что

lim
δ,β→0

∫

Q+
δ

(u(x, T − β) − u3(x, t))2
ρ(x) − δ

xmn
dx = 0,

lim
δ,β→0

∫

Q−

δ

(u(x, β) − u4(x, t))
2 ρ(x) − δ

xmn
dx = 0.
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Abstract: We study the properties of solutions of parabolic equations with changing
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О РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

С НЕЛОКАЛЬНЫМ ГРАНИЧНЫМ

УСЛОВИЕМ ИНТЕГРАЛЬНОГО ВИДА

Н. С. Попов

Аннотация. Исследуется разрешимость начально-краевой задачи для линейных
параболических уравнений четвертого порядка с заданием на боковой границе усло-
вия, связывающего значения решения или же конормальной производной решения
со значениями некоторого интегрального оператора от решения. Доказываются
теоремы существования и единственности регулярных решений.
Ключевые слова: параболическое уравнение четвертого порядка, пространство
Соболева, начально-краевая задача, метод продолжения по параметру, априорные
оценки, регулярное решение.

Введение

Нелокальные краевые задачи для параболических и гиперболических урав-
нений с интегральным условием на боковой границе активно изучаются в по-
следнее время, но при этом в основном рассматривается лишь случай уравнений
второго порядка по пространственным переменным (см. [1–3]) и гиперболиче-
ским уравнениям [4]. Отметим также исследования для псевдопараболических
и псевдогиперболических уравнений с интегральным условием на боковой гра-
нице [5, 6].

Постановка задачи

Пусть � — ограниченная область пространства R
n с гладкой (для простоты

бесконечно дифференцируемой) границей � , Q — цилиндр � × (0, T ) (0 < T <

+∞), S = � × (0, T ) — его боковая граница, a(x, t), c(x, t) и f(x, t) — заданные в
цилиндре Q функции, u0(x) — заданная на множестве � функция, K11(x, y, t),
K12(x, y, t), K21(x, y, t), K22(x, y, t) — функции, заданные при x ∈ �, y ∈ �,
t ∈ [0, T ].

Краевая задача I. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q

решением уравнения

Lu ≡ ut +�2u+ c(x, t)u = f(x, t) (1)

c© 2016 Попов Н. С.
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и такую, что для нее выполняются условия

u(x, 0) = u0(x), x ∈ �, (2)

u(x, t)|(x,t)∈S =
∫

�

K11(x, y, t)u(y, t) dy

∣∣∣∣
(x,t)∈S

, (3)

�u(x, t)|(x,t)∈S =
∫

�

K12(x, y, t)u(y, t) dy

∣∣∣∣
(x,t)∈S

. (4)

Краевая задача II. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q

решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия (2), (3) и

условие
∂u(x, t)
∂ν(x)

∣∣∣∣
(x,t)∈S

=
∫

�

K21(x, y, t)u(y, t) dy

∣∣∣∣
(x,t)∈S

. (5)

Краевая задача III. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q

решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия (2), (5) и

условие
∂�u(x, t)
∂ν(x)

∣∣∣∣
(x,t)∈S

=
∫

�

K22(x, y, t)u(y, t) dy

∣∣∣∣
(x,t)∈S

, (6)

где ν(x) = (ν1, . . . , νn) — вектор внутренней нормали к � в текущей точке.

Разрешимость краевой задачи I

Пусть N1(x, y, t) — функция, определенная на множестве �×� и такая, что
при (x, y, t) ∈ � ≡ (� × � × (0, T )) выполняются равенства

N1(x, y, t)|x∈� = K11(x, y, t), �xN1(x, y, t)|x∈� = K12(x, y, t), (7)

где переменные y, t являются параметрами. Существование функции N1(x, y, t)
очевидно, если добавить к краевым условиям (7) уравнение �2

xN1(x, y, t) = 0.
С помощью функции N1(x, y, t) определим оператор M1 по формуле

(M1u)(x, t) = u(x, t) −
∫

�

N1(x, y, t)u(y, t) dy.

Будем считать выполненным следующее условие: оператор M1 однознач-
но и непрерывно обратим как оператор из L2(�) в L2(�) при всех t ∈ [0, T ] и
существуют положительные постоянные m1, m2 такие, что выполняются нера-
венства

m1

∫

�

u2(x, t) dx ≤

∫

�

[M1u(x, t)]2 dx ≤ m2

∫

�

u2(x, t) dx (8)

при любом t ∈ [0, T ] и любой функции u(x, t) из L∞(0, T ;L2(�)).
Пусть

V =
{
v(x, t) : v ∈ W 4,1

2 (Q) ∩ L∞

(
0, T ;W 2

2 (�)
)
, vt ∈ L2(Q)

}
,
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норму в этом пространстве определим следующим образом:

‖v‖V = ‖v‖W 4,1
2 (Q) + ‖vt‖L2(Q + ‖v‖L∞(0,T ;W 2

2 (�)).

Положим

LM1u(x, t) −M1Lu(x, t) = �(x, t, u), w = M1u.

Имеем

�(x, t, u) = −

∫

�

N1t(x, y, t)u(y, t) dy

−

∫

�

�2
xN1(x, y, t)u(y, t) dy +

∫

�

N1(x, y, t)�2
yu(y, t) dy. (9)

Введем обозначение

P1 = max
t∈[0,T ]

∫

�

∫

�

N2
1 (x, y, τ) dxdy. (10)

Теорема 1. Пусть выполняются условия (8), а также условия

c(x, t) ∈ C1(Q), c(x, t) ≥ c0 > 0 при (x, t) ∈ Q,

K11(x, y, t),K12(x, y, t) ∈ C3(�× �× [0, T ]),

∃δ0 ∈ (0; 1/2) : 1 −
P1

δ20m1
> 0,

(11)

f(x, t) ∈ L2(Q). (12)

Тогда краевая задача I имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V ,

и это решение единственно.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную краевую задачу: найти

функцию w(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения

Lw = g(x, t) + �1(x, t, w) (13)

и удовлетворяющую условиям

w(x, t)|S = 0, �w(x, t)|S = 0, w(x, 0) = w0(x), x ∈ �, (14)

где

u(x, 0) −
∫

�

N1(x, y, 0)u(y, 0) dy = u0(x) −
∫

�

N1(x, y, 0)u0(y) dy ≡ w0(x),

�1(x, t, w) = �
(
x, t,M−1

1 w
)
.

Докажем, что при выполнении условий теоремы краевая задача (13), (14)
разрешима в классе

W = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V, w(x, t) = M1v(x, t) ∈ V }
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для любой функции g(x, t) из пространства L2(Q). Воспользуемся методом про-
должения по параметру. Именно, для чисел λ из отрезка [0, 1] определим семей-
ство операторов {Lλ}: Lλw = Lw − λ�1(x, t, w). Рассмотрим краевую задачу:
найти функцию w(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения

Lλw = g(x, t), (15)

при выполнении условий (14). Обозначим через � множество тех чисел λ из
отрезка [0, 1], для которых краевая задача (15), (14) разрешима в классе W для
произвольной функции g(x, t) из пространства L2(Q). Покажем, что множество
� будет совпадать со всем отрезком [0, 1]. Совпадение множества � с отрезком
[0, 1], в свою очередь, означает разрешимость краевой задачи (13), (14) в требу-
емом классе.

Убедимся прежде всего, что множество � непусто. Рассмотрим краевую
задачу: найти функцию w(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения

Lw = g(x, t), при выполнении условий (14).

Как следует из результатов [7], при выполнении условий теоремы эта задача
имеет решение, принадлежащее пространству V .

Пусть w(x, t) есть решение краевой задачи (15), (14) из пространства V .
Если имеет место априорная оценка в том же пространстве V , то задача будет
разрешима при λ ∈ [0, 1] (см. [8]).

Для получения априорной оценки умножим уравнение (15), записанное в
переменных x и τ , на функцию wτ+�2w и результат проинтегрируем по области
� и по переменной τ в пределах от 0 до t. Таким образом, преобразуем равенство

t∫

0

∫

�

Lw(wτ +�2w) dxdτ =

t∫

0

∫

�

(g + λ�1)(wτ +�2w) dxdτ.

C помощью интегрирования по частям с учетом краевых условий (14) придем
к равенству

t∫

0

∫

�

[(wτ )2 + (�2w)2] dxdτ +

t∫

0

∫

�

c(x, τ)(�w)2 dxdτ +
∫

�

(�w)2(x, t) dx

+
1
2

∫

�

c(x, t)w2(x, t) dx = −

t∫

0

∫

�

�c(x, t)w(x, t)�w(x, t) dx

− 2
n∑

i=1

t∫

0

∫

�

cxiwxi�wdxdτ +
∫

�

�w2
0 dx

+
1
2

∫

�

c(x, 0)w2
0 dx+

t∫

0

∫

�

(g + λ�1)(wτ +�2w) dxdτ. (16)
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Для получения априорной оценки из равенства (16) рассмотрим оценку инте-
грала

t∫

0

∫

�

�1 · (wτ +�2w) dxdτ = I1 + I2 + I3, (17)

где �1 задается равенством (9).
Рассмотрим оценку интеграла I2 от �(x, t, u) вида

|I2| =

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

�

(∫

�

�2
xN1(x, y, τ)u(y, τ) dy

)
(wτ +�2w) dxdτ

∣∣∣∣∣∣

≤

t∫

0

∫

�

(∫

�

(�2
xN1)2(x, y, τ) dy

) 1
2
(∫

�

u2(y, τ) dy

) 1
2

|wτ +�2w| dxdτ

≤
δ20
2

t∫

0

∫

�

(wτ +�2w)2 dxdτ

+
1

2δ20

t∫

0

∫

�

(∫

�

(�2
xN1)2(x, y, τ) dy

)(∫

�

u2(y, τ) dy

)
dxdτ

≤
δ20
2

t∫

0

∫

�

(wτ +�2w)2 dxdτ +
P0

2δ20

t∫

0

∫

�

u2(y, τ) dydτ, (18)

где

P0 = max
t∈[0,T ]

∫

�

∫

�

(�2
xN1)

2(x, y, τ) dxdy.

Продолжая (18), с учетом неравенства (8) получим
∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

�

(∫

�

�2
xN1(x, y, τ)u(y, τ) dy

)
(wτ +�2w) dxdτ

∣∣∣∣∣∣

≤ δ20

t∫

0

∫

�

[(wτ )2 + (�2w)2] dxdτ +
P0

2m1δ20

t∫

0

∫

�

w2(y, τ) dydτ. (19)

Рассмотрим оценку интеграла I3 в (17)

|I3| =

∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

�

(∫

�

N1(x, y, τ)�
2
yu(y, τ) dy

)
(wτ +�2w) dxdτ

∣∣∣∣∣∣

≤ δ20

t∫

0

∫

�

[(wτ )2 + (�2w)2] dxdτ +
P1

2m1δ20

t∫

0

∫

�

(
�2

yw
)2

(y, τ) dydτ. (20)
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Зафиксируем δ0 ∈
(
0, 1

2

)
и потребуем выполнения неравенства (11)

p2 ≡ 1 −
P1

δ20m1
> 0, (21)

которое, очевидно, выполняется при малых |N1(x, y, t)|. Применяя неравенство
Юнга и используя лемму Гронуолла в равенстве (16), получим априорную оцен-
ку

t∫

0

∫

�

[(wτ )2 + (�2w)2] dx dτ +
∫

�

[(�w)2(x, t) dx + w2(x, t)] dx

≤ K0

T∫

0

∫

�

g2(x, t) dxdt (22)

с положительной постояннойK0, определяемой лишь функцией c(x, t), числами
T , c0, а также областью �.

Очевидно, аналогичная оценка имеет место и для функции u(x, t), а именно

‖u‖V ≤ K0‖w‖V ≤ K1‖g‖L2(Q) (23)

с положительными постоянными K0, K1, определяемой теми же величинами,
которыми определяются постоянные K0.

Из оценок (22), (23) следует открытость и замкнутость множества � (см.
[4, 8]). Следовательно, краевая задача (13), (14) разрешима в классе W .

Положим g = M1f . Повторяя рассуждения из [7], получим, что функция
u = M−1w будет решением краевой задачи I из требуемого пространства.

Единственность решений очевидна — она вытекает, например, из неравен-
ства (23). Теорема доказана.

Разрешимость краевых задач II, III

Пусть Ni(x, y, t), i = 2, 3, — функция, определенная на множестве � × � и
такая, что при (x, y, t) ∈ � ≡ (� × � × (0, T )) выполняются равенства

Ni(x, y, t)|x∈� = Ki−1,1(x, y, t),
∂Ni(x, y, t)
∂ν(x)

∣∣∣∣
x∈�

= K2,i−1(x, y, t), (24)

где переменные y, t являются параметрами. Существование функции Ni(x, y, t)
очевидно, если добавить к краевым условиям (24) уравнение �2

xNi(x, y, t) = 0.
Как и выше, с помощью функции Ni(x, y, t) определим оператор Mi по

формуле

(Miu)(x, t) = u(x, t) −
∫

�

Ni(x, y, t)u(y, t) dy.

Условие на операторы Mi: операторы Mi однозначно и непрерывно обра-
тимы как операторы из L2(�) в L2(�) при всех t ∈ [0, T ] и существуют положи-
тельные постоянные m1, m2 такие, что выполняются неравенства

m3

∫

�

u2(x, t) dx ≤

∫

�

[Miu(x, t)]2 dx ≤ m4

∫

�

u2(x, t) dx, i = 2, 3, (25)
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при любом t ∈ [0, T ] и u(x, t) ∈ L∞(0, T ;L2(�)).
Как и выше, ведем обозначения

Pi = max
t∈[0,T ]

∫

�

∫

�

N2
i (x, y, τ) dxdy, i = 2, 3. (26)

Теорема 2. Пусть выполняются условия (25), а также условия

c(x, t) ∈ C1(Q), c(x, t) ≥ c0 > 0 при (x, t) ∈ Q,

Ki−1,1(x, y, t), K2,i−1(x, y, t) ∈ C3(�× �× [0, T ]), i = 2, 3,

1 −
Pi

δ20m3
> 0 при δ0 ∈ (0, 1/2),

f(x, t) ∈ L2(Q).

(27)

Тогда краевая задача II (или III) имеет решение u(x, t), принадлежащее про-

странству V , и это решение единственно.

Замечание 1. В теоремах 1, 2 условия малости на функции Ni(x, y, t)
можно заменить на условия обращения в нуль на границе:

Ni(x, y, t) = Nyi(x, y, t) = 0 (i = 1, . . . , n) при y ∈ � .

Замечание 2. В теоремах 1 и 2 от условия c(x, t) ≥ c0 > 0 можно отка-
заться, тогда при получении априорных оценок возникнут условия малости на
функцию c(x, t) и его производные.
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ОБ ИЕРАРХИИ ТОНКИХ

ВКЛЮЧЕНИЙ В УПРУГИХ ТЕЛАХ

А. М. Хлуднев, Т. С. Попова

Аннотация. Обсуждаются модели тонких включений в упругих телах при нали-
чии отслоений. Наличие отслоения означает существование трещины между вклю-
чением и матрицей. На берегах трещины задаются нелинейные краевые условия
вида неравенств, исключающие взаимное проникание берегов, что приводит к фор-
мулировке проблем в виде задач с неизвестной областью контакта. Исследуется
взаимосвязь между существующими математическими моделями и возможность
предельных переходов по параметрам, характеризующим жесткость тонких вклю-
чений.
Ключевые слова: тонкое включение, упругое тело, трещина, нелинейные краевые
условия, параметр жесткости, предельные модели.

Введение

Последние годы являются периодом интенсивного исследования задач рав-
новесия упругих тел с тонкими включениями и трещинами. Качество матема-
тических моделей при этом существенно зависит от характера моделирования
тонкого включения и вида краевых условий на берегах трещин. Краевые задачи
становятся существенно более сложными в случае нелинейных краевых условий
вида неравенств, обеспечивающих взаимное непроникание берегов [1–11]. Тон-
кие включения могут отслаиваться от матрицы, и таким образом трещины мо-
гут располагаться между включением и матрицей. В этом случае также имеет
смысл рассматривать нелинейные краевые условия на берегах трещин. Суще-
ствуют различные способы моделирования тонких включений, расположенных
в упругих телах. В данной работе при моделировании упругих тонких включе-
ний используются модели типа Кирхгофа — Лява и Тимошенко. Укажем боль-
шое число работ, относящихся к указанному направлению исследований [12–25].
Другие подходы к моделированию тонких включений без отслоения имеются в
[26–30]. Что касается классических подходов с линейными краевыми условиями
для описания задач теории трещин, то читатель может обратиться к моногра-
фиям [26, 27]. Результаты для объемных жестких включений, расположенных
в упругих пластинах, можно найти в [31–35].

Цель данной работы — провести систематизацию математических моде-
лей в задачах равновесия упругих тел с тонкими включениями при наличии

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки Рос-
сии в рамках базовой части государственного задания (проект №3047).

c© 2016 Хлуднев А. М., Попова Т. С.
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отслоений. Рассматриваемые модели характеризуются набором параметров, в
зависимости от которых можно получить различные модели тонких включе-
ний. Полученные в работе результаты в определенном смысле устанавливают
иерархию математических моделей тонких включений в упругих телах.

1. Тонкое включение Бернулли — Эйлера

Изотропное включение Бернулли — Эйлера. Пусть � ⊂ R
2 — ограни-

ченная область с гладкой границей � , γ = (0, 1)×{0}, γ̄ ⊂ �, �γ = �\ γ̄ (рис. 1).
Обозначим через ν = (ν1, ν2) единичный вектор нормали к γ, τ = (ν2,−ν1);
A = {aijkl}, i, j, k, l = 1, 2, — заданный положительно определенный тензор
коэффициентов упругости

aijkl = ajikl = aklij , aijkl ∈ L∞(�), i, j, k, l = 1, 2,

aijklξijξkl ≥ c0|ξ|
2, ξij , c0 = const > 0.

Все величины с двумя нижними индексами предполагаются симметричными
по этим индексам. По повторяющимся индексам проводится суммирование.
В рассматриваемой модели область �γ соответствует упругому телу, а γ — тон-
кой упругой балке с заданными свойствами. В частности, считаем, что пове-
дение балки γ описывается моделью Бернулли — Эйлера. Предположим, что
отслоение тонкого включения имеет место на положительном берегу γ+, и та-
ким образом, между упругим телом и включением имеется трещина. Пере-
мещения включения совпадают с перемещениями упругого тела на γ−. Пусть
f = (f1, f2) ∈ L2(�)2 — заданный вектор внешних сил, действующих на упругое
тело.

1

2

γ

Ω
γ

1

ν

Γ 

x

x

Рис. 1. Тонкое прямолинейное включение в упругом теле

Формулировка задачи равновесия упругого тела�γ с тонким упругим вклю-
чением γ состоит в следующем. Требуется найти поле перемещений u = (u1, u2)
и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные на �γ , и перемещения
точек тонкого включения v, w, определенные в γ, такие, что

− divσ = f в �γ , (1.1)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (1.2)

δv,1111 = [σν ], −δw,11 = [στ ] на γ, (1.3)

u = 0 на � , v = u−ν , w = u−τ на γ, (1.4)
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v,11 = v,111 = w,1 = 0 при x1 = 0, 1, (1.5)

[uν ] ≥ 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ. (1.6)

Здесь [h] = h+−h− — скачок функции h на γ, где h± соответствуют следам h на
γ±. Знаки ± определяются по отношению к нормали ν, w,1 = dw

dx1
, (x1, x2) ∈ �,

ε(u) = {εij(u)} — тензор деформаций, εij(u) = 1
2 (ui,j + uj,i), i, j = 1, 2, σν =

(σ1jνj , σ2jνj), σν = σijνjνi, στ = σν · τ , uν = uν. Функции, определенные на γ,
отождествляем с функциями переменного x1.

Соотношения (1.1), (1.2) суть уравнения равновесия и закон Гука; соотно-
шения (1.3) соответствуют уравнениям Бернулли — Эйлера для упругой балки
γ. При этом правые части [στ ], [σν ] в (1.3) описывают влияние окружающей
упругой среды на балку γ. Первое неравенство в (1.6) обеспечивает взаимное
непроникание берегов трещины. Остальные краевые условия (1.6) являются
типичными для краевых задач с неизвестной областью контакта. В частности,
если в заданной точке x0 контакт отсутствует, т. е. [uν(x0)] > 0, получаем ну-
левое значение поверхностной силы: (σν)+(x0) = 0. С другой стороны, если
поверхностная сила ненулевая, т. е. σ+

ν (x0) < 0, то имеем условие контакта
[uν(x0)] = 0. Второе и третье соотношения в (1.4) обеспечивают совпадение
вертикальных (вдоль оси x2) и горизонтальных (вдоль оси x1) перемещений
упругого тела с перемещениями включения на γ−. Краевые условия (1.5) соот-
ветствуют свободным концам балки, т. е. изгибающий момент и перерезающая
сила равны нулю. Кроме того, продольная сила также равна нулю. Положи-
тельный параметр δ характеризует жесткость включения.

Приведем вариационную формулировку задачи (1.1)–(1.6). С этой целью
введем множество допустимых перемещений

Kb =
{
(u, v, w) ∈ H1

� (�γ)2 ×H2(γ) ×H1(γ) | [uν] ≥ 0, v = u−ν , w = u−τ на γ
}

и рассмотрим функционал энергии

�δ(u, v, w) =
1
2

∫

�γ

σ(u)ε(u) −
∫

�γ

fu+
δ

2

∫

γ

v2
,11 +

δ

2

∫

γ

w2
,1,

где пространство Соболева H1
� (�γ) определяется так:

H1
� (�γ) = {φ ∈ H1(�γ) | φ = 0 на �}.

Можно доказать существование решения задачи минимизации [17]:

найти (uδ, vδ, wδ) ∈ Kb так, что �δ(u
δ, vδ, wδ) = inf

Kb

�δ.

Решение этой задачи удовлетворяет вариационному неравенству

(uδ, vδ, wδ) ∈ Kb, (1.7)
∫

�γ

σ(uδ)ε(ū− uδ) −
∫

�γ

f(ū− uδ)

+ δ

∫

γ

vδ,11(v̄,11 − vδ,11) + δ

∫

γ

wδ
,1(w̄,1 − wδ

,1) ≥ 0, (ū, v̄, w̄) ∈ Kb. (1.8)
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Сходимость решений при δ → ∞ в задаче (1.7), (1.8). Интересно ис-
следовать сходимость решений задачи (1.7), (1.8) при δ → ∞. Введем в рассмот-
рение пространство Rs(γ) для жестких перемещений включения и множество
Kr допустимых перемещений для предельной задачи:

Rs(γ) = {l | l(x1) = c0 + c1x1, x1 ∈ (0, 1), c0, c1 ∈ R},

Kr =
{
u ∈ H1

� (�γ)2 | [uν ] ≥ 0, u−ν |γ ∈ Rs(γ), u−τ |γ ∈ R
}
.

Как оказывается, в модели (1.7), (1.8) можно осуществить переход к пределу
при δ → ∞ и получить вариационное неравенство для предельной функции u:

u ∈ Kr, (1.9)
∫

�γ

σ(u)ε(ū − u) −
∫

�γ

f(ū− u) ≥ 0, ū ∈ Kr. (1.10)

Обоснование предельного перехода в задаче (1.7), (1.8) обеспечивает доказа-
тельство разрешимости в задаче (1.9), (1.10). С другой стороны, доказательство
разрешимости задачи (1.9), (1.10) можно осуществить, минимизируя функцио-
нал энергии

π(ϕ) =
1
2

∫

�γ

σ(ϕ)ε(ϕ) −
∫

�γ

fϕ

на множестве Kr.
Заметим также, что решение задачи (1.9), (1.10) единственно.
Приведем дифференциальные формулировки задачи (1.9), (1.10).

(i) Первая дифференциальная формулировка задачи (1.9), (1.10).

Требуется найти поле перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij},
i, j = 1, 2, определенные �γ , и перемещения тонкого включения l0 ∈ Rs(γ),
q0 ∈ R, определенные на γ, такие, что

− divσ = f в �γ , (1.11)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (1.12)

u = 0 на � , (1.13)

[uν ] ≥ 0, l0 = u−ν , q0 = u−τ на γ, (1.14)
∫

γ

[σν · u] = 0, (1.15)

−

∫

γ

[σν · ū] ≥ 0, ū ∈ Kr. (1.16)

Можно доказать эквивалентность формулировок (1.9), (1.10) и (1.11)–(1.16)
на классе гладких решений.
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(ii) Вторая дифференциальная формулировка задачи (1.9), (1.10).

В дополнение к (1.11)–(1.16) приведем еще одну дифференциальную формули-
ровку задачи (1.9), (1.10). Она имеет следующий вид. Требуется найти поле
перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, определен-
ные на �γ , и перемещения тонкого включения l0 ∈ Rs(γ), q0 ∈ R, определенные
на γ, такие, что

− divσ = f в �γ , (1.17)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (1.18)

u = 0 на � , (1.19)

[uν ] ≥ 0, l0 = u−ν , q0 = u−τ на γ, (1.20)

σ+
τ = 0, σ+

ν ≤ 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ, (1.21)

∫

γ

σ−
τ = 0,

∫

γ

[σν ]l = 0, l ∈ Rs(γ). (1.22)

Условия (1.22) гарантируют, что главный вектор сил и главный момент
сил, действующие на γ, равны нулю. Приведенная формулировка (1.17)–(1.22)
также эквивалентна (1.9), (1.10) на классе гладких решений и, следовательно,
эквивалентна (1.11)–(1.16).

Сходимость решений при δ → 0 в задаче (1.7), (1.8). Рассмотрим
теперь ситуацию, при которой δ → 0 в задаче (1.7), (1.8). Оказывается, воз-
можен переход к пределу и в этом случае. Определим множество допустимых
перемещений для предельной задачи

K0 =
{
u ∈ H1

� (�γ)2 | [uν ] ≥ 0 на γ
}
.

Можно доказать, что решения uδ задачи (1.7), (1.8) сходятся к функции u,
которая является решением следующего вариационного неравенства [17]:

u ∈ K0, (1.23)
∫

�γ

σ(u)ε(ū − u) −
∫

�γ

f(ū− u) ≥ 0, ū ∈ K0. (1.24)

Таким образом, предельная задача для семейства (1.7), (1.8) при δ → 0 в
точности совпадает с хорошо известной задачей о равновесии упругого тела с
трещиной γ (включением нулевой жесткости) (см. [2]). В полученной модели
(1.23), (1.24) о равновесии упругого тела с трещиной также выполнено условие
взаимного непроникания противоположных берегов. Приведем дифференци-
альную формулировку задачи (1.23), (1.24). Требуется найти поле перемещений
u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные �γ , такие,
что

− divσ = f в �γ , (1.25)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (1.26)
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u = 0 на � , (1.27)

[uν ] ≥ 0, σ±
ν ≤ 0, [σν ] = 0, σ±

τ = 0, σν [uν ] = 0 на γ. (1.28)

Формулировки (1.25)–(1.28) и (1.23), (1.24) эквивалентны на классе доста-
точно гладких решений.

Анизотропное включение Бернулли — Эйлера. Рассмотренная вы-
ше модель (1.1)–(1.6) соответствует случаю, когда жесткость тонкого включе-
ния в направлении осей x1, x2 одинакова (и пропорциональна параметру δ).
Рассмотрим случай, когда жесткость включения в направлении осей x1, x2 раз-
лична. Будем фиксировать параметр жесткости включения вдоль одной оси
и одновременно менять параметр жесткости вдоль другой оси. Формулировка
соответствующей задачи равновесия при заданном параметре жесткости δ > 0
состоит в следующем. Требуется найти функции (uδ, vδ, wδ) такие, что

(uδ, vδ, wδ) ∈ Kb, (1.29)

∫

�γ

σ(uδ)ε(ū− uδ) −
∫

�γ

f(ū− uδ)

+
∫

γ

vδ,11
(
v̄,11 − vδ,11

)
+ δ

∫

γ

wδ
,1

(
w̄,1 − wδ

,1

)
≥ 0, (ū, v̄, w̄) ∈ Kb. (1.30)

В данном случае жесткость включения вдоль оси x1 пропорциональна δ, а вдоль
оси x2 фиксирована (и для простоты считается равной единице). Цель даль-
нейших рассуждений — анализ перехода к пределу в (1.29), (1.30) при δ → +∞,
δ → 0. Сформулируем полученные при этом результаты.

Переход к пределу при δ → +∞ в задаче (1.29), (1.30). Как оказы-
вается, можно осуществить предельный переход в подходящем смысле в задаче
(1.29), (1.30) при δ → +∞. Формулировка предельной задачи состоит в следую-
щем. Найти перемещения u = (u1, u2), тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2,
определенные в �γ , и перемещения тонкого включения q0 ∈ R, v, определенные
на γ, такие, что

− divσ = f в �γ , (1.31)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (1.32)

v,1111 = [σν ] на γ, (1.33)

u = 0 на � , v,11 = v,111 = 0 при x1 = 0, 1, (1.34)

[uν ] ≥ 0, v = u−ν , q0 = v−τ на γ, (1.35)

σ+
ν ≤ 0, σ+

ν [uν ] = 0, σ+
τ = 0 на γ, (1.36)

∫

γ

σ−
τ = 0. (1.37)
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Полученная модель (1.31)–(1.37) соответствует так называемому полужесткому
включению γ. Это означает, что в направлении одной из координатных осей
(в данном случае оси x2) для включения необходимо решать уравнение равно-
весия (1.33), а в направлении другой оси поле перемещений имеет заданную
структуру.

Переход к пределу при δ → 0 в задаче (1.29), (1.30). Как выясняется,
в задаче (1.29), (1.30) можно осуществить предельный переход в подходящем
смысле и при δ → 0. В этом случае формулировка предельной задачи будет
следующая. Найти перемещения u = (u1, u2), тензор напряжений σ = {σij},
i, j = 1, 2, определенные в �γ , и перемещение тонкого включения v, определен-
ное на γ, такие, что

− divσ = f в �γ , (1.38)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (1.39)

v,1111 = [σν ] на γ, (1.40)

u = 0 на � ; v,11 = v,111 = 0 при x1 = 0, 1, (1.41)

[uν] ≥ 0, v = u−ν на γ, (1.42)

σ+
ν ≤ 0, σ±

τ = 0, σ+
ν [uν] = 0 на γ. (1.43)

Заметим, что в данной модели (1.38)–(1.43) для тонкого включения решает-
ся лишь уравнение равновесия (1.40), позволяющее определять вертикальные
перемещения.

Случай другой анизотропии включения Бернулли — Эйлера. Пред-
положим, что в модели вида (1.1)–(1.6) меняется параметр жесткости упругого
включения на изгиб, а параметр жесткости тонкого включения на растяжение
постоянен (и равен для простоты единице). В этом случае при заданном пара-
метре δ вариационное неравенство будет иметь вид

(uδ, vδ, wδ) ∈ Kb, (1.44)

∫

�γ

σ(uδ)ε(ū− uδ) −
∫

�γ

f(ū− uδ)

+ δ

∫

γ

vδ,11(v̄,11 − vδ,11) +
∫

γ

wδ
,1(w̄,1 − wδ

,1) ≥ 0, (ū, v̄, w̄) ∈ Kb. (1.45)

Предельный переход в задаче (1.44), (1.45) при δ → ∞. Сформули-
руем предельную задачу, соответствующую δ → ∞ в модели (1.44), (1.45). Фор-
мулировка предельной задачи состоит в следующем. Требуется найти функции
u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные в �γ , и функции l0 ∈ Rs(γ), w,
определенные на γ, такие, что

− divσ = f в �γ , (1.46)
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σ −Aε(u) = 0 в �γ , (1.47)

−w,11 = g + [στ ] на γ, (1.48)

u = 0 на � , w,1 = 0 при x1 = 0, 1, (1.49)

u−ν = l0, u−τ = w на γ, (1.50)

[uν ] ≥ 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ, (1.51)

∫

γ

[σν ]l = 0, l ∈ Rs(γ). (1.52)

Как видно, в модели (1.46)–(1.52) включение γ является полужестким. При
этом задана структура поля перемещений вдоль оси x2, и в то же время требу-
ется решать уравнение равновесия (1.48) вдоль оси x1.

Предельный переход в задаче (1.44), (1.45) при δ → 0. Формулировка
предельной задачи, соответствующей δ → 0, состоит в следующем. Требуется
найти функции u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные в �γ , и функцию
w, определенную в γ, такие, что

− divσ = f в �γ , (1.53)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (1.54)

−w,11 = g + [στ ] на γ, (1.55)

u = 0 на � ; w,1 = 0 при x1 = 0, 1, (1.56)

[uν ] ≥ 0, w = u−τ , σ
+
ν [uν] = 0 на γ, (1.57)

[σν ] = 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0 на γ. (1.58)

2. Тонкое включение Тимошенко

Изотропное включение Тимошенко. В этом разделе тонкое упругое
включение γ будет описываться в рамках модели балки Тимошенко. Пусть
� ⊂ R

2 — ограниченная область с гладкой границей � такая, что γ̄ ⊂ �, γ =
(0, 1) × {0}. Обозначим через ν = (0, 1) единичную нормаль к γ и положим
�γ = � \ γ̄, τ = (1, 0) (см. рис. 1). Для заданных внешних нагрузок f ∈

L2(�)2, действующих на упругое тело, требуется найти поле перемещений u =
(u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные в �γ , а также
перемещения тонкого включения v, w и угол поворота ϕ, определенные на γ,
такие, что

− divσ = f, σ −Aε(u) = 0 в �γ , (2.1)

−αw,11 = [στ ] на γ, (2.2)

−αϕ,11 + αv,1 + αϕ = 0 на γ, (2.3)

−αv,11 − αϕ,1 = [σν ] на γ, (2.4)

u = 0 на � , (2.5)
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ϕ+ v,1 = w,1 = ϕ,1 = 0 при x1 = 0, 1, (2.6)

[uν ] ≥ 0, v = u−2 , w = u−1 на γ, (2.7)

σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ. (2.8)

Соотношения (2.1) суть уравнения равновесия и закон Гука; соотношения (2.2)–
(2.4) соответствуют уравнениям Тимошенко для упругой балки γ. Как и ранее,
правые части [στ ], [σν ] в (2.2), (2.4) описывают влияние окружающей упругой
среды на балку γ. Неравенство в (2.7) обеспечивает взаимное непроникание
берегов трещины. Второе и третье соотношения в (2.7) обеспечивают совпаде-
ние вертикальных (вдоль оси x2) и горизонтальных (вдоль оси x1) перемещений
упругого тела с перемещениями включения на γ−. Краевые условия (2.6) соот-
ветствуют нулевому моменту, нулевой перерезающей силе и нулевой силе вдоль
оси x1 в концевых точках включения. Как и в модели (1.1)–(1.6), краевые усло-
вия (2.8) являются обычными для проблем с неизвестной областью контакта.
Параметр α характеризует жесткость включения γ.

Сначала приведем вариационную формулировку задачи (2.1)–(2.8). Введем
множество допустимых перемещений

Kt =
{
(u, v, w, ϕ) | u ∈ H1

� (�γ)2, (v, w, ϕ) ∈ H1(γ)3,

[uν ] ≥ 0, v = u−ν , w = u−τ на γ
}

и функционал энергии

Gα(u, v, w, ϕ) =
1
2

∫

�γ

σ(u)ε(u) −
∫

�γ

fu+
α

2

∫

γ

{
w2

,1 + ϕ2
,1 + (v,1 + ϕ)2

}
.

Здесь σ(u) = σ определяются из (2.1), т. е. σ(u) = Aε(u). Решение задачи
минимизации функционала Gα на множестве Kt существует и удовлетворяет
вариационному неравенству [19]

(uα, vα, wα, ϕα) ∈ Kt, (2.9)

∫

�γ

σ(uα)ε(ū− uα) −
∫

�γ

f(ū− uα) + α

∫

γ

{
wα

,1

(
w̄,1 − wα

,1

)
+ ϕα

,1

(
ϕ̄,1 − ϕα

,1

)

+
(
vα,1 + ϕα

)(
v̄,1 + ϕ̄− vα,1 − ϕα

)}
≥ 0, (ū, v̄, w̄, ϕ̄) ∈ Kt. (2.10)

Можно доказать, что задачи (2.1)–(2.8) и (2.9), (2.10) эквивалентны на классе
гладких решений.

Сходимость параметра α к бесконечности в задаче (2.9), (2.10).

В этом подразделе исследуем предельный переход при стремлении параметра α
к бесконечности в задаче (2.9), (2.10).

Определим пространство допустимых перемещений на γ для предельной
задачи

R(γ) = {(v, w) | w = c1, v(x1) = −c2x1 + c3 на γ, ci ∈ R, i = 1, 2, 3}
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и множество допустимых перемещений для упругого тела

Kr =
{
ū ∈ H1

� (�γ)2 | [ūν ] ≥ 0 на γ, ū|γ− ∈ R(γ)
}
.

В задаче (2.9), (2.10) возможен предельный переход при α → ∞. Предельные
соотношения для предельной функции u имеют вид вариационного неравенства

u ∈ Kr, (2.11)
∫

�γ

σ(u)ε(ū − u) −
∫

�γ

f(ū− u) ≥ 0, ū ∈ Kr. (2.12)

Таким образом, предельная задача для (2.9), (2.10) при α → ∞ совпадает с
задачей (2.11), (2.12), описывающей равновесие упругого тела с тонким жест-
ким включением при наличии отслоения. Заметим, что задача (2.11), (2.12) в
точности совпадает с задачей (1.9), (1.10), полученной предельным переходом
к бесконечности по параметру жесткости в модели (1.7), (1.8) с включением
Бернулли — Эйлера.

Наряду с вариационной формулировкой задачи (2.11), (2.12) приведем ее
дифференциальную формулировку: найти функции u = (u1, u2), σ = {σij},
i, j = 1, 2, и постоянные c1, c2, c3 такие, что

− divσ = f в �γ , (2.13)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (2.14)

u = 0 на � , (2.15)

[uν ] ≥ 0, u−1 = c1, u
−
2 = −c2x+ c3 на γ, (2.16)

σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ, (2.17)

∫

γ

{[σν ]v̄ + [στ ]w̄} = 0, (v̄, w̄) ∈ R(γ). (2.18)

Можно проверить, что формулировки (2.11), (2.12) и (2.13)–(2.18) эквива-
лентны на классе гладких решений.

Сходимость параметра α к нулю в задаче (2.9), (2.10). Предполо-
жим, что параметр жесткости α стремится к нулю в задаче (2.9), (2.10). Оказы-
вается, в этом случае также можно обосновать возможность перехода к пределу.

Введем множество допустимых перемещений для предельной задачи

K0 = {φ ∈ H1
� (�γ)2 | [φν ] ≥ 0 на γ}.

Тогда предельная функция u удовлетворяет вариационному неравенству

u ∈ K0, (2.19)
∫

�γ

σ(u)ε(ū − u) −
∫

�γ

f(ū− u) ≥ 0, ū ∈ K0. (2.20)
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Таким образом, предельная для (2.9), (2.10) при α→ 0 задача в точности соот-
ветствует задаче равновесия упругого тела, содержащего трещину γ при кра-
евых условиях взаимного непроникания берегов. Эквивалентная дифференци-
альная формулировка задачи (2.19), (2.20) имеет вид (1.25)–(1.28). Здесь также
следует подчеркнуть, что задача (2.19), (2.20) в точности совпадает с задачей,
полученной предельным переходом к нулю по параметру жесткости в модели
(1.7), (1.8) с включением Бернулли — Эйлера.

Анизотропное включение Тимошенко. Рассмотрим случай анизотроп-
ного включения Тимошенко в упругом теле. В этом случае модель (2.1)–(2.8)
будет содержать два положительных параметра α, δ.

Формулировка задачи равновесия для упругого тела, содержащего анизо-
тропное включение Тимошенко, следующая. Найти вектор перемещений u =
(u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные в �γ , а также
перемещения тонкого включения v, w и угол поворота ϕ, определенные на γ,
такие, что

− divσ = f, σ −Aε(u) = 0 в �γ , (2.21)

−αw,11 = [στ ] на γ, (2.22)

−αϕ,11 + δv,1 + δϕ = 0 на γ, (2.23)

−δv,11 − δϕ,1 = [σν ] на γ, (2.24)

u = 0 на � , (2.25)

ϕ+ v,1 = w,1 = ϕ,1 = 0 при x1 = 0, 1, (2.26)

[uν ] ≥ 0, v = u−2 , w = u−1 на γ, (2.27)

σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ. (2.28)

Для фиксированных α > 0, δ > 0 решение задачи (2.21)–(2.28) существует.
Интересно обосновать предельные переходы при α→ ∞ для фиксированного δ
и δ → ∞ для фиксированного α.

Сходимость решений в задаче (2.21)–(2.28) при α → ∞. Пусть δ

фиксировано. Для простоты полагаем δ = 1. Тогда соответствующие решения
задачи (2.21)–(2.28) удовлетворяют для выбранного α следующему вариацион-
ному неравенству:

(uα, vα, wα, ϕα) ∈ Kt, (2.29)
∫

�γ

σ(uα)ε(ū− uα) −
∫

�γ

f(ū− uα) +
∫

γ

{
αwα

,1

(
w̄,1 − wα

,1

)
+ αϕα

,1

(
ϕ̄,1 − ϕα

,1

)

+
(
vα,1 + ϕα

)(
v̄,1 + ϕ̄− vα,1 − ϕα

)}
≥ 0, (ū, v̄, w̄, ϕ̄) ∈ Kt. (2.30)

Введем в рассмотрение множество допустимых перемещений для предель-
ной задачи

K1 =
{
(ū, v̄, ϕ̄) ∈ H1

� (�γ)2 ×H1(γ) × R

| [ūν ] ≥ 0, ū−2 = v̄, ū−1 = c1, ϕ̄ = c2 на γ, c1, c2 ∈ R
}
.
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В задаче (2.29), (2.30) можно обосновать предельный переход при α → ∞

(см. [19]). Предельное вариационное неравенство имеет вид

(u, v, ϕ) ∈ K1,

∫

�γ

σ(u)ε(ū− u) −
∫

�γ

f(ū− u)

+
∫

γ

(v,1 + ϕ)(v̄,1 + ϕ̄− v,1 − ϕ) ≥ 0, (ū, v̄, ϕ̄) ∈ K1. (2.31)

Таким образом, при α→ ∞ решения задачи (2.29), (2.30) сходятся в подходящем
смысле к решению вариационного неравенства (2.31).

Приведем эквивалентную дифференциальную формулировку задачи (2.31):
найти функции u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные в �γ , а также
функции v, ϕ, определенные на γ, и постоянные c1, c2 такие, что ϕ = c2 и

− divσ = f, σ −Aε(u) = 0 в �γ , (2.32)

−v,11 = [σν ] на γ, (2.33)

u = 0 на � , v,1 + c2 = 0 при x1 = 0, 1, (2.34)

[uν ] ≥ 0, u−2 = v, u−1 = c1 на γ, (2.35)

σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ, (2.36)

∫

γ

σ−
τ = 0,

∫

γ

(v,1 + c2) = 0. (2.37)

Полученная задача (2.32)–(2.37) соответствует полужесткому тонкому включе-
нию в упругом теле. Это означает, что включение является жестким лишь в
направлении оси x1 и в смысле углов поворота. Следует отметить также, что
постоянную c2 можно исключить из модели (2.32)–(2.37).

Сходимость решений в задаче (2.21)–(2.28) при δ → ∞. Рассмотрим
случай, когда α фиксировано в задаче (2.21)–(2.28). Полагаем для простоты α =
1. В этом случае решение задачи (2.21)–(2.28) для заданного δ удовлетворяет
вариационному неравенству

(uδ, vδ, wδ, ϕδ) ∈ K,

∫

�γ

σ(uδ)ε(ū− uδ) −
∫

�γ

f(ū− uδ) +
∫

γ

{
wδ

,1

(
w̄,1 − wδ

,1

)
+ ϕδ

,1

(
ϕ̄,1 − ϕδ

,1

)

+ δ
(
vδ,1 + ϕδ

)(
v̄,1 + ϕ̄− vδ,1 − ϕδ

)}
≥ 0, (ū, v̄, w̄, ϕ̄) ∈ Kt. (2.38)

Оказывается, что решения задачи (2.38) сходятся при δ → ∞ в подходящем
смысле, и при этом предельные функции u, σ, v, w являются решением следую-
щей краевой задачи:

− divσ = f в �γ ,
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σ −Aε(u) = 0 в �γ ,

v,1111 = [σν ], −w,11 = [στ ] на γ,

u = 0 на � ,

v,11 = v,111 = w,1 = 0 при x1 = 0, 1,

[uν ] ≥ 0, v = u−ν , w = u−τ , σ+
ν [uν ] = 0 на γ,

σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0 на γ.

Таким образом, предельная задача для (2.38) при δ → ∞ описывает равновесие
упругого тела с тонким упругим включением Бернулли — Эйлера при нали-
чии отслоения, см. задачу (1.1)–(1.6). Говоря другими словами, задача (2.38)
о равновесии упругого тела с включением Тимошенко переходит в задачу о
равновесии упругого тела с включением Бернулли — Эйлера при стремлении
параметра δ к бесконечности.

3. Слабо искривленное тонкое включение

Формулировка задачи равновесия. В этом разделе будут рассмотре-
ны задачи равновесия упругого тела с тонкими упругими слабо искривленными
включениями при наличии отслоений. Сформулируем соответствующую кра-
евую задачу. Пусть � ⊂ R

2 — ограниченная область с гладкой границей � ,
γ̄ ⊂ �, �γ = � \ γ̄, где

γ = {(x1, x2) | x2 = ξ(x1), x1 ∈ (0, 1)},

а ξ — заданная гладкая функция. Считаем, что срединная линия тонкого упру-
гого включения совпадает с γ. Упругое тело при этом занимает область �γ

(рис. 2). Для описания слабо искривленного включения используется модель
Кирхгофа — Лява (см., например, [36, с. 27]). Термин «слабо искривленное
включение» означает, что функционал энергии для этого включения, с одной
стороны, будет содержать кривизну, а с другой, метрика на кривой γ при этом
выбирается такая же, как на отрезке (0, 1) × {0}. Пусть ν = (ν1, ν2) — еди-
ничный вектор нормали к γ, а τ = (ν2,−ν1), A = {aijkl}, i, j, k, l = 1, 2, —
заданный положительно определенный тензор коэффициентов упругости; f =
(f1, f2) ∈ L2(�)2 — заданный вектор внешних сил, действующих на упругое те-
ло, а k ∈ L∞(0, 1) — заданная кривизна срединной линии тонкого включения,
равная ξ

′′

(1 + (ξ′)2)−3/2.
Предположим, что положительный (по отношению к нормали ν) берег вклю-

чения γ отслаивается, образуя тем самым трещину между матрицей и включе-
нием. На берегах трещины будем задавать краевые условия вида неравенств,
обеспечивающие взаимное непроникание берегов. Постановка задачи равнове-
сия упругого тела с включением γ состоит в следующем. Найти вектор переме-
щений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные в
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�γ , и перемещения точек тонкого включения v, w, определенные для x1 ∈ (0, 1),
такие, что

− divσ = f в �γ , (3.1)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (3.2)

δv,1111 + δk(w,1 + kv) = [σν ]p при x1 ∈ (0, 1), (3.3)

−δw,11 − δ(kv),1 = [στ ]p при x1 ∈ (0, 1), (3.4)

u = 0 на � , (3.5)

v,11 = v,111 = w,1 + kv = 0 при x1 = 0, 1, (3.6)

[uν ] ≥ 0, v = u−ν , w = u−τ на γ, (3.7)

σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ. (3.8)

Здесь δ — положительный параметр, характеризующий свойства материала
включения; [h] = h+ − h− — скачок функции h на γ, где h± — значения
функции h на положительном и отрицательном берегах разреза в соответствии
с выбранным направлением нормали ν, σν = σijνjνi, στ = (σν)τ , uν = uν,

uτ = uτ , p =
√

1 + ξ2,1. Второе и третье равенства (3.7) следует понимать так:

v(x1) = u−ν (x1, ξ(x1)), x1 ∈ (0, 1). При этом (3.1), (3.2) — уравнения равновесия
упругого тела и уравнение состояния (закон Гука), а (3.3), (3.4) представляют
уравнения равновесия тонкого слабо искривленного включения. Правые части
уравнений равновесия тонкого включения (3.3), (3.4) описывают силы, действу-
ющие на включение со стороны упругого тела. Первое краевое условие из (3.7)
обеспечивает взаимное непроникание берегов трещины, а второе и третье усло-
вия гарантируют равенство перемещений точек упругого тела и тонкого вклю-
чения на γ−. Краевые условия (3.6) соответствуют нулевому моменту, нулевой
перерезающей силе и нулевой деформации растяжения (сжатия). Что касается
краевых условий (3.8), то, как уже отмечено, они типичны при формулировке
краевых задач с неизвестной областью контакта (см. [2]). Следует заметить,
что при ξ ≡ 0 на (0, 1) будем иметь k ≡ 0 и, следовательно, задача (3.1)–(3.8)
будет в точности совпадать с задачей (1.1)–(1.6), которая описывает равновесие
упругого тела с включением Бернулли — Эйлера.

1

2

γ

Ω γ

1

ν

Γ 

x

x

Рис. 2. Слабо искривленное включение в упругом теле
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Соотношения (3.1)–(3.8) в точности эквивалентны вариационной формули-
ровке задачи минимизации функционала энергии на подходящем пространстве
функций. При этом функционал энергии содержит слагаемые, соответствую-
щие энергии деформирования упругого тела, работе внешних сил, энергии изги-
ба и растяжения тонкого включения. Приведем вариационную формулировку
задачи (3.1)–(3.8). Введем для этого множество допустимых перемещений

Kc =
{
(u, v, w) ∈ H1

� (�γ)2 ×H2(0, 1)×H1(0, 1) | [uν ] ≥ 0, v = u−ν , w = u−τ на γ
}

и рассмотрим функционал энергии

πδ(u, v, w) =
1
2

∫

�γ

σ(u)ε(u) −
∫

�γ

fu+
δ

2

1∫

0

v2
,11 +

δ

2

1∫

0

(w,1 + kv)2.

Тогда задача минимизации имеет следующий вид: найти (u, v, w) ∈ Kc так, что
πδ(u, v, w) = inf

Kc

πδ имеет решение, удовлетворяющее вариационному неравен-
ству

(uδ, vδ, wδ) ∈ Kc, (3.9)

∫

�γ

σ(uδ)ε(ū− uδ) −
∫

�γ

f(ū− uδ) + δ

1∫

0

(
wδ

,1 + kvδ
)(
w̄,1 − wδ

,1

)

+ δ

1∫

0

{
vδ,11
(
v̄,11 − vδ,11

)
+ k
(
wδ

,1 + kvδ
)
(v̄ − vδ)

}
≥ 0, (ū, v̄, w̄) ∈ Kc. (3.10)

Разрешимость задачи (3.9), (3.10) при фиксированном значении параметра δ

известна [37].
Можно также доказать, что на классе гладких решений задачи (3.1)–(3.8)

и (3.9), (3.10) эквивалентны. Это означает, что все соотношения (3.1)–(3.8)
вытекают из (3.9), (3.10) и, наоборот, неравенство (3.9), (3.10) можно вывести
из (3.1)–(3.8).

Переход к пределу при δ → 0 в задаче (3.9), (3.10). Рассмотрим
поведение решения задачи (3.9), (3.10) при стремлении параметра жесткости δ
к нулю.

Введем обозначение для множества допустимых перемещений, соответству-
ющих предельной задаче

K0 = {u ∈ H1
� (�γ)2 | [uν ] ≥ 0 на γ}.

Возьмем далее такую функцию ū ∈ K0, которая является гладкой на γ−. Тогда
(ū, v̄, w̄) ∈ Kc, где v̄ = ū−ν , w̄ = ū−τ . Подставляя (ū, v̄, w̄) в качестве тестовой
функции в (3.10), получаем, что можно перейти к пределу при δ → 0. В пределе
получим ∫

�γ

σ(u)ε(ū − u) −
∫

�γ

f(ū− u) ≥ 0. (3.11)
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Неравенство (3.11) выполняется для всех функций ū ∈ K0, гладких на γ−.

В силу леммы о плотности, доказанной в [13], можно показать, что оно будет
выполнено для всех функций из K0. Таким образом, предельная функция u

будет решением следующего вариационного неравенства:

u ∈ K0, (3.12)
∫

�γ

σ(u)ε(ū − u) −
∫

�γ

f(ū− u) ≥ 0, ū ∈ K0. (3.13)

Задача (3.12), (3.13) описывает равновесие упругого тела с трещиной γ и крае-
выми условиями взаимного непроникания берегов γ±. Эквивалентная диффе-
ренциальная формулировка задачи (3.12), (3.13) будет такая. Найти функции
u = (u1, u2), σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные в �γ , такие, что

− divσ = f в �γ , (3.14)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (3.15)

u = 0 на � , (3.16)

[uν ] ≥ 0, σ±
ν ≤ 0, [σν ] = 0, σ±

τ = 0, σν [uν ] = 0 на γ. (3.17)

Таким образом, при стремлении параметра жесткости к нулю в задаче (3.9),
(3.10) предельная модель (3.14)–(3.17) описывает равновесие упругого тела с
включением нулевой жесткости (трещиной). Ранее в разд. 1, 2 отмечалось, что
предельные модели для случая включений Бернулли — Эйлера и Тимошенко
обладают таким же свойством.

Переход к пределу при δ → ∞ в задаче (3.9), (3.10). Здесь исследует-
ся переход к пределу по параметру жесткости при δ → ∞ в задаче (3.9), (3.10).
Стремление параметра δ к бесконечности означает, что тонкое включение ста-
новится жестким. Введем в рассмотрение множество допустимых перемещений

Kr =
{
u ∈ H1

� (�γ)2 | [uν ] ≥ 0 на γ, (u−ν , u
−
τ )|γ ∈ L(0, 1)

}
,

где

L(0, 1)={(v, w) | v(x1) = a0 + a1x1, w,1(x1) + k(x1)v(x1) = 0

при x1 ∈ (0, 1), a0, a1 ∈ R}.

Введенное множество L(0, 1) определяет пространство жестких перемещений
включения γ в предельной задаче, соответствующей δ → ∞. Следует отметить,
что в определении множества Kr величину (u−ν , u

−
τ )|γ рассматриваем как функ-

цию одного переменного x1 в силу условия x2 = ϕ(x1) на γ.
Возьмем ū ∈ Kr, тогда (ū, v̄, w̄) ∈ Kc, v̄ = u−ν , w̄ = u−τ , и эту функцию можно

подставить в (3.10) в качестве тестовой функции. После перехода к пределу в
(3.9), (3.10) при δ → ∞ для предельной функции u получим

u ∈ Kr, (3.18)
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∫

�γ

σ(u)ε(ū − u) −
∫

�γ

f(ū− u) ≥ 0, ū ∈ Kr. (3.19)

Предельную задачу (3.18), (3.19) можно записать в следующем эквива-
лентном виде: найти вектор перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений
σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные в �γ , такие, что

− divσ = f в �γ , (3.20)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (3.21)

u = 0 на � , (3.22)

[uν ] ≥ 0 на γ, (u−ν , u
−
τ )|γ ∈ L(0, 1), (3.23)

∫

γ

[σν · u] = 0, (3.24)

−

∫

γ

[σν · ū] ≥ 0, ū ∈ Kr. (3.25)

Наряду с (3.20)–(3.25) можно предложить еще одну эквивалентную фор-
мулировку задачи (3.18), (3.19). Именно, требуется найти вектор перемещений
u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, определенные в �γ , и
функции (v, w) ∈ L(0, 1) такие, что

− divσ = f в �γ , (3.26)

σ −Aε(u) = 0 в �γ , (3.27)

u = 0 на � , (3.28)

[uν ] ≥ 0, v = u−ν , w = u−τ на γ, (3.29)

σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ, (3.30)

∫

γ

[σν ]v̄ +
∫

γ

[στ ]w̄ = 0, (v̄, w̄) ∈ L(0, 1). (3.31)

На классе гладких решений формулировки (3.18), (3.19), (3.20)–(3.25) и
(3.26)–(3.31) эквивалентны.

ЛИТЕРАТУРА

1. Khludnev A. M., Kovtunenko V. A. Analysis of cracks in solids. Southampton; Boston: WIT
Press, 2000.

2. Хлуднев А. М. Задачи теории упругости в негладких областях. М.: Физматлит, 2010.
3. Ковтуненко В. А. Инвариантные интегралы энергии для нелинейной задачи о трещине

с возможным контактом берегов // Прикл. математика и механика. 2003. Т. 67, № 1.
С. 109–123.

4. Kovtunenko V. A. Primal-dual methods of shape sensitivity analysis for curvilinear cracks
with nonpenetration // IMA J. Appl. Math.. 2006. V. 71, N 5. P. 635–657.

5. Knees D., Mielke A. Energy release rate for cracks in finite-strain elasticity // Math. Methods
Appl. Sci.. 2008. V. 31, N 5. P. 501–518.



104 А. М. Хлуднев, Т. С. Попова

6. Knees D., Schroder A. Global spatial regularity for elasticity models with cracks, contact and
other nonsmooth constraints // Math. Methods Appl. Sci.. 2012. V. 35, N 15. P. 1859–1884.

7. Рудой Е. М. Формула Гриффитса и интеграл Черепанова — Райса для пластины с жест-
ким включением и трещиной // Вестн. НГУ. Сер. Математика, механика, информатика.
2010. Т. 10, № 2. С. 98–117.

8. Рудой Е. М. Асимптотика функционала энергии для трехмерного тела с жестким вклю-
чением и трещиной // Прикл. механика и техн. физика. 2011. Т. 52, № 2. С. 114–127.

9. Лазарев Н. П. Задача о равновесии пологой оболочки Тимошенко, содержащей сквозную
трещину // Сиб. журн. индустр. математики. 2012. Т. 15, № 3. С. 58–69.

10. Lazarev N. P., Rudoy E. M. Shape sensitivity analysis of Timoshenko’s plate with a crack
under the nonpenetration condition // Z. Angew. Math. Mech.. 2014. V. 94. P. 730–739.

11. Соколовский Я., Хлуднев А. М. О производной функционала энергии по длине трещи-
ны в задачах теории упругости // Прикл. математика и механика. 2000. Т. 64, № 3.
С. 464–475.

12. Хлуднев А. М. Задача о трещине на границе жесткого включения в упругой пластине //
Изв. РАН. Механика твердого тела. 2010. № 5. С. 98–110.

13. Khludnev A. M., Negri M. Crack on the boundary of a thin elastic inclusion inside an elastic
body // Z. Angew. Math. Mech.. 2012. V. 92, N 5. P. 341–354.

14. Khludnev A. M. Thin rigid inclusions with delaminations in elastic plates // Eur. J. Mech.,
A, Solids. 2012. V. 32. P. 69–75.

15. Itou H., Khludnev A. M., Rudoy E. M., Tani A. Asymptotic behaviour at a tip of a rigid line
inclusion in linearized elasticity // Z. Angew. Math. Mech.. 2012. V. 92, N 9. P. 716–730.

16. Khludnev A. M., Leugering G. On elastic bodies with thin rigid inclusions and cracks //
Math. Methods Appl. Sci.. 2010. V. 33, N 16. P. 1955–1967.

17. Khludnev A. M., Leugering G. R. Delaminated thin elastic inclusion inside elastic bodies //
Math. Mech. Complex Systems. 2014. V. 2, N 1. P. 1–21.

18. Khludnev A. M., Leugering G. R. On Timoshenko thin elastic inclusions inside elastic bodies //
Math. Mech. Solids. 2015. V. 20, N 5. P. 495–511.

19. Itou H., Khludnev A. M. On delaminated thin Timoshenko inclusions inside elastic bodies //
Math. Methods Appl. Sci. doi 10.1002/mma.3279.

20. Щербаков В. В. Существование оптимальной формы тонких жестких включений в пла-
стине Кирхгофа — Лява // Сиб. журн. индустр. математики. 2013. Т. 16, № 4. С. 142–151.

21. Khludnev A. M. Thin rigid inclusions with delaminations in elastic plates // Eur. J. Mech.,
A, Solids. 2012. V. 32. P. 69–75.

22. Khludnev A. M., Leugering G. Optimal control of cracks in elastic bodies with thin rigid
inclusions // Z. Angew. Math. Mech.. 2011. V. 91, N 2. P. 125–137.

23. Khludnev A. M. Singular invariant integrals for elastic body with delaminated thin elastic
inclusion // Quart. Appl. Math.. 2014. V. 72, N 4. P. 719–730.

24. Lazarev N. P. Shape sensitivity analysis of the energy integrals for the Timoshenko-type plate
containing a crack on the boundary of a rigid inclusion // Z. Angew. Math. Phys.. 2015. V. 66
N 4. P. 2025–2040.

25. Khludnev A. M. Thin inclusions in elastic bodies crossing an external boundary // Z. Angew.
Math. Mech.. 2015. V. 95, N 11. P. 1256–1267.

26. Grisvard P. Singularities in boundary value problems. Masson: Springer-Verl., 1992.
27. Морозов Н. Ф. Математические вопросы теории трещин. М.: Наука, 1984.
28. Bessoud A.-L., Krasucki F., Serpilli M. Plate-like and shell-like inclusions with high rigidity //

C. R. Math., Acad. Sci. Paris. 2008. V. 346, Special Issue. P. 697–702.
29. Bessoud A.-L., Krasucki F., Michaille G. Multi-materials with strong interface: Variational

modelings // Asymptotic Anal.. 2009. V. 61, N 1. P. 1–19.
30. Pasternak I. M. Plane problem of elasticity theory for anisotropic bodies with thin elastic

inclusions // J. Math. Sci.. 2012. V. 186, N 1. P. 31–47.
31. Kozlov V. A., Maz’ya V. G., Movchan A. B. Asymptotic analysis of fields in a multi-structure.

New York: Oxford Univ. Press, 1999. (Oxford Math. Monogr.).
32. Vynnytska L., Savula Y. Mathematical modeling and numerical analysis of elastic body with

thin inclusion // Comput. Mech.. 2004. V. 50, N 5. P. 533–542.



Об иерархии тонких включений в упругих телах 105

33. Неустроева Н. В. Жесткое включение в контактной задаче для упругих пластин // Сиб.
журн. индустр. математики. 2009. Т. 12, № 4. С. 92–105.

34. Неустроева Н. В. Односторонний контакт упругих пластин с жестким включением //
Вестн. НГУ. Сер. Математика, механика, информатика. 2009. Т. 9, № 4. С. 51–64.

35. Ротанова Т. А. О постановках и разрешимости задач о контакте двух пластин, содержа-
щих жесткие включения // Сиб. журн. индустр. математики. 2012. Т. 15, № 2. С. 107–118.

36. Вольмир А. С. Нелинейная динамика пластинок и оболочек.. М.: Наука, 1972.
37. Хлуднев А. М. Слабо искривленное включение в упругом теле при наличии отслоения //

Изв. РАН. Механика твердого тела. 2015. № 5. С. 131–144.

Статья поступила 19 февраля 2016 г.

Хлуднев Александр Михайлович
Институт гидродинамики им. М. А. Лаврентьева СО РАН,
пр. Акад. Лаврентьева, 15, Новосибирск 630090;
Новосибирский гос. университет,
ул. Пирогова, 2, Новосибирск 630090
khlud@hydro.nsc.ru

Попова Татьяна Семеновна
Северо-Восточный федеральный университет им. М. К. Аммосова,
ул. Белинского, 58, Якутск 677000
ptsokt@mail.ru



Математические заметки СВФУ
Январь—март, 2016. Том 23, № 1

UDC 539.3+517.958

ON THE HIERARCHY OF THIN DELAMINATED

INCLUSIONS IN ELASTIC BODIES

A. M. Khludnev and T. S. Popova

Abstract: We consider models of thin delaminated inclusions in elastic bodies. The
delamination means a presence of a crack between the inclusion and the matrix. Inequality
type boundary conditions are imposed at the crack faces to prevent a mutual penetra-
tion. This approach leads to free boundary problem formulations. Connections between
different mathematical models are discussed. Passages to limits with respect to inclusion
rigidity parameters are analyzed.
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Аннотация. Доказаны некоторые утверждения о сходимости D-пределов.
Ключевые слова: финально компактное пространство, счетно полный ультра-
фильтр, D-предел.

Обозначим черезX финально компактное хаусдорфово пространство. Пусть
I — произвольное непустое множество, D — счетно полный ультрафильтр над
I. В [1] доказана

Лемма 1. Пусть f ∈ XI . Тогда существует единственная точка X0 ∈ X

такая, что для всякой окрестности V точки X0

{i ∈ I : f(i) ∈ V } ∈ D.

Эту точку обозначим, следуя [2], через D- lim f и назовемD-пределом функ-

ции f . В случае, когда D — ультрафильтр, X — компактное хаусдорфово про-
странство, теорема о существовании D-предела, аналогичная лемме 1, содер-
жится в [2]. Докажем некоторые утверждения о сходимости D-пределов.

Потребуется

Лемма 2. Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI , f ∈ XI и

{i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} ∈ D.

Тогда для всякой окрестности V точки D- lim f существует такой номер N , что

{i ∈ I : fn(i) ∈ V } ∈ D

при всех n ≥ N .

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству теоремы 6 из [1].

Теорема 1. Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI , f ∈ XI и существует база B окрестно-

стей точки D- lim f , состоящая из (открытых) множеств типа Fσ. Пусть

{i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} ∈ D.

Тогда последовательность {D- lim fn}
∞
n=1 сходится к точке D- lim f .

Доказательство. Положим X0 = D- lim f . Пусть U — окрестность точки
X0 в пространстве X . Найдется окрестность V ∈ B точки X0 такая, что V ⊂ U .
По лемме 2 существует такой номер N , что

{i ∈ I : fn(i) ∈ V } ∈ D

c© 2016 Черников П. В.
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при всех n ≥ N . По условию множество V имеет тип Fσ, т. е. V =
∞⋃
k=1

Fk, где

Fk — замкнутое подмножество пространства X , k ≥ 1. При n ≥ N имеем

{i ∈ I : fn(i) ∈ V } =
∞⋃

k=1

{i ∈ I : fn(i) ∈ Fk} ∈ D.

Значит, найдется номер kn такой, что {i ∈ I : fn(i) ∈ Fkn} ∈ D. Отсюда следует,
что

D- lim fn ∈ Fkn ⊂ V ⊂ U

при всех n ≥ N . Теорема доказана.

Определение [3]. Подмножество Z0 топологического пространства Z на-
зывается относительно секвенциально компактным, если каждая последова-
тельность его точек содержит подпоследовательность, сходящуюся к некоторой
точке пространства Z.

Теорема 2. Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI , f ∈ XI . Пусть

{i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} ∈ D

и подмножество {D- lim fn : n = 1, 2, . . .} пространства X относительно секвен-

циально компактно. Тогда последовательность {D- lim fn}
∞
n=1 сходится к точке

D- lim f .

Доказательство. Положим Xn = D- lim fn, n ≥ 1, X0 = D- lim f . Допу-
стим, что последовательность {Xn}

∞
n=1 не сходится к точке X0. Тогда найдутся

окрестностьU точкиX0 и подпоследовательность {Xnk}
∞
k=1 последовательности

{Xn}
∞
n=1 такие, что Xnk не принадлежит множеству U при всех k ≥ 1. Найдется

подпоследовательность {Xnkm}∞m=1 последовательности {Xnk}
∞
k=1, сходящаяся

к некоторой точке Y ∈ X . Так как Y не принадлежит U , то Y 6= X0. Последнее
противоречит теореме 5 из [1]. Теорема доказана.

Теорема 2 обобщает теорему 5 из [1].

Теорема 3. Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI , f ∈ XI и каждая точка D- lim fn, n ≥ 1,

имеет тип Gσ. Пусть

S = {i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} ∈ D.

Тогда последовательность {D- lim fn}
∞
n=1 сходится к точке D- lim f .

Доказательство. Положим Xn = D- lim fn, n ≥ 1. Так как точка Xn

имеет тип Gσ, то

Mn = {i ∈ I : fn(i) = Xn} ∈ D, n ≥ 1.

Пусть V — окрестность точки D- lim f . Имеем

M = S ∩ {i ∈ I : f(i) ∈ V } ∩

∞⋂

k=1

Mn 6= ∅.
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Пусть i0 ∈M . Найдется номер N такой, что fn(i0) ∈ V при n ≥ N , т. е. Xn ∈ V

при n ≥ N . Теорема доказана.

Сходимость D-пределов рассматривается также в [4, 5].
Дадим одно применение теоремы 6 из [1]. ПустьX∗ — финально компактное

регулярное хаусдорфово пространство. Обозначим через I∗ множество всех
счетно полных ультрафильтров над I. Для f ∈ XI

∗ можно определить функцию
F : I∗ → X∗ следующим образом:

F (L) = L- lim f, L ∈ I∗.

Теорема 4. Пусть D∗ — счетно полный ультрафильтр над множеством I∗.

Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI

∗ , f ∈ XI
∗ и

{i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} = I.

Тогда последовательность {D∗- limFn}
∞
n=1 сходится к точке D∗- limF (здесь

Fn(L) = L- lim fn, F (L) = L- lim f , L ∈ I∗).

Доказательство. Для любого L ∈ I∗ выполнено включение I ∈ L, по-
этому по теореме 6 из [1] последовательность {L- lim fn}

∞
n=1 сходится к L- lim f ,

т. е.
{L ∈ I∗ : lim

n→∞
Fn(L) = F (L)} = I∗, I∗ ∈ D∗.

Применяя еще раз теорему 6 из [1], получаем, что последовательность
{D∗- limFn}

∞
n=1 сходится к точке D∗- limF . Теорема доказана.
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в течение пяти лет.

8. Принятая к рассмотрению статья направляется на анонимное рецензи-
рование. На основании рецензии редсовет принимает решение о возможности
публикации статьи, которое сообщается автору. Автор вправе сообщить свои
замечания и возражения к рецензии. Повторное решение редсовета по статье
является окончательным.

9. Редакция издания направляет авторам представленных материалов ко-
пии рецензий или мотивированный отказ, а также обязуется направлять копии
рецензий в Министерство образования и науки Российской Федерации при по-
ступлении в редакцию издания соответствующего запроса.

10. Если статья принимается к опубликованию после доработки, то автор
направляет в редакцию файл ее последней версии. При подготовке файла сле-
дует использовать, как правило, макропакет AMS-TEX со стилевым файлом
amsppt.

11. Предоставление файлов в форматах TEX или LaTeX возможно только
при согласовании с редакцией. Автор не должен использовать необязательные
авторские командные последовательности, введенные для облегчения набора.
Запрещается переопределять греческие буквы, стандартные команды и т. п.

12. После редакционной подготовки непосредственно перед публикацией
автору высылается корректура. По возможности в наиболее короткие сроки
необходимо ее прочесть, внести исправления (правка против авторского ориги-
нала нежелательна) и направить в редакцию. Статья выходит в свет только
после получения от автора (коллектива авторов) авторской корректуры, под-
писанной автором (всеми соавторами) в печать.

13. В соответствии с международными законами об авторском праве Ре-
дакция уведомляет авторов журнала об их ответственности за получение ими в
случае необходимости письменного разрешения на использование охраняемых
авторским правом материалов, таких как цитаты, воспроизведение данных, ил-
люстраций и любых иных материалов, которые могут быть использованы в их
публикациях, а также о том, что вытекающая отсюда ответственность за на-
рушение таких авторских прав лежит на авторах. Плата за опубликование с
авторов или учреждений, где работают авторы, не взимается, и опубликованные
статьи не оплачиваются.

14. Права авторов на использование материалов статей и переводов статей
из журнала «Математические заметки СВФУ» в иных публикациях определя-
ются общими международными и российскими законами об авторских правах.


