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ОБ ОБРАТИМОСТИ ОДНОГО КЛАССА

ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ В ЛЕБЕГОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

М. Г. Гадоев, Ф. С. Исхоков

Аннотация. Строится правый регуляризатор для одного класса дифференциаль-
ных операторов с частными производными недивергентного вида в произвольной
(ограниченной или неограниченной) области � n-мерного евклидова пространства
с нестепенным вырождением на границе области, на его основе доказывается суще-

ствование обратного оператора в пространстве Lp(�).
Ключевые слова: дифференциальный оператор с частными производными, несте-
пенное вырождение, правый регуляризатор, обратный оператор, разбиение едини-
цы.

Введение

Одним из основных моментов в исследовании разделимости дифференци-
альных операторов (см., например, [1–7] и имеющуюся в них библиографию) яв-
ляется построение правого регуляризатора и доказательство обратимости иссле-
дуемого оператора. Большая часть работ по разделимости дифференциальных
операторов посвящена исследованию обыкновенных дифференциальных опера-
торов. Случай вырождающихся операторов с частными производными высоко-
го порядка в основном исследовался в [3–7]. В этих работах сначала задается
область �, в которой рассматривается дифференциальный оператор, и затем в
этой области определяются функции, которые характеризуют вырождения ко-
эффициентов дифференциального оператора. В отличие от этого в настоящей
работе область � и функции, характеризующие вырождения коэффициентов
дифференциального оператора, задаются в паре друг с другом и предполагает-
ся выполнение «условия погружения», введенного П. И. Лизоркиным в [8]. При
этом дифференцируемость функций, с помощью которых определяется вырож-
дение исследуемого оператора, не требуется.

1. Формулировка основного результата

Пусть � — произвольное открытое множество в n-мерном евклидовом про-
странстве Rn, и пусть

�(0) =

{
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : |xj | <

1
2
, j = 1, 2, . . . , n

}

c© 2016 Гадоев М. Г., Исхоков Ф. С.



4 М. Г. Гадоев, Ф. С. Исхоков

— единичный куб с центром в начале системы координат.
Для любых точки ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn и вектора ~t = (t1, t2, . . . , tn) с

положительными компонентами определим параллелепипед �~t(ξ) равенством

�~t(ξ) =

{
x ∈ Rn :

(
x1 − ξ1
t1

,
x2 − ξ2
t2

, . . . ,
xn − ξn
tn

)
∈ �(0)

}
.

Пусть gj(x), j = 1, n, — определенные в � положительные функции. Поло-
жим

�ε,~g(ξ) = �ε~g(ξ)(ξ),

где ε > 0 и ~g(ξ) = (g1(ξ), g2(ξ), . . . , gn(ξ)).
Далее в работе предполагается, что множество � и функции gj(x), j =

1, 2, . . . , n, связаны следующим условием.

(A) Существует постоянная ε0 > 0 такая, что для всех ξ ∈ � и ε ∈ (0, ε0)
параллелепипед �ε,~g(ξ) содержится в �.

Условие (А) является аналогом условия погружения, введенного П. И. Ли-
зоркиным в [8]. В этой работе также рассмотрены примеры областей � и поло-
жительных функций gj(x), j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяющих условию погруже-
ния.

Отметим, что вырождающиеся эллиптические операторы дивергентного
вида в случае, когда область � и функции gj(x), j = 1, 2, . . . , n, характери-
зующие вырождение коэффициентов исследуемого оператора, удовлетворяют
сформулированным выше условиям, ранее изучались в [9–11]. В этих рабо-
тах в основном исследовалась разрешимость вариационной задачи Дирихле и
изучались свойства ее решения. В отличие от этого здесь мы исследуем эллип-
тические операторы высокого порядка недивергентного вида и доказываем их
непрерывную обратимость в пространстве Lp(�), 1 < p < +∞.

Рассмотрим дифференциальное выражение

L(x,Dx) =
∑

|k|≤2r

ak(x)Dk
x, x ∈ �, (1)

где r — некоторое натуральное число, k = (k1, k2, . . . , kn) — мультииндекс, |k| =
k1 + k2 + · · · + kn — длина мультииндекса,

Dk
x =

(
1
i

∂

∂x1

)k1(1
i

∂

∂x2

)k2
. . .

(
1
i

∂

∂xn

)kn

и i — мнимая единица.
Символом B(τ,~g, �), где τ — положительное число, обозначим класс сим-

волов
L(x, s) =

∑

|k|≤2r

ak(x)s
k (x ∈ �, s ∈ Rn)

с измеримыми коэффициентами, удовлетворяющими следующим условиям:
(I) inf

x∈�,s∈Rn

|L(x, s)| = δ 6= 0;
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(II) |ak(x)sk
′ | ≤ τg

−k′′1
1 (x)g−k

′′
2

2 (x) . . . g−k
′′
n

n (x)|L(x, s)| для всех x ∈ �, s ∈ Rn,
k = k′ + k′′, k′′ 6= 0, |k| ≤ 2r;

(III)
∑

|k|≤2r

|(ak(x) − ak(y))sk| ≤ τ |L(x, s)| для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ �

таких, что |xj − yj| < ε2gj(x), j = 1, 2 . . . , n, ε ∈ (0, ε0).

Теорема 1. Пусть существует число λ > 0 такое, что

λ−1 ≤ gj(x)
gj(y)

≤ λ, j = 1, 2, . . . , n, (2)

для всех y ∈ � и всех x ∈ �ε,~g(y), и пусть при некотором K > 0 выполняется

неравенство ∑

|k|≤2r

|ak(x)sk| ≤ K|L(x, s)| (3)

для всех x ∈ �, s ∈ Rn.

Тогда найдется число τ0 = τ0(n, r, p,K) > 0, 1 < p < +∞, такое, что если

τ ∈ (0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то замыкание L(p) оператора L = L(·, D),D(L) =
C∞

0 (�), в пространстве Lp(�) существует и имеет непрерывный обратный.

Теорема 2. Пусть 1 < p < +∞, выполнены все условия теоремы 1 и τ0 —

такое же число, как в теореме 1. Тогда если τ ∈ (0, τ0) и L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то

имеет место неравенство

‖u;Lp(�)‖ ≤ C0‖L(p)u;Lp(�)‖, u ∈ D(L(p)), (4)

где число C0 > 0 зависит только от r, n, p,K и нижней грани функции |L(x, s)|,
x ∈ �, s ∈ Rn.

2. Вспомогательные леммы

Следующая лемма доказывается аналогично лемме 1 из [10].

Лемма 1. Пусть область� и положительные функции gj(x), j = 1, 2, . . . , n,

удовлетворяют сформулированным выше условиям.

Тогда существуют неотрицательные функции ψ1, ψ2, . . . из класса C∞
0 (�)

такие, что

(1)
+∞∑
m=1

ψ2
m(x) ≡ 1, x ∈ �;

(2) покрытие {suppψm}+∞
m=1 области � имеет конечную кратность �(n, λ),

где λ — константа из условия (2);
(3) для любого мультииндекса k существует конечное число Mk > 0 такое,

что ∣∣Dk
xψm(x)

∣∣ ≤Mkg
−k1
1 (x)g−k22 (x) . . . g−knn (x), x ∈ �;

(4) для всех x, y ∈ suppψm, m = 1, 2, 3, . . . , выполняется неравенство

|xj − yj | < ε2gj(x), j = 1, 2, . . . , n;
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(5) для любой функции f ∈ L1(�) справедливо соотношение

+∞∑

m=N

∫

�

χm(x)f(x) dx → 0, N → +∞,

где χm(x) — характеристическая функция множества suppψm.

Лемма 2 (см. лемму 2.2 из [4]). Пусть оператор T имеет вид

T =
+∞∑

m=1

χmTmχm,

где χm ,m = 1, 2, 3, . . . , — характеристическая функция множества suppψm, а

T1, T2, T3, . . . — последовательность непрерывных операторов в Lp(�) таких, что

� = sup
m=1,2,3,...

‖Tm‖p < +∞,

где p ∈ (1,+∞). Тогда T — ограниченный оператор и выполняется неравенство

‖Tm‖p ≤ �1/p(n, λ)�,

где �(n, λ) — кратность покрытия {suppψm}+∞
m=1 области �.

Будем говорить, что T — псевдодифференциальный оператор с символом

t(s), если

(Tu)(x) =
1

(2π)n

∫

Rn

eisx
(
t(s)

∫

Rn

e−isxu(y) dy

)
ds, D(T ) = C∞

0 (�).

Лемма 3 (см. лемму 2.3 из [4]). Пусть

A(s) =
∑

|k|≤2r

bks
k

— полином с постоянными коэффициентами, A(s) 6= 0 для всех s ∈ Rn, и пусть

Tk, |k| ≤ 2r, — псевдодифференциальный оператор в Rn с символом tk(s) =
skA−1(s).

Пусть выполняется неравенство
∑

|k|≤2r

|bksk| ≤ K|A(s)|. (5)

Тогда оператор Tk, |k| ≤ 2r, имеет непрерывное продолжение в Lp(Rn) при

любом p ∈ (1,+∞) и выполнено неравенство

‖Tk‖p ≤M sup
s∈Rn

|tk(s)|, (6)

где число M зависит только от r, p, n и K.

Замечание 1. В случае p = 2 утверждение леммы 3 имеет место без пред-
положения о выполнении неравенства (5), при этом в (6) M = 1.
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Пусть 1 < p < +∞. Положим q = p/(p− 1). В силу неравенства Гёльдера
обозначение

(u, v) =
∫

�

u(x)v(x) dx

имеет смысл для всех u ∈ Lp(�) и всех v ∈ Lq(�).
Рассмотрим дифференциальный оператор

(Qu)(x) =
∑

|k|≤2r

qk(x)Dk
xu(x), D(Q) = C∞

0 (�).

Предположим, что существуют локально ограниченные в � производныеDlqk(x),
|l| ≤ |k| ≤ 2r, и рассмотрим оператор

(Q′u)(x) =
∑

|k|≤2r

Dk
x(qk(x)u(x)), D(Q′) = C∞

0 (�).

Обозначим черезQ(p) замыкание оператораQ в пространстве Lp(�), а через
Q′

(q) — замыкание оператора Q′ в пространстве Lq(�).
По определению сопряженного оператора функция u(x) ∈ Lp(�) принад-

лежит области определения оператора (Q′
(q))

∗ тогда и только тогда, когда най-
дется функция σ(x) ∈ Lp(�) такая, что

(σ, ϕ) = (u,Q′
(q)ϕ), ϕ ∈ D(Q′

(q)),

при этом σ = (Q′
(q))

∗u.

Символом 〈f, ϕ〉 обозначим значение обобщенной функции f ∈ D′(�) на
функции ϕ ∈ C∞

0 (�). Обобщенная функция f(x) отождествляется с некоторой
функцией g(x) ∈ L1,loc(�), если

〈f, ϕ〉 =
∫

�

g(x)ϕ(x) dx, ϕ ∈ C∞
0 (�).

Для u ∈ L1,loc(�) определим обобщенные функции qk(x)Dk
xu(x), |k| ≤ 2r,

по формуле

〈qkDku, ϕ〉 = (−1)|k|
∫

�

u(x)Dk
x(qk(x)ϕ(x)) dx, ϕ ∈ C∞

0 (�).

Положим
σ(x) =

∑

|k|≤2r

qk(x)Dk
xu(x). (7)

Лемма 4 (см. лемму 2.6 из [4]). Справедливы следующие утверждения.

(a) Функция u(x) принадлежит области определения оператора (Q′
(q))

∗ то-

гда и только тогда, когда u(x) ∈ Lp(�) и найдется функция v(x) ∈ Lp(�) такая,

что

(v, ϕ) = (u,Q′ϕ), ϕ ∈ C∞
0 (�).
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(б) Оператор (Q′
(q))

∗ является расширением оператора Q(p), т. е. Q(p) ⊂
(Q′

(q))
∗.

(в) Если ядро ker(Q′
(q))

∗ = 0 и область значений R(Q(p)) оператора Q(p)

совпадает с Lp(�), то Q(p) = (Q′
(q))

∗.

(г) Функция u(x) принадлежит D((Q′
(q))

∗) тогда и только тогда, когда

u(x) ∈ Lp(�) и обобщенная функция σ(x) (7) принадлежит пространству Lp(�).

3. Доказательство теоремы 1

Пусть функции ψm(x), m = 1, 2, 3, . . . , такие же, как в лемме 1. В каж-
дом множестве suppψm, m = 1, 2, 3, . . . , фиксируем точки {x(m,k), |k| ≤ 2r} и
положим

Lm(s) =
∑

|k|≤2r

ak(x(m,k))sk, s ∈ Rn. (8)

В пространстве Lp(�) (1 < p < +∞) вводим операторы

F =
+∞∑

m=1

ψm�mψm, D(F ) = C∞
0 (�),

F ′ =
+∞∑

m=1

ψm�
′
mψm, D(F ′) = C∞

0 (�),

(9)

где �m, �′
m, m = 1, 2, 3, . . . , — псевдодифференциальные операторы в Rn с

символами �m(s) = L−1
m (s), �′

m(s) = �m(s) соответственно. На функциях u, v ∈
C∞

0 (�) выполняются равенства

(Fu, v) = (u, F ′v), (�mu, v) = (u,�′
mv), m = 1, 2, 3, . . . .

Символами F(p), F ′
(q) обозначим замыкания операторов F , F ′ с областями опре-

деления D(F ) = D(F ′) = C∞
0 (�) в пространствах Lp(�), Lq(�) соответственно.

Если коэффициенты ak(x), |k| ≤ 2r, дифференциального оператора L =
L(x,Dx) (D(L) = C∞

0 (�)) дифференцируемы достаточное число раз, то фор-
мально сопряженный дифференциальный оператор L′(x,Dx) задается равен-
ством

L′(x,Dx)u =
∑

|k|≤2r

Dk
x(ak(x)u(x)). (10)

Однако в теореме 1 дифференцируемость коэффициентов ak(x), |k| ≤ 2r, не
предполагается. Поэтому в рассматриваемом случае равенство (10) теряет
смысл и трудно исследовать оператор (L(q))∗, сопряженный по отношению к
оператору L(q). В связи с этим обстоятельством мы вводим другое дифференци-
альное выражение с гладкими коэффициентами, которое связано с выражением
L(x,Dx) и имеет некоторые близкие свойства.

Положим
G(x,Dx) =

∑

|k|≤2r

ãk(x)Dk
x, x ∈ �, (11)
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где

ãk(x) =
∞∑

m=1

ak(x
(m,k))ψ2

m(x), |k| ≤ 2r. (12)

Обозначим через G′(x,Dx) дифференциальное выражение, сопряженное к
G(x,Dx).

Отметим некоторые соотношения между символами L(x, s), Lm(s) и

G(x, s) =
∑

|k|≤2r

ãk(x)sk. (13)

Из условия (III) имеем

|(ak(x) − ak(y))s
k| ≤ τ |L(x, s)|, |k| ≤ 2r,

для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ suppψm, m = 1, 2, 3, . . . . Подставляя в этом
неравенстве y = x(k,m), имеем

|(ak(x) − ak(x(k,m)))sk| ≤ τ |L(x, s)|. (14)

В силу этого неравенства получаем

|L(x, s) − Lm(s)| ≤
∑

|k|≤2r

|(ak(x) − ak(x(k,m)))sk|

≤ τ |L(x, s)|
∑

|k|≤2r

1 = τ(2r)n|L(x, s)|.

Отсюда при выполнении условия

0 < τ <
1
2

(
1
2r

)n
(15)

следует, что

|L(x, s) − Lm(s)| ≤ 1
2
|L(x, s)|, x ∈ suppψm.

Следовательно,
|L(x, s)| ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3|L(x, s)| (16)

для всех s ∈ Rn и всех x ∈ suppψm, m = 1, 2, 3, . . . .
Согласно лемме 1 семейство функций {ψ2

m(x)}∞m=1 образует разбиение еди-
ницы области � конечной кратности �(n, λ). Поэтому, используя равенство
(12), имеем

ak(x) − ãk(x) =
∞∑

j=1

ak(x)ψ2
j (x) − ãk(x) =

∞∑

j=1

(ak(x) − ak(x(k,j)))ψ2
j (x).

В силу условии (III) имеем

|(ak(x) − ãk(x))sk| ≤
∞∑

j=1

|(ak(x) − ak(x(k,j)))sk|ψ2
j (x)

≤ τ |L(x, s)|
∞∑

j=1

ψ2
j (x) = τ |L(x, s)|,
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т. е.
|(ak(x) − ãk(x))sk| ≤ τ |L(x, s)|. (17)

Используя равенство (13), получаем

|L(x, s) −G(x, s)| ≤
∑

|k|≤2r

|(ak(x) − ãk(x))sk|

≤ τ |L(x, s)|
∑

|k|≤2r

1 = τ(2r)n|L(x, s)|.

Отсюда при выполнении условия (15) следует, что

|L(x, s)| ≤ 2|G(x, s)| ≤ 3|L(x, s)|

для всех s ∈ Rn и x ∈ �.

Лемма 5. В условиях теоремы 1 существует положительное число t∗0 та-

кое, что если τ ∈ (0, t∗0), то существуют операторы �1, �2 ∈ Lp[�] с ‖·‖p-нормами,

не превосходящими 1/2, такие, что на функциях u ∈ C∞
0 (�) выполняются ра-

венства

GFu = (E + �1)u, G′F ′u = (E + �2)u, (18)

где E — тождественный оператор.

Доказательство. В этой лемме и далее символом Lp[�] обозначено про-
странство всех линейных операторов, действующих из C∞

0 (�) в L1(�)∩L∞(�),
замыкания которых в пространстве Lp(�) являются ограниченными оператора-
ми.

Так как �m — псевдодифференциальный оператор в Rn с символом Lm(s)
(см. (8)) и

Lm = Lm(x;Dx) =
∑

|k|≤2r

ak(x
(m,k))Dk

x, D(Lm) = C∞
0 (�),

— дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами, то

∞∑

m=1

ψmLm�mψm =
∞∑

m=1

ψ2
m = E.

Используя это равенство, имеем

GFu =
∞∑

m=1

Gψm�mψmu =
∞∑

m=1

[G,ψm]�mψmu+
∞∑

m=1

ψmG�mψmu

=
∞∑

m=1

[G,ψm]�mψmu+
∞∑

m=1

ψm(G−Lm)�mψmu+
∞∑

m=1

ψmLmψm�mu = (�1+E)u,

где

�1 =
∞∑

m=1

[G,ψm]�mψm +
∞∑

m=1

ψm(G− Lm)�mψm. (19)

Здесь и далее символ [·, ·] обозначает коммутатор, т. е. [T1, T2] = T1T2 − T2T1.
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Таким образом, мы доказали равенство

GFu = (E + �1)u, u ∈ C∞
0 (�),

где оператор �1 определяется равенством (19).
Представим оператор �1 в виде

�1 = �∗ + �0, (20)

где

�∗ =
∞∑

m=1

[G,ψm]�mψm, �0 =
∞∑

m=1

ψm(G− Lm)�mψm. (21)

Заметим, что

[G,ψm]u = G(ψmu) − ψmG(u) =
∑

|k|≤2r

ãk(x)Dk
x(ψm(x)u(x))

−
∑

|k|≤2r

ãk(x)ψm(x)Dk
xu(x) =

∑

|k|≤2r

ãk(x)
[ ∑

k′+k∗=k,

k′ 6=0

(
Dk′

x ψm(x)
)(
Dk∗

x u(x)
)]
.

Поэтому

�∗ =
∞∑

m=1

( ∑

|k|≤2r

ãk(x)
∑

k′+k∗=k,

k′ 6=0

ψ(k′)
m �(k∗)

m ψm
)
,

где ψ(k′)
m = Dk′

x ϕm(x) и �(k∗)
m — псевдодифференциальный оператор в Rn с сим-

волом sk
∗

L−1
m (s). На основе этого равенства, применяя лемму 2, получаем

‖�∗‖p ≤M1

∑

|k|≤2r

∑

k′+k∗=k,

k′ 6=0

P
(k′,k∗)
k , (22)

где

P
(k′,k∗)
k = sup

m=1,2,3,...

∥∥ψ(k′)
m ãk�

(k∗)
m ψm

∥∥
p
. (23)

Применяя лемму 3, оценим норму псевдодифференциального оператора �(k∗)
m :

∥∥�(k∗)
m

∥∥
p
≤M2 sup

s∈Rn

∣∣sk∗L−1
m (s)

∣∣. (24)

Согласно п. 3 леммы 1 имеет место неравенство

sup
x∈suppψm

∣∣ψ(k′)
m (x)gk

′
1

1 (x)gk
′
2

2 (x) . . . gk
′
n
n (x)

∣∣ ≤M∗
k <∞. (25)

Из (23)–(25) следует, что

P
(k′,k∗)
k ≤M sup

∣∣g−k
′
1

1 (x)g−k
′
2

2 (x) . . . g−k
′
n

n (x)ãk(x) · sk
∗

L−1
m (s)

∣∣, (26)

где супремум берется по x ∈ suppψm, s ∈ Rn, m = 1, 2, 3, . . . .
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Из равенства (12) в силу условия (II) имеем

|ãk(x)sk
∗ | ≤

∞∑

j=1

|ak(x(k,j))sk
∗ |ψ2

j (x)

≤ τ
∞∑

j=1

g
−k′1
1 (x(k,j))g−k

′

2

2 (x(k,j)) . . . g−k
′

n
n (x(k,j)) · |L(x(k,j), s)|ψ2

j (x). (27)

Заметим, что для всех x ∈ suppψj имеют место следующие неравенства:

g−1
m (x(k,j)) ≤ λg−1

m (x), m = 1, 2, . . . ;

|L(x, s) − L(x(k,j), s)| < τ |L(x, s)|.
Первое неравенство следует из (2), а второе — из условия (III).

В силу последних неравенств из (27) следует, что

|ãk(x)sk∗| ≤ τλ|k
′|(1 + τ)|L(x, s)|g−k

′
1

1 (x)g−k
′
2

2 (x) . . . g−k
′
n

n (x)

для всех x ∈ �, s ∈ Rn, k = k′ + k∗, k′ 6= 0.
Если x ∈ suppψm, то в силу неравенства (16) из последнего неравенства

вытекает, что

|ãk(x)sk
∗ | ≤ τM0g

−k′1
1 (x)g−k

′
2

2 (x) . . . g−k
′
n

n (x)|Lm(s)|.

Используя это неравенство, из (26) имеем

P
(k′,k∗)
k ≤ τM2 (28)

для всех k = k′ + k∗, |k| ≤ 2r, k′ 6= 0.
Таким образом (см. (22), (28)), существует M3 > 0 такое, что

‖�∗‖p ≤ τM3. (29)

Оценим норму оператора �0. Из равенства (21) в силу леммы 2 имеем

‖�0‖p ≤ �(n, ν) sup
m=1,2,...

‖ψm(G− Lm)�mψm‖p. (30)

Заметим, что
(G− Lm)u =

∑

|k|≤2r

(ãk(x) − ak(x
(k,m)))Dk

xu.

Поэтому

‖ψm(G− Lm)�mψm‖p ≤ sup
∣∣(ãk(x) − ak(x(k,m)))skL−1

m (s)
∣∣, (31)

где супремум берется по s ∈ Rn и x ∈ suppψm. Здесь также воспользовались
леммой 3.

Из неравенств (14) и (16) следует, что

|(ak(x) − ãk(x))sk| ≤ 2τ |Lm(s)|, x ∈ suppψm, s ∈ Rn.
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С другой стороны, из (16), (17) имеем

|(ak(x) − ãk(x))sk| ≤ 2τ |Lm(s)|, x ∈ suppψm, s ∈ Rn.

Поэтому из (31) следует, что

‖ψm(G− Lm)�mψm‖p ≤ τM4 (32)

для всех m = 1, 2, . . . ; M4 — некоторое конечное положительное число.
Таким образом (см. (30), (32)), существует положительное число M5 такое,

что
‖�0‖p ≤ τM5.

Учитывая равенство (см. (20)) �1 = �∗ + �0, из (29) получим

‖�1‖p ≤ τ(M3 +M5).

Следовательно, существует число t′ > 0 такое, что при τ ∈ (0, t′) норма опера-
тора �1 не превосходит 1/2.

Утверждение леммы 5 относительно оператора GF доказано. Оставшая-
ся часть утверждения этой леммы относительно оператора G′F ′ доказывается
аналогично.

Если T — некоторый оператор с областью определения D(T ) = C∞
0 (�), до-

пускающий замыкание в пространстве Lp(�), то далее обозначим это замыкание
через T(p).

Лемма 6. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда найдется поло-

жительное число t∗1 такое, что если τ ∈ (0, t∗1) и L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то оператор

G = G(·, D), D(G) = C∞
0 (�),

в пространстве Lp(�), 1 < p < ∞, имеет замыкание G(p) со следующими свой-

ствами:

G(p)F(p) = E + �1,(p), (33)

R(G(p)) = Lp(�). (34)

Здесь �1,(p) — замыкание в Lp(�) оператора �1, D(�1) = C∞
0 (�), из леммы 5.

Доказательство. Согласно лемме 5 (см. (18))

GFu = (E + �1)u, u ∈ C∞
0 (�), (35)

где �1 ∈ Lp[�] и ‖�1‖p ≤ 1/2. Следовательно,

‖�1u;Lp(�)‖ ≤ 1
2
‖u;Lp(�)‖ (36)

для всех u ∈ C∞
0 (�). В силу плотности класса C∞

0 (�) в Lp(�) из (36) следует,
что оператор �1, D(�1) = C∞

0 (�), допускает в Lp(�) замыкание �1,(p), норма
которого не превосходит 1/2. Поэтому

D(�1,(p)) = Lp(�). (37)
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Обозначим через −→
p

сходимость по норме пространства Lp(�).

Пусть v — произвольный элемент из Lp(�). В силу плотности класса C∞
0 (�)

в Lp(�) существует последовательность функций {vj}∞j=1 ⊂ C∞
0 (�) такая, что

vj −→
p
v при j −→ ∞. В силу определения оператора �1,(p) имеем

(E + �1)vj −→
p

(E + �1,(p))v при j −→ ∞.

Из (35) следует, что

(E + �1)vj = GFvj , j = 1, 2, 3, . . . ,

поэтому
GFvj −→

p
(E + �1,(p))v, j −→ ∞. (38)

По определению (см. (9))

F =
∞∑

m=1

ψm�mψm,

где �m — псевдодифференциальный оператор в Rn с символом L−1
m (s) (см. (8)).

Согласно лемме 3 оператор �m имеет непрерывное продолжение в Lp(Rn) и

‖�m‖p ≤M sup
s∈Rn

∣∣L−1
m (s)

∣∣.

Поэтому оператор F , D(F ) = C∞
0 (�), допускает замыкание в пространстве

Lp(�). Это замыкание обозначим через F(p). Следовательно,

Fvj −→
p
F(p)v, j −→ ∞. (39)

Пусть R(F(p)) — область значений оператора F(p), и пусть u(x) — произвольный
элемент из R(F(p)). Существует функция v(x) ∈ Lp(�) такая, что u = F(p)v.
Пусть {vj}∞j=1 — последовательность функций из C∞

0 (�) такая, что vj −→
p

v,

j −→ ∞. Тогда из (39) следует, что uj −→
p

u, j −→ ∞, где uj = Fvj , j =

1, 2, 3 . . . .
Так как uj ∈ C∞

0 (�) для всех j = 1, 2, 3 . . . и G(p) — замыкание оператора
G = G(·, D), D(G) = C∞

0 (�), то

Guj −→
p
G(p)u, j −→ ∞.

Отсюда в силу равенств uj = Fvj , u = F(p)v имеем

GFvj −→
p
G(p)F(p)v, j −→ ∞.

Применяя равенство (38), получим

G(p)F(p)v = (E + �1,(p))v (40)

для всех v ∈ Lp(�) ∩D(F(p)). Так как F(p) — непрерывное продолжение опера-
тора F , D(F ) = C∞

0 (�), на все пространство, равенство (40) имеет место для
всех v ∈ Lp(�). Равенство (33) доказано.
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Так как D(�1,(p)) = Lp(�) и ‖�1,(p)‖p ≤ 1/2, согласно известной теореме
из теории операторов (см., например, [12, с. 230]) (E + �1,(p)) — непрерывно
обратимый оператор и

‖(E + �1,(p))
−1‖p <

1
1 − ‖�1,(p)‖p

.

Следовательно,

R(E + �1,(p)) = D((E + �1,(p))
−1) = Lp(�).

Отсюда и из равенства (33) следует, что G(p)F(p) — обратимый оператор и

(G(p)F(p))
−1 = (E + �1,(p))

−1. (41)

Поэтому
R(G(p)F(p)) = D((G(p)F(p))

−1) = Lp(�).

Так как R(G(p)F(p)) ⊆ R(G(p)) и R(G(p)) ⊆ Lp(�), отсюда следует, что R(G(p)) =
Lp(�). Равенство (34) доказано.

Аналогично лемме 6 доказывается

Лемма 6*. В условиях теоремы 1 существует число t∗2 > 0 такое, что

если τ ∈ (0, t∗2) и L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то оператор G′ = G′(·, D), D(G′) =
C∞

0 (�), в пространстве Lq(�), 1 < q <∞, имеет замыкание G′
(q) со следующими

свойствами:

G′
(q)F

′
(q) = E + �2,(q); (42)

R(G′
(q)) = Lq(�).

Здесь �2,(q) — замыкание в Lq(�) оператора �2, D(�2) = C∞
0 (�), из леммы 5.

Лемма 7. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и t∗3 = min{t∗1, t∗2}, где

t∗1, t
∗
2 — константы из лемм 6 и 6∗ соответственно. Тогда если L(x, s) ∈ B(τ,~g, �),

1 < p <∞, q = p/(p− 1), то

G(p) = (G′
(q))

∗, G′
(q) = G∗

(p). (43)

Более того, операторы G(p) и G′
(q) имеют непрерывные обратные и для них

выполняются равенства

G−1
(p) = F(p)(E +S1), (G′

(q))
−1 = F ′

(q)(E +S2), (44)

где операторыS1, S2 соответственно принадлежат пространствамLp[�], Lq[�]
и их норма меньше единицы.

Доказательство. Обычным интегрированием по частям доказывается ра-
венство (Gu, v) = (u,G′v) для всех u, v ∈ C∞

0 (�). Следовательно,

(G(p)u, v) = (u,G′
(q)v), u, v ∈ C∞

0 (�).

C другой стороны, согласно определению сопряженного оператора

(G(p)u, v) = (u, (G(p))
∗v)
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для всех u ∈ D(G(p)), v ∈ D(G∗
(p)). Таким образом,

G∗
(p)v = G′

(q)v, v ∈ C∞
0 (�).

Согласно известной теореме из теории операторов в банаховом пространстве
(см., например, [12, с. 233]) если A — непрерывный линейный оператор в неко-
тором банаховом пространстве, то имеет место следующее равенство: (kerA)⊥ =
R(A∗), где знак ⊥ означает ортогональное дополнение. Поэтому из равенства
(42), т. е. R(G′

(q)) = Lq(�), следует, что

ker(G′
(q))

∗ = 0. (45)

Так как (см. (34)) область значений R(G(p)) оператора G(p) совпадает с Lp(�),
применяя п. (в) леммы 4, из (45) получим G(p) = (G′

(q))
∗. Первое равенство в

(43) доказано. Аналогичными рассуждениями доказывается и второе равенство
в (43).

Из равенств (43) и (45) следует, что

kerG(p) = ker(G′
(q))

∗ = 0.

Следовательно, G(p) — обратимый оператор. Поэтому из равенства (41) имеем

F−1
(p)G

−1
(p) = (F(p)G(p))

−1 = (E + �1,(p))
−1. (46)

Рассмотрим оператор S1 = (E + �1,(p))
−1 − E.

Используя (46), имеем

F(p)(E +S1) = F(p)(E + �1,(p))
−1 = F(p)F

−1
(p)G

−1
(p) = G−1

(p).

Первое равенство в (44) доказано.
Из (43), (34) имеем R((G(q)))∗ = R(G(p)) = Lp(�). Так как (ker(G′

(q)))
⊥ =

R((G′
(q))

∗), отсюда следует, что ker(G′
(q)) = 0. Поэтому G′

(q) — непрерывно
обратимый оператор.

Обозначим S2 = (E + �2,(q))
−1 − E.

Действуя так же, как в доказательстве равенства (41), из равенства (42) нахо-
дим

(G′
(q)F

′
(q))

−1 = (E + �2,(q))
−1.

Имеем

F ′
(q)(E +S2) = F ′

(q)(E + �2,(q))
−1 = F ′

(q)F
−1
(q) (G′

(q))
−1 = (G′

(q))
−1.

Второе равенство в (43) доказано.
Применяя теорему 5 из [12, с. 230], получаем

‖(E + �1,(p))
−1‖p =

∥∥∥∥∥

∞∑

j=0

(−1)j(�1,(p))
j

∥∥∥∥∥
p

≤ 1
1 − ‖�1,(p)‖p

< 1.
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Аналогично имеем

‖(E + �2,(q))
−1‖q =

∥∥∥∥∥

∞∑

j=0

(−1)j(�2,(q))
j

∥∥∥∥∥
q

≤ 1
1 − ‖�2,(q)‖q

< 1.

Отсюда следует, чтоS1 = (E + �1,(p))
−1 − E =

∞∑

j=1

(−1)j(�1,(p))
j ,

поэтому

‖S1‖p ≤
1

1 − ‖�1,(p)‖p
< 1.

Аналогично доказывается, чтоS2 = (E + �2,(q))
−1 − E =

∞∑

j=1

(−1)j(�2,(q))
j ,

‖S2‖q ≤
1

1 − ‖�2,(q)‖q
< 1.

Лемма 7 доказана полностью.

Лемма 8. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и t∗3 — постоянная из

леммы 7. Тогда если τ ∈
(
0, t∗3

)
и L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то имеют место следующие

равенства:

R(F(p)) = D(G(p)), (47)

kerF(p) = 0. (48)

Доказательство. Пусть u(x) — произвольный элемент из R(F(p)). Тогда
существует функция v(x) ∈ Lp(�) такая, что

u(x) = (F(p)v)(x), x ∈ �. (49)

Согласно нашим обозначениям F(p) — замыкание оператора

F =
∞∑

m=1

ψm�mψm, D(F ) = C∞
0 (�),

в Lp(�). Поэтому существует последовательность {vj}∞j=1 ⊂ C∞
0 (�) такая, что

vj −→
p
v, Fvj −→

p
F(p)v, j −→ ∞. (50)

Положим uj = Fvj . Тогда из (49), (50) следует, что uj −→
p
u, j −→ ∞.

Так как uj ∈ C∞
0 (�), согласно лемме 5 GFvj = (E + �1)vj , j = 1, 2, 3, . . . .

В силу ограниченности оператора E + �1 имеем (E + �1)vj −→
p

(E + �1,(p))v,

j −→ ∞. Поэтому GFvj −→
p

(E + �1,(p))v = G(p)F(p)v, j −→ ∞. Следовательно,

uj −→
p
u и Guj −→

p
Gu при j −→ ∞, т. е. u ∈ D(G(p)).
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Таким образом, доказали включение

R(F(p)) ⊂ D(G(p)). (51)

Пусть w ∈ D(G(p)). Положим v = G(p)w. Так как согласно лемме 7 существует
обратный оператор G−1

(p), то w = G−1
(p)v. Отсюда и из равенства (43) следует,

что w = F(p)(E + S1)v. Следовательно, w ∈ R(F(p)), и доказано включение
D(G(p)) ⊂ R(F(p)). Отсюда и из (51) следует равенство (47).

Докажем равенство (48). Пусть F(p)v = 0. Тогда из равенства (см. (33))
G(p)F(p)v = (E + �1)v следует, что

(E + �1)v = 0. (52)

Из обратимости оператора E + �1 следует, что ker(E + �1) = 0. Поэтому из (52)
имеем v = 0. Равенство (48) доказано, что завершает доказательство леммы 8.

Лемма 9. В условиях теоремы 1 существует число t∗4 > 0 такое, что если

τ ∈ (0, t∗4) и L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то существует оператор � ∈ Lp[�] с ‖·‖p-нормой,

не превосходящей 1/2, такой, что

LFu = (E + � )u (53)

для всех функций u ∈ C∞
0 (�).

Доказательство. Напомним, что (см. (9))

F =
+∞∑

m=1

ψm�mψm, D(F ) = C∞
0 (�),

где �m, m = 1, 2, 3, . . . , — псевдодифференциальные операторы в Rn с символа-
ми �m(s) = L−1

m (s) (см. (8)).
Определим дифференциальный оператор

Lm(x,D) =
∑

|k|≤2r

ak(x(m,k))Dk
x, D(Lm) = C∞

0 (�).

Так как этот оператор с постоянными коэффициентами, то

(Lm�mu)(x) = u(x), u ∈ C∞
0 (�).

В силу того, что система функций
{
ψ2
m

}∞
m=1

образует разбиение единицы обла-
сти �, имеем

+∞∑

m=1

ψmLm�mψm =
+∞∑

m=1

ψ2
m = E, (54)

где E — тождественный оператор. Используя равенство (54), получаем

LFu =
+∞∑

m=1

Lψm�mψmu =
+∞∑

m=1

[L,ψm]�mψmu

+
+∞∑

m=1

ψmL�mψmu =
+∞∑

m=1

[L,ψm]�mψmu

+
+∞∑

m=1

ψm(L− Lm)�mψmu+ u.
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Следовательно, равенство (53) имеет место, если определим оператор � следу-
ющим образом:

� =
+∞∑

m=1

[L,ψm]�mψm +
+∞∑

m=1

ψm(L− Lm)�mψm.

Оценим норму этого оператора. Для этого представим оператор � в виде

� = � ′ + � ′′, (55)

где

� ′ =
+∞∑

m=1

[L,ψm]�mψm, � ′′ =
+∞∑

m=1

ψm(L− Lm)�mψm. (56)

Для u ∈ C∞
0 (�) имеем

[
Dk
x, ψm

]
u(x) = Dk

x(ψm(x)u(x))−ψm(x)Dk
xu(x) =

∑

k′+k′′=k,

k′ 6=0

(
Dk′

x ψm(x)
)(
Dk′′

x u(x)
)
.

Поэтому

� ′ =
∞∑

m=1

( ∑

|k|≤2r

ak(x)
∑

k′+k′′=k,

k′ 6=0

ψ(k′)
m �(k′′)

m ψm
)
,

где ψ(k′)
m (x) = Dk′

x ψm(x) и �
(k′′)
m — псевдодифференциальный оператор в Rn с

символом sk
′′

L−1
m (s).

Применяя лемму 2, оценим норму оператора � ′. Имеем

‖� ′‖p ≤ �1/p(n, λ)
∑

|k|≤2r

∑

k′+k′′=k,

k′ 6=0

F (k)
k′,k′′ , (57)

где F (k)
k′,k′′ = sup

m=1,2,3,...

∥∥ψ(k′)
m ak�

(k′′)
m ψm

∥∥
p
. (58)

Согласно п. 3 леммы 1 функции ψm(x) для любого мультииндекса k′, |k′| ≤ 2r,
удовлетворяют условию

sup
x∈suppψm

∣∣ψ(k′)
m (x)gk

′
1

1 (x)gk
′
2

2 (x) . . . gk
′
n
n (x)

∣∣ ≤Mk′ < +∞. (59)

Для оценки нормы псевдодифференциального оператора �k
′′

m используем
лемму 3 и неравенство (16). В результате приходим к оценке

∥∥�(k′′)
m

∥∥ ≤M∗ sup
s∈Rn

∣∣sk′′L−1
m (s)

∣∣ ≤M ′
∗ sup |sk′′L−1(x, s)|, (60)

где супремум берется по x ∈ suppψm, s ∈ Rn. Из (58)–(60) получимF (k)
k′,k′′ ≤M ′′

∗ sup
x∈suppψm,

s∈Rn

∣∣ak(x)g−k
′
1

1 (x)g−k
′
2

2 (x) . . . g−k
′
n

n (x)sk
′′

L−1(x, s)
∣∣.
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Так как L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), в силу условия (II) (см. определение классаB(τ,~g, �))
из этого неравенства следует, чтоF (k)

k′,k′′ ≤M∗∗τ.

С учетом этой оценки из (57) вытекает, что

‖� ′‖p ≤ M0τ, (61)

где M0 — некоторая положительная постоянная.
Оценим норму оператора � ′′. Применяя лемму 2, из (56) имеем

‖� ′′‖p ≤ �1/p(n, λ) sup
m=1,2,...

∥∥ψm(L− Lm)�mψm
∥∥
p
. (62)

Так как
L(x, Dx) − Lm(Dx) =

∑

|k|≤2r

(ak(x) − ak(x
(m,k)))Dk

x,

то
‖ψm(L− Lm)�mψm‖p ≤

∑

|k|≤2r

∥∥ψm(ak(x) − ak(x
(m,k)))�(k)

m ψm
∥∥
p
, (63)

где �(k)
m — псевдодифференциальный оператор в Rn с символом skL−1

m (s).
Используя лемму 3, оценим норму псевдодифференциального оператора

�
(k)
m : ∥∥�(k)

m

∥∥
p
≤M sup

s∈Rn

∣∣skL−1
m (s)

∣∣.

Отсюда и из (63) следует, что

‖ψm(L − Lm)�mψm‖p ≤M sup
∑

|k|≤2r

∣∣(ak(x) − ak(x(m,k)))skL−1
m (s)

∣∣,

где супремум берется по x ∈ suppψm, s ∈ Rn.
Используя неравенство (16) и условие (III) (см. определение классаB(τ,~g, �)),

получаем

‖ψm(L − Lm)�mψm‖p ≤M ′ sup
∑

|k|≤2r

|(ak(x) − ak(x
(m,k)))skL−1(x, s)| ≤M0τ.

Таким образом (см. (62)),
‖� ′′‖p ≤ M1τ, (64)

где M1 — некоторая положительная постоянная.
Объединяя (55), (61), (64), находим

‖�‖p ≤ τ(M0 + M1).

Следовательно, при t∗4 = 1
2(M0+M1)

и τ ∈ (0, t∗4) норма оператора � не превосходит
1/2.

Лемма 9 доказана.
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Переходим к доказательству теоремы 1. Сначала покажем, что оператор
(см. (1)) L = L(·, D), D(L) = C∞

0 (�), допускает замыкание в пространстве
Lp(�), 1 < p <∞. Для этого достаточно показать, что если Luj −→

p
v, uj −→

p
0

при j −→ +∞, где v ∈ Lp(�) и uj ∈ C∞
0 (�) для j = 1, 2, . . . , то v = 0.

Так как C∞
0 (�) ⊂ D(G(p)) и согласно лемме 6 (см. (34)) D(G(p)) = R(F(p)),

то uj ∈ R(F(p)) для j = 1, 2, . . . . Следовательно, существуют функции vj ∈
Lp(�), j = 1, 2, . . . , такие, что uj = F(p)vj , j = 1, 2, . . . . Поэтому LF(p)vj −→

p
v и

F(p)vj −→
p

0 при j −→ +∞. Далее, применяя лемму 9 (см. (53)), имеем

LF(p)vj = (E + �(p))vj −→
p
v, F(p)vj −→

p
0 при j −→ +∞.

Отсюда в силу обратимости оператора (E + �(p)) следует, что

vj −→
p

(E + �(p))
−1v, F(p)vj −→

p
0 при j −→ +∞. (65)

Так как F(p) — замкнутый непрерывный оператор, из того, что vj −→
p

w,

F(p)vj −→
p

0 при j −→ +∞, следует, что F(p)w = 0. Поэтому из (65) получаем

F(p)(E + �(p))−1v = 0. Отсюда в силу равенства (48) имеем (E + �(p))−1v = 0,
т. е. v = 0, что и требовалось доказать.

Таким образом, доказано, что оператор L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (�), имеет

в пространстве Lp(�), 1 < p < ∞, замыкание. Это замыкание обозначим через
L(p).

Докажем равенство
kerL(p) = 0. (66)

Для этого докажем, что если L(p)v = 0, то v = 0. Пусть L(p)v = 0. Так как
L(p) — замыкание оператора L = L(·, D), D(L) = C∞

0 (�), существует последо-
вательность {uj}∞j=1 ⊂ C∞

0 (�) такая, что

uj −→
p
v, Luj −→

p
0 при j −→ +∞. (67)

Так как (см. (47)) C∞
0 (�) ⊂ D(G(p)) = R(F(p)), функции uj , j = 1, 2, . . . , можно

представить в виде uj = F(p)vj , j = 1, 2, . . . . Подставляя это в (67), имеем

F(p)vj −→
p
v, LF(p)vj −→

p
0 при j −→ +∞.

Отсюда в силу леммы 9 получим (E + �(p))vj −→
p

0 при j −→ +∞. Поскольку

(E + �(p)) — обратимый оператор, то vj −→
p

0 при j −→ +∞. Таким образом,

F(p)vj −→
p
v, vj −→

p
0 при j −→ +∞.

Отсюда в силу замкнутости оператора F(p) находим F(p)v = 0. Следовательно
(см. лемму 8), v = 0. Равенство (66) доказано.

Далее, поступая так же, как в доказательстве леммы 6, докажем равенство

L(p)F(p) = E + �(p). (68)



22 М. Г. Гадоев, Ф. С. Исхоков

Согласно лемме 9
LFu = (E + � )u, u ∈ C∞

0 (�), (69)

где � ∈ Lp[�] и ‖�‖p ≤ 1/2. Оператор � имеет в Lp(�) замыкание �(p) и
D(�(p)) = Lp(�).

Пусть v — произвольный элемент из Lp(�). В силу плотности класса C∞
0 (�)

в Lp(�) существует последовательность {vj}∞j=1 элементов класса C∞
0 (�) такая,

что vj −→
p
v при j −→ +∞.

Так как (E + � )vj −→
p

(E + �(p))v при j −→ +∞, из равенства (69) следует,
что

LFvj −→
p

(E + �(p))v при j −→ +∞.

С другой стороны, из vj −→
p
v, j −→ +∞, следует, что

Fvj −→
p
F(p)v, j −→ +∞.

Вводим обозначения wj = Fvj , j = 1, 2, . . . ; w = F(p)v. В этих обозначениях
полученные выше соотношения записываются в виде

wj −→
p
w, L(p)wj −→

p
(E + �(p))v при j −→ +∞.

Отсюда в силу замкнутости оператора L(p) следует, что

L(p)w = (E + �(p))v.

Подставляя в этом равенстве w = F(p)v, получим

L(p)F(p)v = (E + �(p))v.

Равенство (68) доказано.
Так как R(E + �(p)) = Lp(�), из (68) следует, что R(L(p)F(p)) = Lp(�).

Отсюда и из того, что

R(L(p)F(p)) ⊆ R(L(p)) ⊆ Lp(�),

получим
R(L(p)) = Lp(�).

Таким образом, доказали, что (см. (66)) kerL(p) = 0 и R(L(p)) = Lp(�).
Эти равенства обеспечивают существование обратного оператора L−1

(p).
Так же, как в доказательстве леммы 7, из ‖�(p)‖ ≤ 1/2 следует, что

(E + �(p)) — обратимый оператор и ‖(E + �(p))−1‖ ≤ 1.
Положим J = (E + �(p))

−1 − E.

Используя равенство (68), имеем

F(p)(E +J ) = F(p)(E + �(p))
−1 = F(p)(L(p)F(p))

−1 = L−1
(p).

Таким образом, обратный оператор L−1
(p) существует и представляется в виде

L−1
(p) = F(p)(E +J ),

где J ∈ Lp[�] и ‖J ‖p < 1.
Теорема 1 доказана.
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4. Доказательство теоремы 2

В процессе доказательства теоремы 1 мы показали, что для обратного опе-
ратора L−1

(p) имеет место представление

L−1
(p) = F(p)(E +J ), (70)

гдеJ ∈ Lp[�] и ‖J ‖p < 1. Напомним, что F(p) — замыкание в Lp(�) оператора
(см. (9))

F =
+∞∑

m=1

ψm�mψm, D(F ) = C∞
0 (�).

Применяя лемму 2 для нормы оператора F(p), получаем следующее неравенство:

‖F(p)‖p ≤ �1/p(n, λ) sup
m=1,2,...

‖�m‖p. (71)

Так как �m — псевдодифференциальный оператор в Rn с символом L−1
m (s), по

лемме 3 имеем
‖�m‖p ≤M sup

s∈Rn

∣∣L−1
m (s)

∣∣, (72)

где число M > 0 зависит только от r, n, p,K.
В условиях теоремы

inf
x∈�, s∈Rn

|L(x, s)| = δ 6= 0.

Поэтому из (71), (72) следует, что

‖F(p)‖p ≤M0(r, n, p,K, δ, λ) < +∞.

Отсюда и из (70) имеем
∥∥L−1

(p)

∥∥
p
≤M0(r, n, p,K, δ, λ)‖E +J ‖p ≤ 2M0(r, n, p,K, δ, λ).

Следовательно, ∥∥L−1
(p)v;Lp(�)

∥∥ ≤ 2M0‖v;Lp(�)‖
для всех v ∈ R(L(p)). Подставляя в этом равенстве v = L(p)u, получим (4).

Теорема 2 доказана.
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Abstract. We construct the right-hand regularizing operator for a class of partial
differential operators in non-divergent form in an arbitrary (bounded or unbounded)
domain in the n-dimensional Euclidian space with non-power degeneracy on the bound-
ary. On its base we prove the existence of the inverse operator in the Lebesgue space.
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ЗАДАЧА СОПРЯЖЕНИЯ

ДЛЯ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИХ

И ПСЕВДОГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

А. И. Григорьева

Аннотация. Изучается разрешимость задачи сопряжения для неклассических
дифференциальных уравнений, а именно для псевдопараболических и псевдоги-
перболических уравнений. Заданные уравнения рассматриваются с некоторым раз-
рывным коэффициентом в одномерном случае. Для доказательства теорем суще-
ствования и единственности регулярных решений используется метод продолжения
по параметру.
Ключевые слова: псевдопараболическое уравнение, псевдогиперболическое урав-
нение, разрывные коэффициенты, задача сопряжения, существование, единствен-
ность, регулярное решение.

Введение

Работа посвящена исследованию разрешимости задач сопряжения (обоб-
щенных задач дифракции или transmission problems) для псевдопараболических
и псевдогиперболических уравнений.

Обычная задача сопряжения, или задача дифракции, соответствует ситуа-
ции, в которой то или иное дифференциальное уравнение (возможно, с разрыв-
ными коэффициентами) рассматривается в двух областях с общим участком
границы, при этом на общем участке границы задаются условия непрерывно-
сти решения и потока. С точки зрения математического моделирования за-
дача дифракции подразумевает, что моделируется тот или иной физический,
механический или химический процесс, протекающий в двух средах с разными
характеристиками [1].

В настоящей работе будем рассматривать задачу сопряжения в более общей
постановке — вместо условий непрерывности будем задавать условия сопряже-
ния (склейки) с произвольными коэффициентами.

Для классических дифференциальных уравнений второго порядка эллип-
тического, параболического или гиперболического типов задачи дифракции (со-
пряжения) изучаются с давних времен — см., например, работы [2–6]; из более
поздних работ отметим статьи [7–12]. Задачи с условиями сопряжения (склей-
ки) естественным образом возникают и также давно изучаются в теории урав-
нений смешанного типа и в теории вырождающихся уравнений (см., например,
[13–21]).

c© 2016 Григорьева А. И.
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Наконец, отметим, что в последнее время задачи сопряжения изучаются и
для неклассических дифференциальных уравнений [22–29].

Как указано выше, задачи сопряжения естественным образом возникают в
математическом моделировании — при изучении процессов теплопроводности
в составных средах, колебаний неоднородных (составных) сред, в электродина-
мике, в теории упругости и во многих других ситуациях. Некоторые примеры
можно найти в [30–33].

Уравнения, изучаемые в настоящей работе, а именно псевдопараболиче-
ские и псевдогиперболические, в последнее время в литературе называют в це-
лом уравнениями соболевского типа. Их активное изучение началось с работы
С. Л. Соболева [34]; обширную библиографию по тематике, связанной с подоб-
ными уравнениями, можно найти в монографиях [35–40]. Вместе с тем заметим,
что задачи сопряжения, или обобщенные задачи дифракции, для псевдопарабо-
лических и псевдогиперболических уравнений ранее практически не изучались.
Можно отметить лишь работу [23]. Частично восполнить этот пробел и пред-
полагается в настоящей статье.

1. Постановки задач

Пусть x — точка интервала (−1, 1) оси Ox; Q1, Q2 и Q — цилиндры (−1, 0)×
(0, T ), (0, 1) × (0, T ) и (−1, 1) × (0, T ) конечной высоты T ; a(x, t), b(x, t), c(x, t)
и f(x, t) суть заданные функции, определенные при (x, t) ∈ Q; α(t), β(t) —
заданные функции, определенные при t ∈ [0, T ]. Далее, пусть h(x) — заданная
функция, определенная при x ∈ [−1, 0] и x ∈ (0, 1], строго положительная и
дифференцируемая на указанных множествах и такая, что у нее определено
конечное значение h(+0), также являющееся положительным числом, а также
определены конечные производные h′(±0).

Задача сопряжения I. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндрах

Q1 и Q2 решением уравнения

ut −
∂

∂x
(h(x)uxt) − a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u = f(x, t) (1)

и такую, что для нее выполняются условия

u(−1, t) = u(1, t) = 0, 0 < t < T, (2)

u(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (3)

u(−0, t) = α(t)u(+0, t), 0 < t < T, (4)

h(+0)uxt(+0, t) + a(+0, t)ux(+0, t)

= β(t)[h(−0)uxt(−0, t) + a(−0, t)ux(−0, t)], 0 < t < T. (5)
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Задача сопряжения II. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилин-

драх Q1 и Q2 решением уравнения

utt −
∂

∂x
(h(x)uxt) − a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u = f(x, t) (6)

и такую, что для нее выполняются начальные условия

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (7)

а также условия (2), (4), (5).

Определим необходимые функциональные пространства V1 и V2:

V1 =

{
v(x, t) :

∫

Q1∪Q2

(v2 + v2
xxt) dxdt < +∞,

}
,

V2 =

{
v(x, t) :

∫

Q1∪Q2

(v2 + v2
tt + v2

xxt) dxdt < +∞
}
,

где все производные понимаются как обобщенные производные по С. Л. Собо-
леву [45]. Зададим нормы в этих пространствах:

‖v‖V1
=

{ ∫

Q1∪Q2

(
v2 + v2

xxt

)
dxdt

} 1
2

, ‖v‖V2
=

{ ∫

Q1∪Q2

(
v2 + v2

tt + v2
xxt

)
dxdt

} 1
2

.

Очевидно, что V1 и V2 с заданными нормами являются банаховыми простран-
ствами.

Прежде чем перейти к содержательной части, отметим, что в [23] анало-
гичная задача сопряжения изучалась для уравнения (1) с условиями (2)–(4),
но при выполнении условий a(x, t) = α0h(x), b(x, t) = −α0h

′(x), α0 = const,
α(t) ≡ β(t) ≡ 1. При этом в [23] было доказано существование обобщенных
решений.

В настоящей работе подобных ограничений на функции a(x, t), b(x, t) нет
(другими словами, будут рассмотрены более общие модели, чем в [23]), кроме
того, будет доказано существование регулярных решений, имеющих все произ-
водные, входящие в уравнения (1), (6).

И еще одно замечание. Условие (5) задач сопряжения I и II, определяю-
щее склеивание потока, интегрированием нетрудно преобразовать к виду, не
содержащему вторых производных uxt(−0, t) и uxt(+0, t). В случае работы [23]
такое преобразование позволяет перейти к более простой формулировке задачи
сопряжения, в которой задается условие склеивания лишь первой (конормаль-
ной в многомерном случае) производной. В настоящей работе вышеназванное
преобразование приводит к видоизмененному условию склеивания (5). Именно
в такой видоизмененной постановке и будем рассматривать задачи сопряжения
для уравнений (1) и (6).

Пусть дополнительно заданы функции β0(t) и K(t, τ), определенные при
t ∈ [0, T ], τ ∈ [0, t], 0 ≤ t ≤ T .
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Задача сопряжения I′. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилин-

драх Q1 и Q2 решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются усло-

вия (2)–(4), а также условие

h(+0)ux(+0, t) = β0(t)h(−0)ux(−0, t) +

t∫

0

K(t, τ)ux(−0, τ)dτ, 0 < t < T. (5′)

Задача сопряжения II′. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилин-

драх Q1 и Q2 решением уравнения (6) и такую, что для нее выполняются усло-

вия (2), (4), (5′) и (7).

Задачи сопряжения I′ и II′ дают более общую по сравнению с задачами I
и II постановку задач сопряжения для псевдопараболических и псевдогипербо-
лических уравнений. В каком случае решения задач сопряжения I′ и II′ дают
решения задач I и II, покажем ниже.

2. Разрешимость задачи сопряжения I′

Обсудим вначале вопрос о единственности решений.

Теорема 1. Пусть выполнены условия

α(t) ∈ C1([0, T ]), β0(t) ∈ C1([0, T ]), (8)

|β0(t)| > 0 при t ∈ [0, T ], (9)

K(t, τ) ∈ C1(D), a(x, t) ∈ C(Q1) ∩ C(Q2), (10)

h(x) ∈ C1([−1, 0]), h(x) ∈ C1([0, 1]), |h′(x)| ≤ C
√
h(x), C ≥ 0, (11)

α(t)
β0(t)

≥ γ0 ≥ 0 при t ∈ [0, T ]. (12)

Тогда задача сопряжения I′ имеет в пространстве V1 не более одного решения.

Доказательство. Пусть f(x, t) ≡ 0 при (x, t) ∈ Q. Умножим уравнение
(1) на

(
u− ∂

∂x (h(x)ux
)

и проинтегрируем по областиQ1. Далее умножим уравне-

ние (1) на γ(t)
(
u− ∂

∂x (h(x)ux
)

и проинтегрируем по области Q2, где γ(t) = α(t)
β0(t)

.
Просуммировав полученные равенства, получим

1
2

0∫

−1

u2(x, t) dx +
γ(t)
2

1∫

0

u2(x, t) dx +

0∫

−1

h(x)u2
x(x, t) dx+ γ(t)

1∫

0

h(x)u2
x(x, t) dx

+
1
2

0∫

−1

h′2(x)u2
x(x, t) dx +

γ(t)
2

1∫

0

h′2(x)u2
x(x, t) dx +

1
2

0∫

−1

h2(x)u2
xx(x, t) dx

+
γ(t)
2

1∫

0

h2(x)u2
xx(x, t) dx = h(−0)u(−0, t)ux(−0, t) − γ(t)h(+0)u(+0, t)ux(+0, t)
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−
0∫

−1

h′(x)h(x)ux(x, t)uxx(x, t) dx − γ(t)

1∫

0

h′(x)h(x)ux(x, t)uxx(x, t) dx

−
t∫

0

0∫

−1

c(x, τ)u2 dxdτ −
t∫

0

1∫

0

[
γ(τ)c(x, τ) − γ′(τ)

2

]
u2 dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

h′(x)b(x, τ)u2
x dxdτ +

t∫

0

1∫

0

[
h′(x)γ(τ)b(x, τ) +

h′2(x)γ′(τ)
2

]
u2
x dxdτ

−
t∫

0

0∫

−1

h′(x)a(x, τ)u2
xx dxdτ −

t∫

0

1∫

0

[
h(x)γ(τ)a(x, τ) − h2(x)γ′(τ)

2

]
u2
xx dxdτ

−
t∫

0

0∫

−1

[b(x, τ) − h′(x)c(x, τ)]uux dxdτ

−
t∫

0

1∫

0

[γ(τ)b(x, τ) − h′(x)γ(τ)c(x, τ) + h′(x)γ′(τ)]uux dxdτ

−
t∫

0

0∫

−1

[h′(x)a(x, τ) − h(x)b(x, τ)]uxuxx dxdτ

−
t∫

0

1∫

0

[h′(x)γ(τ)a(x, τ) − h(x)γ(τ)b(x, τ) − h′(x)h(x)γ′(τ)]uxuxx dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

[a(x, τ) + h(x)c(x, τ)]uuxx dxdτ+

+

t∫

0

1∫

0

[γ(τ)a(x, τ) + h(x)γ(τ)c(x, τ) − h(x)γ′(τ)]uuxx dxdτ.

Имеют место следующие неравенства:

t∫

0

ν2(−0, τ) dτ ≤ δ

t∫

0

0∫

−1

ν2
x dxdτ + C(δ)

t∫

0

0∫

−1

ν2 dxdτ,

t∫

0

ν2(+0, τ) dτ ≤ δ

t∫

0

1∫

0

ν2
x dxdτ + C(δ)

t∫

0

1∫

0

ν2 dxdτ,

(∗)

где δ — произвольное положительное число.
Введем обозначение

I1 = h(−0)u(−0, t)ux(−0, t) − γ(t)h(+0)u(+0, t)ux(+0, t). (14)
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Тогда, используя условия (2)–(4) и (5′) в (14), перепишем I1 в виде

I1 = −γ(t)u(+0, t)

t∫

0

K(t, τ)ux(−0, τ)dτ. (15)

Применяя в (13) неравенства (∗), Гёльдера, Юнга, используя (15) и условия
теоремы, получим неравенство

k0




0∫

−1

u2(x, t) dx +

1∫

0

u2(x, t) dx +

0∫

−1

u2
x(x, t) dx +

1∫

0

u2
x(x, t) dx +

0∫

−1

u2
xx(x, t) dx

+

1∫

0

u2
xx(x, t) dx


 ≤ C1




t∫

0

0∫

−1

u2 dxdτ +

t∫

0

1∫

0

u2 dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
x dxdτ +

t∫

0

1∫

0

u2
x dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

u2
xx dxdτ +

t∫

0

1∫

0

u2
xx dxdτ


 ,

где k0 определяется функциями h(x), γ(τ), а C1 — функциями h(x), γ(τ), a(x, t),
b(x, t), c(x, t), K(x, t).

Если

z1(t) =

0∫

−1

u2(x, t) dx +

1∫

0

u2(x, t) dx

+

0∫

−1

u2
x(x, t) dx +

1∫

0

u2
x(x, t) dx +

0∫

−1

u2
xx(x, t) dx +

1∫

0

u2
xx(x, t) dx,

то следствием (16) будет неравенство

z1(t) ≤M1

t∫

0

z1(τ)dτ,

где число M1 определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t), K(x, t).
Из этого неравенства и леммы Гронуолла следует, что z1(t) ≡ 0 при t ∈

[0, T ], откуда очевидно, что имеют место тождества u(x, t) ≡ 0 в Q1 и u(x, t) ≡ 0
в Q2. Теорема доказана.

Рассмотрим вопрос о существовании решений. Справедлива

Теорема 2. Пусть выполняются условия (8)–(12), и пусть также

λ0

h(+0)



β0(t)h(−0) +

t∫

0

K(t, τ) dτ



 6= 0,

1 − λ0α(t) 6= 0 при λ ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ].

(17)
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Тогда для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q) задача сопряжения I′

имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V1.

Доказательство. Воспользуемся методом продолжения по параметру
[33, с. 146–148]. Пусть λ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим задачу: най-

ти решение u(x, t) уравнения (1) такое, что для него выполняются условия (2),
(3), а также условия

u(−0, t) = λα(t)u(+0, t), 0 < t < T, (4λ)

ux(+0, t) =
λ

h(+0)


β0(t)h(−0)ux(−0, t) +

t∫

0

K(t, τ)ux(−0, τ)dτ


 , 0 < t < T.

(5λ)
Обозначим через � множество тех чисел λ из отрезка [0, 1], для которых за-

дача (1)–(3), (4λ), (5λ) разрешима в пространстве V1 для любой функции f(x, t),
принадлежащей пространству L2(Q). Если это множество непусто, открыто и
замкнуто, то оно будет совпадать со всем отрезком [0, 1].

При λ = 0 задача (1)–(3), (4λ), (5λ) разрешима [36], отсюда следует, что
число 0 принадлежит множеству �, а значит, множество � непусто.

Докажем, что множество � открыто. Пусть λ0 ∈ �, λ = λ0 + λ̃. Покажем,
что при малых |λ̃| число λ также принадлежит �.

Пусть v(x, t) — произвольная функция из пространства V . Рассмотрим
задачу: найти решение u(x, t) уравнения (1) такое, что для него выполняются

условия (2), (3), а также условия

u(−0, t) = λ0α(t)u(+0, t) + λ̃v(+0, t), 0 < t < T, (4λ,v)

ux(+0, t) =
λ0

h(+0)


β0(t)h(−0)ux(−0, t)+

+

t∫

0

K(t, τ)ux(−0, τ) dτ



 + λ̃v(−0, t), 0 < t < T. (5λ,v)

Введем обозначения ϕ1(t) = λ̃v(+0, t), ψ1(t) = λ̃vx(−0, t), и пусть

v0(x, t) =
x− x3

λ0

h(+0)

[
β0(t)h(−0) +

t∫
0

K(t, τ) dτ
]ψ1(t) +

1 − x2

1 − λ0α(t)
ϕ1(t),

что в силу (17) определено корректно.
Полагая u(x, t) = w(x, t) + v0(x, t), в силу условий (4λ,v), (5λ,v) получим

равенства

wt −
∂

∂x
(h(x)wxt) − a(x, t)wxx + b(x, t)wx + c(x, t)w = f0(x, t), (18)

w(−1, t) = w(1, t) = 0, 0 < t < T, (19)
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w(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (20)

w(−0, t) = α(t)λ0w(+0, t), 0 < t < T, (21)

wx(+0, t) =
λ0

h(+0)



β0(t)h(−0)wx(−0, t)

+

t∫

0

K(t, τ)wx(−0, τ)dτ


, 0 < t < T, (22)

где

f0(x, t) = f(x, t)−v0t+
∂

∂x
(h(x)v0xt)+a(x, t)v0xx−b(x, t)v0x−c(x, t)v0, 0 < t < T.

Заметим, что функция f0(x, t) принадлежит пространству L2(Q) (в силу
того, что функция v(x, t) принадлежит пространству V ). Поскольку число λ0

принадлежит �, задача (18)–(22) имеет решение, принадлежащее V . Возвраща-
ясь к функции u(x, t), получим, что задача (1)–(3), (4λ,v), (5λ,v) при всех v(x, t)
из V имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V . Тем самым эта
задача порождает оператор G, переводящий пространство V в себя: G(v) = u.
Покажем, что при малых |λ̃| этот оператор сжимающий.

Пусть w(x, t) = u(x, t) − v0(x, t), f̃(x, t) = f0(x, t) − f(x, t). Для функции
w(x, t) выполняются равенства (19)–(22), а также выполняется уравнение

wt −
∂

∂x
(h(x)wxt) − a(x, t)wxx + b(x, t)wx + c(x, t)w = f̃(x, t). (23)

Для получения необходимых оценок рассмотрим равенство, являющееся
следствием (23):

t∫

0

0∫

−1

(
wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ ) − a(x, τ)wxx + b(x, τ)wx + c(x, τ)w − f̃(x, τ)

)

×
(
w − ∂

∂x
(h(x)wx) + wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ )

)
dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

(
wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ ) − a(x, τ)wxx + b(x, τ)wx + c(x, τ)w − f̃(x, τ)

)

× γ(τ)

(
w − ∂

∂x
(h(x)wx) + wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ )

)
dxdτ = 0. (24)

Проинтегрировав в равенстве (24) по частям, получим

1
2

0∫

−1

w2(x, t) dx+
γ(t)
2

1∫

0

w2(x, t) dx+

0∫

−1

h(x)w2
x(x, t) dx+ γ(t)

1∫

0

h(x)w2
x(x, t) dx
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+
1
2

0∫

−1

h′2(x)w2
x(x, t) dx +

γ(t)
2

1∫

0

h′2(x)w2
x(x, t) dx +

1
2

0∫

−1

h2(x)w2
xx(x, t) dx

+
γ(t)
2

1∫

0

h2(x)w2
xx(x, t) dx +

t∫

0

0∫

−1

w2
τ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)w2
τ dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

h2(x)w2
xτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)h2(x)w2
xτ dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

h′2(x)w2
xτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)h′2(x)w2
xτ dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

h2(x)w2
xxτ dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)h2(x)w2
xxτ dxdτ = h(−0)w(−0, t)wx(−0, t)−γ(t)h(+0)w(+0, t)wx(+0, t)

+

t∫

0

h(−0)wxτ (−0, τ)wτ (−0, τ)dτ −
t∫

0

γ(τ)h(+0)wxτ (+0, τ)wτ (+0, τ)dτ

−
0∫

−1

h′(x)h(x)wx(x, t)wxx(x, t) dx − γ(t)

1∫

0

h′(x)h(x)wx(x, t)wxx(x, t) dx

− 2

t∫

0

0∫

−1

h′(x)h(x)wxτwxxτ dxdτ − 2

t∫

0

1∫

0

γ(τ)h′(x)h(x)wxτwxxτ dxdτ

+
1
2

t∫

0

1∫

0

γ′(τ)w2 dxdτ −
t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h′(x)wwx dxdτ

−
t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h(x)wwxx dxdτ +
1
2

t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h′2(x)w2
x dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h′(x)h(x)wxwxx dxdτ +
1
2

t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h2(x)w2
xx dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

(a(x, τ)wxx − b(x, τ)wx − c(x, τ)w + f̃(x, τ))

×
(
w − ∂

∂x
(h(x)wx) + wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ )

)

+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)(a(x, τ)wxx − b(x, τ)wx − c(x, τ)w + f̃(x, τ))
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×
(
w − ∂

∂x
(h(x)wx) + wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ )

)
. (25)

Введем обозначение

I2 =

t∫

0

h(−0)wxτ (−0, τ)wτ (−0, τ) dτ −
t∫

0

γ(τ)h(+0)wxτ (+0, τ)wτ (+0, τ) dτ. (26)

Используя условия (19)–(22), приведем (26) к виду

I2 = h(−0)

t∫

0

α′(τ)wxτ (−0, τ)w(+0, τ) dτ

− h(−0)

t∫

0

β′
0(τ)γ(τ)wx(−0, τ)wτ (+0, τ) dτ

−
t∫

0

γ(τ)K(τ, τ)wτ (+0, τ)wx(−0, τ) dτ

−
t∫

0

γ(τ)wτ (+0, τ)

τ∫

0

Kτ (τ, ξ)wx(−0, ξ) dξdτ.

Применяя неравенства (∗), Гёльдера, Юнга и лемму Гронуолла, как и выше,
получим, что следствием равенства (25) будет оценка

‖w(x, t)‖2
V ≤M2||f̃(x, t)||2L2(Q),

где числоM2 представлено через λ и определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t),
b(x, t), c(x, t), K(x, t). Перейдя к функции w(x, t) = u(x, t) − v0(x, t), получим

‖u(x, t)‖2
V ≤M3|λ̃||v(x, t)|L2(Q),

где число M3 также определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t),
K(x, t).

Пусть λ̃ настолько мало, что выполняется неравенство

M3|λ̃| < 1.

Для таких чисел λ̃ отображение G будет сжимающим и, следовательно, будет
иметь неподвижную точку u(x, t): G(u) = u. Отсюда и получим, что число
λ0 + λ̃ принадлежит � и тем самым что � открыто.

Докажем теперь, что � замкнуто. Пусть {λk} — последовательность эле-
ментов множества � такая, что λk → λ0. Покажем, что λ0 также принадлежит
�. Пусть uk(x, t) — решение задачи (1)–(3), (4λk

), (5λk
). Вследствие принадлеж-

ности чисел λk множеству � функции uk будут принадлежать пространству V .
Обозначим через wkm(x, t) функцию uk(x, t)−um(x, t). Имеют место следующие
равенства:

wkmt −
∂

∂x
(h(x)wkmxt) − a(x, t)wkmxx + b(x, t)wkmx + c(x, t)wkm = 0, (27)
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wkm(−1, t) = wkm(1, t) = 0, 0 < t < T, (28)

wkm(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (29)

wkm(−0, t) = α(t)λkwkm(+0, t) + (λk − λm)α(t)um(+0, t), 0 < t < T, (30)

wkmx(+0, t) =
λk

h(+0)


β0(t)h(−0)wkmx(−0, t) +

t∫

0

K(t, τ)wkmx(−0, τ) dτ




+
λk − λm
h(+0)


β0(t)h(−0)umx(−0, t) +

t∫

0

K(t, τ)umx(−0, τ) dτ


 , 0 < t < T. (31)

Умножим равенство (27) на

wkm + wkmτ −
∂

∂x
(h(x)wkmx) −

∂

∂x
(h(x)wkmxτ )

и проинтегрируем по области Q1, умножим равенство (27) на

γ(t)

[
wkm + wkmτ −

∂

∂x
(h(x)wkmx) −

∂

∂x
(h(x)wkmxτ )

]

и проинтегрируем по области Q2. Суммируя полученные равенства, интегри-
руя по частям и используя условия (28)–(31), а также применяя неравенства
Гёльдера, Юнга, (∗) и лемму Гронуолла, получим следующую оценку:

‖wkm(x, t)‖2 ≤M4|λk − λm|2, (32)

в которой число M4 определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t),
K(x, t).

Из (32) следует, что {uk(x, t)} есть фундаментальная в пространстве V по-
следовательность. Поскольку V банахово, существует функция u(x, t) из этого
пространства, являющаяся пределом семейства функций {uk(x, t)}. Переходя
к пределу в семействе задач (1)–(3), (4λk

), (5λk
) при k → ∞, получим, что

предельная функция u(x, t) будет решением задачи (1)–(3), (4λ0
), (5λ0

), при-
надлежащим пространству V , это и означает, что число λ0 принадлежит �.

Таким образом, множество � непусто, открыто и замкнуто. Следствием
этого является совпадение со всем отрезком [0, 1] и то, что задача I′ разрешима
в пространстве V . Теорема доказана.

3. Разрешимость задачи сопряжения II′

Как и в предыдущей задаче, сначала докажем единственность решений.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (8)–(12). Тогда задача сопряже-

ния II′ имеет в пространстве V2 не более одного решения.

Доказательство. Рассмотрим равенство, являющееся следствием урав-
нения (6):

t∫

0

0∫

−1

[
uττ −

∂

∂x
(h(x)uxτ ) − a(x, τ)uxx



38 А. И. Григорьева

+ b(x, τ)ux + c(x, τ)u

](
uτ −

∂

∂x
(h(x)ux)

)
dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

[
uττ −

∂

∂x
(h(x)uxτ ) − a(x, τ)uxx

+ b(x, τ)ux + c(x, τ)u

]
γ(τ)

(
uτ −

∂

∂x
(h(x)ux)

)
dxdτ = 0.

Интегрируя по частям и используя начальные условия, перейдем от данного
равенства к следующему:

1
2

0∫

−1

u2
t (x, t) dx+

1
2

1∫

0

γ(t)u2
t (x, t) dx+

0∫

−1

h′2(x)u2
x(x, t) dx+

1∫

0

γ(t)h′2(x)u2
x(x, t) dx

+

0∫

−1

h2(x)u2
xx(x, t) dx +

1∫

0

γ(t)h2(x)u2
xx(x, t) dx = h(−0)ux(−0, t)ut(−0, t)

− γ(t)h(+0)ux(+0, t)ut(+0, t) −
0∫

−1

h(x)ux(x, t)uxt(x, t) dx

−
1∫

0

γ(t)h(x)ux(x, t)uxt(x, t) dx

− 2

0∫

−1

h′(x)h(x)ux(x, t)uxx(x, t) dx − 2

1∫

0

γ(t)h′(x)h(x)ux(x, t)uxx(x, t) dx

+

t∫

0

0∫

−1

[a(x, τ)uxx − b(x, τ)ux − c(x, τ)u]

(
uτ −

∂

∂x
(h(x)ux)

)
dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)[a(x, τ)uxx − b(x, τ)ux − c(x, τ)u]

(
uτ −

∂

∂x
(h(x)ux)

)
dxdτ.

Применяя условия сопряжения и неравенства (∗), Гёльдера, Юнга, а также
используя равенство (33), получим неравенство вида

k2




0∫

−1

u2
t (x, t) dx +

1∫

0

γ(t)u2
t (x, t) dx +

0∫

−1

u2
xt(x, t) dx

+

1∫

0

γ(t)u2
xt(x, t) dx +

0∫

−1

u2
xxt(x, t) dx+

1∫

0

γ(t)u2
xxt(x, t) dx





≤ C3




t∫

0

0∫

−1

u2 dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2 dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
x dxdτ



Задача сопряжения 39

+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
x dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
τ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
τ dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
xx dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xx dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
xτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xτ dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

u2
xxτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xxτ dxdτ



 , (34)

где число k2 определяется функциями h(x), γ(τ), а C3 — функциями h(x), γ(τ),
a(x, t), b(x, t), c(x, t), N(x, t).

Введем обозначение

z2(t) =

0∫

−1

u2
xt(x, t) dx +

1∫

0

u2
xt(x, t) dx +

0∫

−1

u2
t (x, t) dx

+

1∫

0

u2
t (x, t) dx +

0∫

−1

u2
xxt(x, t) dx +

1∫

0

u2
xxt(x, t) dx.

Тогда следствием (34) будет неравенство

z2(t) ≤M5

t∫

0

z2(τ) d(τ),

где M5 определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t), K(x, t).
Применяя лемму Гронуолла, из этого неравенства получим z2(t) ≡ 0 при

t ∈ [0, T ], откуда имеют место тождества u(x, t) ≡ 0 в Q1, u(x, t) ≡ 0 в Q2.
Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (8)–(12). Тогда для любой функ-

ции f(x, t) из пространства L2(Q) задача сопряжения II′ имеет решение u(x, t),
принадлежащее пространству V2.

Доказательство теоремы также основано на методе продолжения по па-
раметру [33, с. 146–148]. Рассматривается задача: найти решение уравнения (6)
такое, что для него выполняются условия (2), (3), а также условия (4λ) и (5λ).
� — это множество чисел λ из отрезка [0, 1], для которых исследуемая задача
разрешима в пространстве V2 для любой функции f(x, t), принадлежащей про-
странству L2(Q). Если множество � непусто, открыто и замкнуто, то оно будет
совпадать со всем отрезком [0, 1].

Множество � непусто в силу разрешимости задачи (6), (2), (3), (4λ), (5λ)
при λ = 0 [36]. Для доказательства открытости и замкнутости множества � до-
статочно показать наличие для всех решений исследуемой задачи равномерной
по λ априорной оценки вида

‖u‖V2
≤M6‖f‖L2(Q). (35)
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Для получения необходимой оценки умножим уравнение (6) на выраже-
ние uττ − ∂

∂x (h(x)uxτ ) и проинтегрируем по области Q1, умножим уравнение
(6) на γ(t)(uττ − ∂

∂x (h(x)uxτ )) и проинтегрируем по области Q2, затем получен-
ные равенства суммируем. Интегрируя по частям, используя условия теоремы,
неравенства (∗), Гёльдера, Юнга, как и выше, получим

k3




t∫

0

0∫

−1

u2
ττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
ττ dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
xτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xτ dxdτ

t∫

0

0∫

−1

u2
xxτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xxτ dxdτ




≤ C4




t∫

0

0∫

−1

f2(x, τ) dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)f2(x, τ) dxdτ


 , (36)

где k3 определяется функциями h(x), γ(τ), а C4 определяется λ и функциями
h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t), K(x, t).

Из неравенства (36) нетрудно получить оценку (35). Таким образом, мно-
жество � непусто, открыто и замкнуто и, следовательно, исходная задача раз-
решима в пространстве V . Теорема доказана.
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THE CONJUGATION PROBLEM

FOR PSEUDOPARABOLIC

AND PSEUDOHYPERBOLIC EQUATIONS

A. I. Grigorieva

Abstract. We study solvability of a conjugation problem for pseudoparabolic and
pseudohyperbolic equations. The equations are considered as equations with discontinu-
ous coefficients. We prove the existence and uniqueness theorem using natural parameter
continuation.
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ОПИСАНИЕ ГРАНЕЙ В 3–МНОГОГРАННИКАХ

БЕЗ ВЕРШИН СТЕПЕНЕЙ ОТ 4 ДО 9

А. О. Иванова

Аннотация. В 1940 г. Лебег доказал, что в каждой нормальной плоской кар-
те найдется грань, набор степеней инцидентных вершин которой мажорируется
одной из следующих последовательностей: (3, 6,∞), (3, 7, 41), (3, 8, 23), (3, 9, 17),
(3, 10, 14), (3, 11, 13), (4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 7), (3, 3, 3,∞),
(3, 3, 4, 11), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5), (3, 3, 3, 3, 5).

В данной заметке доказывается, что в каждом 3-многограннике, не содер-
жащем вершины степеней от 4 до 9, найдется грань, набор степеней инцидентных
вершин которой мажорируется одной из следующих последовательностей: (3, 3,∞),
(3, 10, 12), (3, 3, 3,∞), (3, 3, 3, 3, 3), где все параметры точны.

Ключевые слова: плоский граф, плоская карта, структурные свойства, 3-много-
гранник, вес.

1. Введение

Степень d(v) вершины v (r(f) грани f) в нормальной плоской карте M
есть число инцидентных ей ребер (петли учитываются дважды в d(v), а раз-
деляющие ребра — дважды в r(f)). Через � и δ обозначим максимальную и
минимальную степени вершин в M соответственно. Под k-вершиной (k-гранью)
подразумеваем вершину (грань) степени k; k+-вершина имеет степень не менее
k, и т. д.

Хорошо известно, что каждая нормальная плоская карта, в которой допус-
каются петли и кратные ребра, но степень каждой вершины и каждой грани не
менее трех, содержит 5−-вершину и 5−-грань. Далее через M будем обозначать
нормальную плоскую карту.

Весом грани вM называется сумма степеней ее граничных вершин, а w(M),
или просто w, обозначает минимальный вес 5−-граней вM . Будем говорить, что
f является гранью типа (k1, k2, . . . ) или просто (k1, k2, . . . )-гранью, если мно-
жество степеней вершин, инцидентных f , мажорируется вектором (k1, k2, . . . ).

Еще в 1940 г. Лебег [1] дал описание 5−-граней в нормальных плоских
картах.

Работа выполнена в рамках государственной работы «Организация проведения научных
исследований» и поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (коды про-
ектов 15–01–05867 и 16–01–00499).

c© 2016 Иванова А. О.
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Теорема 1 (Лебег [1]). Каждая нормальная плоская карта содержит 5−-

грань одного из следующих типов:

(3, 6,∞), (3, 7, 41), (3, 8, 23), (3, 9, 17), (3, 10, 14), (3, 11, 13),

(4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 7),

(3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 11), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5), (3, 3, 3, 3, 5).

Теорема 1, как и другие идеи Лебега [1], нашли множество приложений в
задачах раскраски плоских графов (первое из таких приложений и недавний
обзор можно найти в [2–4]).

Некоторые параметры лебеговской теоремы были улучшены для узких клас-
сов плоских графов. Коциг [5] в 1963 г. доказал, что для каждой плоской три-
ангуляции с δ = 5 верно неравенство w ≤ 18 и выдвинул гипотезу, что w ≤ 17.
В 1989 г. гипотезу Коцига в более общем виде подтвердил О. В. Бородин [6].

Теорема 2 (Бородин [6]). В каждой нормальной плоской карте с δ = 5
найдется (5, 5, 7)-грань или (5, 6, 6)-грань, где все параметры точны.

Кроме того, теорема 2 подтверждает гипотезу Грюнбаума [7] 1975 г. о том,
что циклическая связность (минимальное число ребер, при удалении которых
из графа получается две компоненты, каждая из которых содержит цикл) каж-
дого 5-связного плоского графа не превосходит 11, причем оценка точна (ранее
Пламмером [8] была получена оценка 13).

Под 3-многогранником мы подразумеваем конечный 3-связный выпуклый
многогранник. Еще в 1922 г. Штейниц [9] доказал, что 3-многогранники вза-
имно однозначно соответствуют 3-связным плоским графам. Как показывает
n-пирамида, двойная n-пирамида и схожая с ними конструкция, в которой каж-
дая 3-грань инцидентна 3-вершине, 4-вершине и n-вершине, 3-многогранники,
содержащие (4, 4,∞)-грани, могут иметь неограниченный w. То же верно для
(3, 3, 3,∞)-граней. Чтобы убедиться в этом, возьмем двойную 2n-пирамиду и
удалим в ней все верхние нечетные ребра и нижние четные; в полученной че-
тыреангуляции все грани являются (3, 3, 3, n)-гранями.

Для плоских триангуляций, не содержащих 4-вершины, Коциг [10] доказал,
что w ≤ 39, а О. В. Бородин [11], подтверждая гипотезу Коцига [10], доказал,
что w ≤ 29. Оценка 29 неулучшаема, как следует из дважды усеченного доде-
каэдра. В дальнейшем О. В. Бородин [12] показал, что каждый триангулиро-
ванный 3-многогранник без (4, 4,∞)-граней удовлетворяет неравенству w ≤ 29,
а для каждой триангуляции без смежных 4-вершин имеет место точная оценка
w ≤ 37.

Для произвольных плоских нормальных карт теорема 1 влечет w ≤ max{51,
� + 9}. Хорняк и Йендроль [13] усилили это неравенство следующим обра-
зом: если не существует ни (4, 4,∞)-граней, ни (3, 3, 3,∞)-граней, то w ≤ 47.
О. В. Бородин и Вудал [14] доказали, что запрет (3, 3, 3,∞)-граней влечет w ≤
max{29, �+ 8}.
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Также в [13] рассматривается минимальный вес w∗ по всем граням вместо
веса только 5−-граней, как это делалось ранее, начиная с Лебега [1]. Очевидно,
что w∗ ≤ w. Хорняк и Йендроль [13] доказали, что любая плоская нормальная
карта без (4, 4,∞)-граней и (3, 3, 3,∞)-граней имеет w∗ ≤ 32.

Для четыреангулированных 3-многогранников С. В. Августинович и
О. В. Бородин [15] улучшили описание 4-граней, вытекающее из теоремы Лебе-
га, следующим образом: (3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 10), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5).

Другие результаты, связанные с теоремой Лебега, можно найти в пере-
численных выше статьях, в недавнем обзоре Йендроля и Фосса [16], а также
в [14, 17–25].

В 2002 г. О. В. Бородин [26] усилил теорему 1 Лебега следующим образом
(где звездочками помечены неулучшаемые параметры, доказанные в [26]).

Теорема 3 (Бородин [26]). В каждой нормальной плоской карте найдется

5−-грань одного из следующих типов:

(3, 6,∞∗), (3, 8∗, 22), (3, 9∗, 15), (3, 10∗, 13), (3, 11∗, 12),

(4, 4,∞∗), (4, 5∗, 17), (4, 6∗, 11), (4, 7∗, 8), (5, 5∗, 8), (5, 6, 6∗),

(3, 3, 3,∞∗), (3, 3, 4∗, 11), (3, 3, 5∗, 7), (3, 4, 4, 5∗), (3, 3, 3, 3, 5∗).

Недавно О. В. Бородин и А. О. Иванова [27] получили точное описание 3-
граней в нормальных плоских картах (в частности, в плоских графах) с δ ≥ 4.

Теорема 4 (Бородин, Иванова [27]). Каждая нормальная плоская карта

без 3-вершин содержит 3-грань одного из следующих типов:

(Ta) (4, 4,∞),

(Tb) (4, 5, 14),

(Tc) (4, 6, 10),

(Td) (4, 7, 7),

(Te) (5, 5, 7),

(Tf) (5, 6, 6).

Более того, все параметры в (Ta)–(Tf) точные и достигаются независимо друг

от друга.

Целью данной заметки является доказательство следующего факта.

Теорема 5. Каждый 3-многогранник без вершин степеней от 4 до 9 со-

держит 5−-грань одного из следующих типов: (3, 3,∞), (3, 10, 12), (3, 3, 3,∞),
(3, 3, 3, 3, 3), где все параметры точны.

Из теоремы 3 следует, что при запрете вершин степеней от 6 до 9 остаются
5−-грани следующих типов: (3, 10, 13), (3, 11, 12), (3, 3,∞), (3, 3, 3,∞), (3, 3, 3, 3, 3).
В теореме 5 имеем только (3, 10, 12) вместо (3, 10, 13) и (3, 11, 12), где параметры
10 и 12 в типе (3, 10, 12) точные.
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2. Доказательство теоремы

Все параметры в теореме 5 точные. Конструкции, подтверждающие точ-
ность типов (3, 3,∞) и (3, 3, 3,∞), описаны во введении, а точность типа (3, 3, 3,
3, 3) следует из додекаэдра. Чтобы подтвердить точность типа (3, 10, 12), возь-
мем хорошо известную триангуляцию, в которой имеются только 5-вершины
и 6-вершины, причем каждая из 5-вершин окружена 6-вершинами, и вставим
3-вершину в каждую 3-грань.

Предположим, что 3-многогранник M ′ является контрпримером к теоре-
ме 5. Пусть M — контрпример к теореме 5 на том же множестве вершин, что и
M ′, но имеющий наибольшее число ребер.

Замечание 1. В M нет 4+-грани v1v2 . . . , где d(v1) ≥ 10 и d(v3) ≥ 10. Дей-
ствительно, иначе проведем диагональ v1v3, что противоречит максимальности
M .

2.1. Перераспределение зарядов. Множества вершин, ребер и граней
контрпримера M обозначим через V , E и F соответственно. Из формулы Эй-
лера |V | − |E| + |F | = 2 для M следует

∑

v∈V
(d(v) − 6) +

∑

f∈F
(2r(f) − 6) = −12. (1)

Положим начальный заряд µ(v) равным d(v) − 6 для каждой вершины v

и µ(f) — равным 2d(f) − 6 для каждой грани f ; таким образом, только 5−-
вершины имеют отрицательный начальный заряд. С учетом свойств контр-
примера M локально перераспределим начальные заряды вершин и граней,
при этом сохраняя их сумму, таким образом, что новый заряд µ′(x) для всех
x ∈ V ∪ F будет неотрицательным. Полученное из (1) противоречие завершит
доказательство теоремы 5. Данная техника перераспределения зарядов часто
используется при решении структурных задач и задач раскраски плоских гра-
фов.

Через v1, . . . , vd(v) обозначим соседей вершины v в циклическом порядке
вокруг v.

Будем использовать следующие правила перераспределения зарядов (см.
рис. 1):

R1. Каждая 4+-грань дает 1 каждой инцидентной 3-вершине.

R2. Каждая 10-вершина v дает 3-вершине v1 следующий заряд через грань
f = v1vv2 . . . :

(a) 2
5 , если d(f) = 3 и d(v2) ≥ 10,

(b) 1
5 , если d(f) ≥ 4 и d(v2) = 3.

R3. Каждая 11+-вершина v дает 3-вершине v1 следующий заряд через
грань f = v1vv2:

(a) 1
2 , если 11 ≤ d(v) ≤ 12,

(b) 11
20 , если d(v) ≥ 13.
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Рис. 1. Правила перераспределения зарядов

2.2. Доказательство неравенства µ′(x) ≥ 0 для всех x ∈ V ∪ F . Сна-
чала рассмотрим грань f в M . Если d(f) = 3, то f не участвует в правилах
перераспределения зарядов, поэтому µ′(v) = µ(f) = 2×3−6 = 0. Если d(f) = 4,
то µ′(v) = 8−6−2×1 = 0 по R1 ввиду отсутствия (3, 3, 3,∞)-граней в M . Если
d(f) = 5, то µ′(v) = 10−6−4×1 = 0 по R1 ввиду отсутствия (3, 3, 3, 3, 3)-граней
в M . Если d(f) ≥ 6, то µ′(v) = 2d(f) − 6 − d(f) × 1 ≥ 0 по R1.

Пусть далее v является вершиной в M .

Случай 1: d(v) = 3. Если v инцидентна трем 4+-граням, то µ′(v) ≥ 3 −
6 + 3 × 1 = 0 по R1.

Если v инцидентна в точности двум 4+-граням и 3-грани v1vv2, то v полу-
чает 1 от каждой 4+-грани, и нам необходимо получить 1 в сумме от v1 и v2.
Напомним, что грани типов (3, 3,∞) и (3, 10, 12) запрещены вM , следовательно,
d(v1) ≥ 10 и d(v2) ≥ 10.

Если d(v1) = 10, то d(v2) ≥ 13; тем самым µ′(v) ≥ −3+2×1+ 2
5 + 1

5 + 11
20 > 0

по R1, R2 и R3b.
Если 11 ≤ d(v1) ≤ 12, то d(v2) ≥ 11, откуда получаем либо µ′(v) ≥ −3 + 2×

1 + 2× 1
2 + 0 по R1 и R3a, либо µ′(v) ≥ −3 + 2× 1 + 1

2 + 11
20 > 0 по R1, R3a и R3b.

Заметим, что случай, когда v инцидентна в точности одной 4+-грани, ис-
ключен ввиду отсутствия (3, 3,∞)-граней в M с учетом замечания 1.

Пусть теперь v окружена 3-гранями. Если d(v1) = 10, то d(v2) ≥ 13 и
d(v2) ≥ 13, а следовательно, µ′(v) = −3 + 2 × 2

5 + 4 × 11
20 = 0 по R2 и R3b. Если

d(vi) ≥ 11 для всех 1 ≤ i ≤ 3, то µ′(v) ≥ −3 + 6 × 1
2 = 0 по R2, R3a и R3b.

Случай 2: d(v) ≥ 10. Если d(v) = 10, то v посылает через каждую грань
не более 2

5 согласно R2, откуда µ′(v) ≥ 10 − 6 − 10 × 2
5 = 0.

Предположим, что d(v) = 11. Если v инцидентна хотя бы одной 4+-грани,
то v ничего не посылает через них, откуда имеем µ′(v) ≥ 11 − 6 − 10× 1

2 = 0 по
R3a. Если v окружена только 3-гранями, то она инцидентна не менее чем одной
грани, в границе которой нет 3-вершин ввиду нечетности d(v) и отсутствию
(3, 3,∞)-граней, и снова µ′(v) ≥ 11 − 6 − 10 × 1

2 = 0 по R3a.
Рассуждая так же в случае d(v) = 13, получаем µ′(v) ≥ 13− 6− 12× 11

20 > 0
по R3b.

Если d(v) = 12, то µ′(v) ≥ 12 − 6 − 12 × 1
2 = 0 по R3a.

Наконец, если d(v) ≥ 14, то имеем µ′(v) ≥ d(v)−6−d(v)× 11
20 = 3(3d(v)−40)

20 > 0
согласно R3b.
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Таким образом, доказали, что µ′(x) ≥ 0 для всех x ∈ V ∪ F , что противо-
речит формуле (1) и завершает доказательство теоремы 5.
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13. Horňák M., Jendrol’ S. Unavoidable sets of face types for planar maps // Discuss. Math.
Graph Theory. 1996. V. 16, N 2. P. 123–142.

14. Бородин О. В., Вудал Д. Р. Вес граней в плоских картах // Maт. заметки. 1998. V. 6,
N 5. P. 648–657.

15. Августинович С. В., Бородин О. В. Окрестности ребер в нормальных картах // Дискрет.
анализ и исслед. операций. 1995. Т. 2, № 3. С. 3–9.

16. Jendrol’ S., Voss H.-J. Light subgraphs of graphs embedded in the plane – a survey // Discrete
Math.. 2013. V. 313, N 4. P. 406–421.

17. Бородин О. В. Совместное обобщение теорем Лебега и Коцига о комбинаторике плоских
графов // Дискрет. математика. 1991. Т. 3, № 4. С. 24–27.

18. Бородин О. В., Лопарев Д. В. Высота младших граней в плоских нормальных картах //
Дискрет. анализ и исслед. опеpаций. 1998. Т. 5, № 4. С. 6–17.
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DESCRIPTION OF FACES IN 3–POLYTOPES

WITHOUT VERTICES OF DEGREE FROM 4 TO 9

A. O. Ivanova

Abstract. In 1940, Lebesgue proved that every normal plane map contains a face for
which the set of degrees of its vertices is majorized by one of the following sequences:

(3, 6,∞), (3, 7, 41), (3, 8, 23), (3, 9, 17), (3, 10, 14), (3, 11, 13),

(4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 7),

(3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 11), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5), (3, 3, 3, 3, 5).

In this note prove that every 3-polytope without vertices of degree from 4 to 9 contains
a face for which the set of degrees of its vertices is majorized by one of the following
sequences: (3, 3,∞), (3, 10, 12), (3, 3, 3,∞), (3, 3, 3, 3, 3),
which is tight.

Keywords: planar graph, plane map, structure properties, 3-polytope, weight.
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НЕСЛУЧАЙНЫЕ ФУНКЦИИ И РЕШЕНИЯ

СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ТИПА ЛАНЖЕВЕНА

Е. В. Карачанская, А. П. Петрова

Аннотация. Строятся решения стохастических дифференциальных уравнений
(СДУ) типа Ланжевена, обладающих неслучайной функцией, зависящей от ре-
шения уравнения. Определены условия, при которых возникает эта неслучайная
функция. С использованием вида решения однородного стохастического диффе-
ренциального уравнения построено решение СДУ типа Ланжевена более общего
вида в результате представления его в виде линейного. Построен стохастический
процесс с неслучайным квадратом модуля, не являющийся решением СДУ Ито.

Ключевые слова: уравнение Ланжевена, броуновское движение, стохастическое
дифференциальное уравнение, формула Ито, неслучайный модуль скорости, точное
решение.

Введение

Классическая теория стохастических дифференциальных уравнений [1] опре-
деляет построение решения линейного уравнения на основе применения форму-
лы Ито. В работе В. А. Дубко [2] введено понятие первого интеграла для стоха-
стического многомерного уравнения Ито. Далее в [3] были получены условия,
которым должна удовлетворять функция случайных аргументов, чтобы быть
первым интегралом системы СДУ. На основе этих результатов было построено
аналитическое решение СДУ типа Ланжевена [4]. Однако позднее в [4] была
обнаружена ошибка, несколько сужающая класс уравнений, для которых было
найдено решение. В данной статье представлено корректное решение СДУ типа
Ланжевена. Внесение уточнений в интегрирование уравнения позволило скон-
струировать случайный процесс, для которого не существует соответствующего
СДУ.

Рассмотрение нового класса СДУ типа Ланжевена актуально, поскольку
стохастические уравнения Ланжевена имеют большой спектр применения, на-
пример, в финансовой математике и экономике [5], статистической физике [6, 7]
и т. д.

Уравнение Ланжевена (1908 г.) рассматривается в статистической физике
для описания нелинейного броуновского движения [6]. Это дифференциальное
уравнение со случайной (ланжевеновской) силой ξ(t), которая возникает из-за

c© 2016 Карачанская Е. В., Петрова А. П.
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наличия флуктуации скорости v(t) броуновской частицы массы m с среде с
постоянным коэффициентом трения µ:

m
dv(t)
dt

= −mµv(t) + ξ(t). (1)

Введение Ито в 1948 г. стохастического интеграла позволило предствить
уравнение Ланжевена в виде стохастического дифференциального уравнения
Ито [8]:

dv(t) = av(t)dt+ bdw(t), t ≥ 0, (2)

где w(t) — винеровский процесс.
Нахождение решения дифференциального уравнения, описывающего

какой-либо процесс, или нахождение его первого интеграла дают возможность
дальнейшего моделирования этого процесса и управления им в случае необхо-
димости.

Процесс решения стохастических дифференциальных уравнений очень сло-
жен. Чаще всего речь идет о существовании и единственности решения, а не
его нахождении. Решения можно найти только в очень специфических случаях
(см., например, [1, 3, 4, 9–13]). В основном при нахождении решения опираются
на метод, предложенный И. И. Гихманом и А. В. Скороходом, или используют
замены, приводящие уравнения к виду, для которого можно найти решение.
Еще один метод связан с возможностью перехода от уравнения Ито к урав-
нению Стратоновича, что в итоге позволяет решать СДУ как обыкновенное
дифференциальное уравнение.

Следует отметить, что стохастических дифференциальных уравнений, для
которых найдено точное решение, не очень много.

В. А. Дубко в 1978 г. было доказано, что для СДУ Ито существуют пер-
вые интегралы — детерминированные (неслучайные) функции, зависящие от
случайных функций — решений этих СДУ [2, 3].

Определение 1 [2]. Пусть x(t) — n-мерный случайный процесс, подчинен-
ный системе СДУ Ито

dxi(t) = ai(t,x(t)) dt +
m∑

k=1

bik(t,x(t)) dwk(t), x(0) = x0, (3)

коэффициенты которого удовлетворяют условиям существования и единствен-
ности решения [1], и x(t,x0) — его решение, удовлетворяющее заданному на-
чальному условию. Неслучайная функция u(t,x) ∈ C 1,2

t,x называется первым

интегралом системы СДУ, если она с вероятностью единица на любой из тра-
екторий решения (3) принимает постоянное значение, зависящее только от x0:
u(t,x(t,x0)) = u(0,x0), или, другими словами, ее стохастический дифференциал
равен нулю: dtu(t,x(t)) = 0.

Возможность построения решения для уравнений из этого класса связана
с определением вида неслучайных функций — первых интегралов — и их даль-
нейшим использованием [3, 14]. Однако определение вида функции для первого
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интеграла не всегда возможно, но при этом возникает возможность построе-
ния решения СДУ при условии, что оно обладает неслучайным функционалом,
зависящим от решения СДУ.

Целью данной статьи является определение условий, обеспечивающих су-
ществование детерминированных функций для стохастических дифференци-
альных уравнений типа Ланжевена и построение решений соответствующих
уравнений.

1. Уравнение типа Ланжевена

с ортогональными воздействиями

Пусть v(t) — скорость броуновской частицы, w(t) — винеровский процесс в
пространстве R

3. Исходя из некоррелированности компонент лагранжевой си-
лы и нулевого среднего их воздействия на броуновскую частицу [15], движение
броуновской частицы в трехмерном пространстве можно описать кроме уравне-
ний (1) и (2) еще одним СДУ специального вида — уравнением типа Ланжевена,
предложенным в [3]:

dv(t) = −µv(t) dt+
b

|v(t)|
[
v(t) × dw(t)

]
, (4)

где [v(t)×dw(t)] означает векторное произведение векторов v(t) и dw(t), v(0) =
0, v,w ∈ R

3, µ, b ∈ R
1, µ ≥ 0 — постоянная.

В работе [3] показано, что уравнение (4) обладает первым интегралом вида

u(t,v) = exp {2µt}
(
|v|2 − b2

µ

)
, (5)

при этом для всех t ≥ 0, как следует из (5), выполняется равенство

|v(t)|2 = exp {−2µt}
(
|v(0)|2 − b2

µ

)
+
b2

µ
. (6)

Таким образом, |v(t)|2 — неслучайная функция от t.
Для задач моделирования реальных систем интерес представляет случай,

когда свойства среды изменяются с течением времени, т. е. коэффициенты этого
уравнения зависят от параметра t: µ = µ(t), a = a(t).

Рассмотрим уравнение типа (4) для v(t) более общего вида, а именно

dv(t) = −µ(t)v(t) dt +
b(t)
|v(t)|

[
v(t) × dw(t)

]
, (7)

где µ(t), b(t) ∈ R
1 — неслучайные функции от t.

Относительно гладкости этих и других встречающихся коэффициентов бу-
дем полагать, что она достаточна для обеспечения условий существования и
единственности решения стохастического дифференциального уравнения.

Введем обозначения для матриц группы поворотов:

B0
1 =




0 0 0
0 0 1
0 −1 0


 , B0

2 =




0 0 −1
0 0 0
1 0 0


 , B0

3 =




0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 . (8)
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C учетом (8) и v(t) = (v1, v2, v3)∗ преобразуем векторное произведение в (7)
аналогично [3]:

v × dw = dw1 B
0
1v + dw2 B

0
2v + dw3 B

0
3v =

3∑

k=1

B0
kvdw. (9)

Тогда (7) можно записать в виде СДУ Ито:

dv(t) = −µ(t)v(t) dt +
b(t)
|v(t)|

3∑

k=1

B0
kv(t) dw(t), (10)

Воспользовавшись (10), построим уравнение для |v(t)|2. Продифференци-
ровав по Ито каждую компоненту v2

i (t), получаем

d|v(t)|2 = −2µ(t)|v(t)|2 dt+ 2b2(t) dt, (11)

т. е. |v2(t)| является неслучайной функцией. Уравнение (11) линейное, и его
решение имеет вид

|v(t)|2 = exp



−2

t∫

0

µ(τ) dτ







2

t∫

0

b2(u) exp



2

u∫

0

µ(τ) dτ



 du+ |v(0)|2



 . (12)

Таким образом, получили следующий результат.

Лемма 1. Для стохастического процесса v(t), подчиненного уравнению

(7), функция |v(t)|2 является неслучайной.

Это означает, что коэффициент диффузионной части уравнения (7) неслу-
чаен, но при этом зависит от модуля скорости самой частицы в текущий момент
времени.

Заметим, что для уравнения (4) был найден первый интеграл (5), хотя для
уравнения (7) это проблематично. Однако существует возможность построения
решения уравнения.

Введем обозначение b(t)/|v(t)| = a(t). Очевидно, что в силу представления
(12) функция a(t) неслучайная. Будем исследовать решение уравнения

dv(t) = −µ(t)v(t) dt + a(t)[v(t) × dw(t)]. (13)

Перепишем (13) в виде

dv(t) = −µ(t)v(t) dt +
3∑

k=1

Bk(t)v(t) dw(t), (14)

где матрицы Bk(t), k = 1, 3, имеют вид

B1(t) = a(t)B0
1 , B2(t) = a(t)B0

2 , B3(t) = a(t)B0
3 . (15)

Запись динамики стохастического процесса допускает, кроме представле-
ния Ито (14), еще и представление Стратоновича:

dv(t) = −µ̃(t)v(t) dt +
3∑

k=1

bk(t,v(t))v(t) dw̃(t), (16)
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где

µ̃ = µ+
1
2

3∑

j=1

3∑

k=1

bj,k(t,v)
∂bi,k(t,v)

∂vj
. (17)

Рассмотрим следующее уравнение Ито:

dv(t) = −Av(t) dt+
3∑

k=1

B0
kv(t) dw(t), (18)

где A = µI. Связь между представлениями Стратоновича и Ито описывается
уравнениями (17), где bki,j , i, j, k = 1, 3, — соответствующие элементы матриц
B0
k, k = 1, 3. Тогда уравнение (18) в представлении Ито можно записать в пред-

ставлении Стратоновича:

dv(t) =

(
−A− a2

2

3∑

k=1

3∑

j=1

Bk(τ)Bj(τ)

)
v(t) dt + a

3∑

k=1

B0
kv(t) dw̃(t). (19)

Между коэффициентами уравнений (18) и (19) можно установить функцио-
нальную связь, если потребовать совпадения в среднеквадратическом решений
уравнений (18) и (19) (см. [14]). Таким образом, для нахождения решения
уравнения (18) достаточно решить уравнение (19), поскольку его можно интер-
претировать как обыкновенное дифференциальное уравнение.

После перехода к представлению Стратоновича решение уравнения (19)
принимает следующий вид (см. [14]):

v(t) = T+ exp



t
(
−µI − a2

2

3∑

k=1

3∑

j=1

Bk(τ)Bj(τ)

)
+ a

3∑

k=1

t∫

t0

B0
k dw̃(τ)



v(0),

(20)
где T+ — оператор хронологического упорядочения.

Рассмотрим нахождение решения уравнения Ито с функциональными
неслучайными коэффициентами:

dv(t) = −A(t)v(t) dt +
3∑

k=1

Bk(t)v(t) dw(t), (21)

где A(t) = µ(t)A, A — постоянная матрица. Уравнение (21) внешне подобно
уравнению (18), при этом также возможен переход к представлению Стратоно-
вича:

dv(t) =

(
−A(t) − a2(t)

2

3∑

k=1

3∑

j=1

Bk(τ)Bj(τ)

)
v(t) dt + a(t)

3∑

k=1

B0
kv(t) dw̃(t). (22)

Так как уравнения (21) и (22) эквивалентны, по аналогии с (20) запишем
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решение уравнения (22) следующим образом:

v(t) = T+ exp





t∫

t0

(
−A(τ) − 1

2

3∑

k=1

3∑

j=1

Bk(τ)Bj(τ)

)
dτ

+
3∑

k=1

t∫

t0

Bk(τ) dw̃k(τ)




 v(0). (23)

При выполннении условий типа Лаппо — Данилевского [16] оператор хроноло-
гического упорядочения T+ можно опустить. Определим возможность такого
действия для выражения (23).

1. Учитывая вид и свойства матриц A(t), Bk(t), k = 1, 3, первое слагаемое
в экспоненте в (23) упростим:

−A(τ) − 1
2

3∑

k=1

3∑

j=1

Bk(τ)Bj(τ) = (a2(τ) − µ(τ))I.

2. В выражении (23) матрицы, определяемые первым и вторым слагаемыми
в экспоненте, коммутируют. Поэтому (23) можно представить в виде

v(t) = T+



exp





t∫

t0

(a2(τ) − µ(τ))I dτ



 exp





3∑

k=1

t∫

t0

Bk(τ) dwk(τ)







v(0). (24)

3. Для матрицы в первой экспоненте условие Лаппо — Данилевского выпол-
няется, но для матрицы во второй экспоненте данное условие будет выполняться
только в случае, когда w1(t) = w2(t) = w3(t).

При выполнении этого условия можно снять оператор T+ в выражении (23)
(поэтому в дальнейшем T+ не используется) и построить решение уравнения

dv(t) = −A(t)v(t) dt +
3∑

k=1

Bk(t)v(t) dw(t), w(t) = (w(t), w(t), w(t))∗ . (25)

Рассмотрим построение точного решения для v(t) даже в более общем виде,
чем (14), используя результаты, представленные в [14]. Используем переход к
представлению Стратоновича для решения (25).

Если A(t) = µ(t)I и µ(t) = µ, a(t) = a — константы, то (23) примет вид

v(t) = exp {t(a2 − µ) I} exp

{
a

3∑

k=1

wk(t)B0
k

}
v(0), (26a)

w1(t) = w2(t) = w3(t). (26b)

Замечание 1. В выражении (26) перешли от w̃(t) к w(t), поскольку для
любых α(t) ∈ C1

[0,T ] выполняется соотношение

t∫

0

α(τ) dw̃(τ) =

t∫

0

α(τ) dw(τ),
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2. Разложение матричной

экспоненты для группы поворотов

Рассмотрим разложение в степенной ряд выражения exp

{
a

3∑
k=1

ξk(t)B0
k

}

для произвольного случайного процесса ξ(t) ∈ R
3. Исходя из определения мат-

ричной экспоненты, имеем

exp

{
a

3∑

k=1

ξk(t)B0
k

}
= I + a

3∑

k=1

ξk(t)B0
k +

a2

2!

(
3∑

k=1

ξk(t)B0
k

)2

+
a3

3!

(
3∑

k=1

ξk(t)B
0
k

)3

+ · · · . (27)

Лемма 2. Степени матрицы
3∑

k=1

ξk(t)B0
k, где B0

k, k = 1, 3, — матрицы по-

воротов, определяются следующим образом:
(

3∑

k=1

ξk(t)B0
k

)2m−1

= (−1)m+1(|ξ(t)|2)m−1
3∑

k=1

ξk(t)B0
k, m = 1, 2, . . . ,

(
3∑

k=1

ξk(t)B
0
k

)2m

= (−1)m+1(|ξ(t)|2)m−1

(
3∑

k=1

ξk(t)B
0
k

)2

, m = 1, 2, . . . ,

(28)

где |ξ(t)|2 = ξ21(t) + ξ22(t) + ξ23(t).

Доказательство. Возводя последовательно выражение
3∑

k=1

ξk(t)B0
k в раз-

личные степени, получим соответствующие рекуррентные соотношения. �

Лемма 3. Если B0
k, k = 1, 3, — матрицы группы поворотов, ξ(t) ∈ R

3, то

имеет место следующее представление матричной экспоненты:

exp

{
a

3∑

k=1

ξk(t)B0
k

}
= I +

sin (a |ξ(t)|)
|ξ(t)|

3∑

k=1

ξk(t)B0
k

+
2 sin2

(
a |ξ(t)|

2

)

|ξ(t)|2

(
3∑

k=1

ξk(t)B0
k

)2

. (29)

Доказательство. Подставляя результаты леммы 2 в выражение (27) и
используя разложение в степенные ряды синуса и косинуса, получаем

exp

{
a

3∑

k=1

ξk(t)B
0
k

}
= I + a

3∑

k=1

ξk(t)B
0
k

1
|ξ(t)| sin (a |ξ(t)|)

+
1

|ξ(t)|2

(
3∑

k=1

ξk(t)B0
k

)2

(1 − cos (a |ξ(t)|)) =

= I +
sin (a|ξ(t)|)

|ξ(t)|

3∑

k=1

ξk(t)B0
k +

2 sin2
(
a |ξ(t)|

2

)

|ξ(t)|2

(
3∑

k=1

ξk(t)B0
k

)2

. �
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В данном случае функция ξ(t) может быть случайным процессом любой
природы в R

3, в частности, это может быть пуассоновский процесс. Кроме того,
координатные компоненты этого процесса могут быть с любой коррелятивной
зависимостью, в том числе и быть равными, как определено в (26) — условие
(26b).

Таким образом получаем представление для случайного процесса v(t), опре-
деляемого (26):

v(t) = exp {t(a2 − µ)}
[
I +

sin (
√

3a |w(t)|)√
3|w(t)|

3∑

k=1

w(t)B0
k

+
2 sin2

(√3a|w(t)|
2

)

3

(
3∑

k=1

B0
k

)2]
v(0), (30)

которое является решением уравнения

dv(t) = −µIv(t) dt+ a
3∑

k=1

B0
kv(t)dw(t), (31)

Принимая во внимание характер алгоритма построения решения при посто-
янных µ, a и результат (30), с учетом явного вида матриц A(t) = −µ(t)I, Bk(t),
k = 1, 3, соответствующих уравнению (31), можем убедиться, что и уравнение
(21) с условием (26b):

dv(t) = −µ(t)Iv(t) dt + a(t)
3∑

k=1

B0
kv(t) dw(t), (32)

будет иметь точное решение, подобное (30), но при замене a на
t∫
0

a(τ) dτ и µ на

t∫
0

µ(τ) dτ и переходе от wk(t) к
t∫
0

a(τ) dwk(τ) (в силу замечания 1).

Собирая полученные результаты, сформулируем их в виде теоремы.

Теорема 1. Пусть выполняется условие a(t), µ(t) ∈ C 1. Тогда решение

уравнения (32) существует и имеет вид

v(t) = exp






t∫

0

(a2(τ) − µ(τ)) dτ






[
I +

sin

(√
3
t∫
0

a(τ) dw(τ)

)

√
3|w(t)|

3∑

k=1

w(t)B0
k

+

2 sin2

(√
3

2

t∫
0

a(τ) dw(τ)

)

3

(
3∑

k=1

B0
k

)2]
v(0). (33)

Таким образом, наличие детерминированной функции, зависящей от реше-
ния стохастического дифференциального уравнения, позволяет найти это реше-
ние.
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Замечание 2. Отметим, что в процессе построения решения уравнения
(25) помимо требования непрерывности по t коэффициентов µ(t) и a(t) другие
ограничения не использовались. Поэтому полученное решение является реше-
нием более общей задачи, чем исходная.

Как видим, это решение похоже на классическое решение однородного ли-
нейного СДУ, построенного в [1]. Используя вид решения линейного СДУ из
[1], будем искать решение СДУ типа Ланжевена более общего вида.

Замечание 3. Одним из результатов следует выделить построение слу-
чайного процесса y(t) вида

y(t) = exp {t(a2 − µ)}
[
I+

sin (a|ξ(t)|)
|ξ(t)|

3∑

k=1

ξk(t)B0
k+

2 sin2
(
a |ξ(t)|

2

)

|ξ(t)|2

(
3∑

k=1

ξk(t)B0
k

)2]
.

(34)
определяемого случайным процессом ξ(t) произвольной природы, со свойством:
|y(t)|2 — неслучайная функция, для которого нельзя построить стохастическое
дифференциальное уравнение в силу невыполнения условий типа Лаппо — Да-
нилевского.

3. Получение обобщения уравнения типа Ланжевена

Рассмотрим следующее обобщение уравнения типа Ланжевена [17]:

dv(t) = −µ(t)v(t) dt+
b1(t)
|v(t)| [v(t)× dw(t)] +

b2(t)√
2|v(t)|2

[v(t)× [v(t)× dw(t)]], (35)

которое описывает более сложный (турбулентный, с «вихрями») вид броунов-
ского движения. Само уравнение (35) будем в дальнейшем называть усложнен-
ным.

Поскольку неслучайность функции |v(t)|2 позволила построить решение
уравнения (7), определим условия, при которых уравнение (35) также будет
обладать подобным свойством.

C учетом представления (9) и свойств двойного векторного произведения
получаем

[v(t) × [v(t) × dw(t)]] =





v1
v2
v3






−v3 dw2 + v2 dw3

v3 dw1 − v1 dw3

−v2 dw1 + v1 dw2






=




−v2
2 dw1 + v1 v2 dw2 − v2

3 dw1 + v1 v3 dw3

−v2
3 dw2 + v2 v3 dw3 + v1 v2 dw1 − v2

1 dw2

v1 v3 dw1 − v2
1 dw3 + v2 v3 dw2 − v2

2 dw3




= −




|v(t)|2 − v2
1 −v1v2 −v1v3

−v1v2 |v(t)|2 − v2
2 −v2v3

−v1v3 −v2v3 |v(t)|2 − v2
3





dw1

dw2

dw3


 .
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Лемма 4. Уравнение типа Ланжевена (35) может быть представлено в

виде следующего уравнения Ито:

dv(t) = −µ(t)v(t) dt +

[
b1(t)
|v(t)|K +

b2(t)√
2|v(t)|2

K2

]
dw(t), (36)

где матрицы K и K2 имеют вид соответственно

K =
3∑

k=1

B0
kv(t) =




0 −v3 v2
v3 0 −v1
−v2 v1 0


 , (37)

K2 = −




|v(t)|2 − v2

1 −v1v2 −v1v3
−v1v2 |v(t)|2 − v2

2 −v2v3
−v1v3 −v2v3 |v(t)|2 − v2

3





Для уравнений (35) и соответственно (36) функция |v(t)|2 также неслучай-
на [3] и является решением обыкновенного дифференциального уравнения вида

d|v(t)|2 = h
(
t, |v(t)|

)
dt, (38)

где h(t, |v(t)|) — некоторая неслучайная функция.

Лемма 5. Для уравнения (35) функция |v(t)|2 является неслучайной.

Доказательство. Для сокращения записи обозначим

B(b1, b2, t,v(t), |v(t)|) =
b1(t)
|v(t)|K +

b2(t)√
2|v(t)|2

K2. (39)

Продифференцируем по Ито функцию v2(t), учитывая, что v(t) является ре-
шением уравнения (36). Получаем

v2(t) = 2

[
−µ(t)|v(t)|2 +

1
2

tr(B(b1, b2, t,v(t), |v(t)|) ·B∗(b1, b2, t,v(t), |v(t)|))
]
dt.

(40)
В силу кососимметричности матрицы K имеем

K2 = −K ·K∗, (K2)∗ = (−K ·K∗)∗ = K2.

Следовательно,

B(b1, b2, t,v(t), |v(t)|) ·B∗(b1, b2, t,v(t), |v(t)|) =
b21(t)
|v(t)|2 (−K2) +

b22(t)
2|v(t)|4K

4.

Вычисление K4 привело к такому результату:

K4 = |v(t)|2 ·



v2
2 + v2

3 −v1v2 −v1v3
−v1v2 v2

1 + v2
3 −v2v3

−v1v3 −v2v3 v2
1 + v2

2


 = −|v(t)|2 ·K2.

Тогда

B(b1, b2, t,v(t), |v(t)|) ·B∗(b1, b2, t,v(t), |v(t)|)

= −
(
b21(t)
|v(t)|2 +

b22(t)
2|v(t)|2

)
K2 =

(
b21(t)
|v(t)|2 +

b22(t)
2|v(t)|2

)
K ·K∗.
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Стало быть,

trK ·K∗ = − trK2 = 2|v(t)|2.

В результате имеем

dv2(t) ≡ |dv(t)|2 = 2

[
−µ(t)|v(t)|2 + b21(t) +

b22(t)
2

]
dt, (41)

т. е. функция |v(t)|2 неслучайна. Лемма доказана.

Таким образом, уравнение (36) также имеет детерминированную функцию,
зависящую от случайной — решения самого уравнения. Следовательно, и ис-
ходное уравнение (7), и расширяющее его уравнение (35) связаны с неслучайной
функцией |v(t)|2. Это позволяет сделать вывод о возможности решения урав-
нения (35), опираясь на решение уравнения (7) с выполнением условия (26b).

Решение уравнения (41) с учетом (12) будет таким:

|v(t)|2 = exp



−2

t∫

0

µ(τ) dτ





×



2

t∫

0

(
b21(u) +

b22(u)
2

)
exp



2

u∫

0

µ(τ) dτ



 du+ |v(0)|2



 . (42)

4. Построение решения

для усложненного уравнения Ланжевена

Представим полученное векторное произведение несколько в ином виде,
а именно с применением матриц группы поворотов, используя представление
уравнения в лемме 4 и (9):

[v(t) × [v(t) × dw(t)]] =

[
v(t) ×

[(
3∑

k=1

B0
kv(t)

)
dw(t)

]]

=

(
3∑

k=1

B0
kv(t)

)
[v(t) × dw(t)] =

(
3∑

k=1

B0
kv(t)

)
3∑

k=1

B0
jv(t)dw(t)

= |v(t)|2
3∑

k=1

C0
k dw(t),

где C0
k =

(
B0

1 +B0
2 +B0

3

)
B0
k. Тогда уравнение (36) примет следующий вид:

dv(t) = −µ(t)v(t) dt +

[
b1(t)
|v(t)|

3∑

k=1

B0
kv(t) +

b2(t)√
2

3∑

k=1

C0
k

]
dw(t). (43)

Таким образом, имеет место следующий результат.
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Лемма 6. Обобщение уравнения типа Ланжевена (35) может быть пред-

ставлено в виде линейного стохастического дифференциального уравнения (43),
где B0

k, k = 1, 3, составляют группу поворотов, C0
k =

(
B0

1 +B0
2 +B0

3

)
B0
k.

Такой вид уравнения позволяет воспользоваться результатом теоремы 1
для нахождения решения уравнения (35).

Уравнение (35) есть стохастическое линейное уравнение. Согласно [1] его
решение можно найти, используя решение соответствующего однородного, в
данном случае — уравнения (21) при условии A(t) = µ(t)I.

Решение однородного уравнения (21) запишем в виде

v(t) = R(t)v(0). (44)

Тогда решение V(t) соответствующего линейного уравнения (35) можно запи-
сать в виде

V(t) = R(t)


v(0) −

t∫

0

b1(s)
|v(s)|

b2(s)√
2

(R(s))−1
3∑

k=1

C0
k

3∑

j=1

(B0
j )

∗ ds

+

t∫

0

b1(s)
|v(s)| (R(s))−1

3∑

j=1

B0
j dw(s)



, (45)

где |v(t)| определяется из (42).
C учетом кососимметричности матриц группы поворотов получим

3∑

k=1

C0
k

(
3∑

j=1

B0
j

)∗

= 3
3∑

k=1

B0
k. (46)

Таким образом, получаем решение уравнения (35).

Теорема 2. Пусть b1(t), b2(t), µ(t) ∈ C 1 и µ(t) > 0 для всех t. Тогда реше-

ние усложненного уравнения типа Ланжевена

dv(t) = −µ(t)v(t) dt+
b1(t)
|v(t)| [v(t)× dw(t)] +

b2(t)√
2|v(t)|2

[v(t) × [v(t)× dw(t)]] (47)

при выполнении условия w(t) = (w(t), w(t), w(t))∗ имеет вид

V(t) = R(t)



v(0) + 3

t∫

0

b1(s)
|v(s)|

b2(s)√
2

(R(s))−1
3∑

k=1

B0
k ds

+

t∫

0

b1(s)
|v(s)| (R(s))−1

3∑

k=1

B0
k dw(s)



,

где B0
k, k = 1, 3, составляют группу поворотов (8), R(s) определяется выраже-

нием (44) и |v(t)| определяется из (42).
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5. Заключение

Неслучайность квадрата модуля скорости броуновской частицы позволила
получить в явном виде выражение для нее в специфическом случае. Кроме
того, неслучайность модуля скорости объясняет, почему движущиеся частицы
(в том числе и свет) не могут иметь сколь угодно большую скорость.
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AND SOLUTIONS OF LANGEVIN–TYPE

STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS

E. V. Karachanskaya and A. P. Petrova

Abstract. We construct a solution of a Langevine-type stochastic differential equation
(SDE) with a non-random function depending on its solution. We determine conditions
for such non-random function to appear. Using the solution of a homogeneous SDE, we
obtain a solution of the generalized Langevine-type SDE by reducing it to a linear one.
We construct a stochastic process with non-random modulus in square which is not a
solution to an Itô-type SDE.

Keywords: Langevine-type equation, Brownian motion, stochastic differential equa-
tion, Itô’s formula, deterministic modulus in square for velocity, analytical solution.
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ОБ ОДНОЙ НЕСТАНДАРТНОЙ

ЗАДАЧЕ СОПРЯЖЕНИЯ

ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

А. И. Кожанов, С. В. Потапова

Аннотация. Исследована разрешимость в классах регулярных решений одной
задачи сопряжения для эллиптических уравнений с нестандартными граничными
условиями и условиями сопряжения на плоскости x = 0. Область, в которой рас-
сматривается задача сопряжения, является параллелепипедом Q. На нижней гра-
нице Q условие задается для самой функции в области, где x > 0, и для ее частной
производной по t в области, где x < 0, а при переходе через плоскость x = 0 эти
условия «перекручиваются» и на верхней границе Q условие для самой функции
уже задается в области, где x < 0, а для ее частной производной по t — в области,
где x > 0. Путем сочетания метода регуляризации и метода продолжения по пара-
метру доказаны теоремы единственности и существования регулярных (имеющих
все обобщенные по С. Л. Соболеву производные, входящие в уравнение) решений
этой задачи сопряжения.
Ключевые слова: задача сопряжения, регулярное решение, условия склеивания
(сопряжения), эллиптическое уравнение, разрывные граничные условия.

1. Введение

Одним из методов исследования разрешимости краевых задач для парабо-
лических уравнений является метод эллиптической регуляризации [1, 2]. Если
при этом само параболическое уравнение имеет некоторые особенности, в част-
ности, является уравнением с меняющимся направлением эволюции [3–8], то
возникающая при эллиптической регуляризации краевая задача при наличии
условий склеивания (сопряжения) окажется нестандартной и ранее неизучен-
ной. Именно такая ситуация будет рассмотрена в настоящей работе и, как
представляется авторам, полученный результат имеет самостоятельное значе-
ние.

Приведем постановку задачи. Пусть Q — параллелепипед (−1, 1)× (0, T )×
(0, A), 0 < T,A < +∞, f(x, t, a) — заданная при (x, t, a) ∈ Q функция, α и β —
заданные действительные числа. Обозначим

Q+ = {(x, t, a) : (x, t, a) ∈ Q, x > 0},

Работа первого автора выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект 15–01–06582), работа второго автора выполнена при
поддержке Минобрнауки России в рамках базовой части государственного задания (проект
№ 3047).

c© 2016 Кожанов А. И., Потапова С. В.
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Q− = {(x, t, a) : (x, t) ∈ Q, x < 0},
Q1 = Q+ ∪Q−.

Краевая задача. Найти функцию u(x, t, a), являющуюся на множестве

Q1 решением уравнения

�u = f(x, t, a) (1)

и такую, что для нее выполняются граничные условия

u(−1, t, a) = u(1, t, a) = 0, (t, a) ∈ (0, T ) × (0, A); (2)

u(x, T, a) = ut(x, 0, a) = 0, (x, a) ∈ (−1, 0)× (0, A);

ut(x, T, a) = u(x, 0, a) = 0, (x, a) ∈ (0, 1) × (0, A);
(3)

u(x, t, 0) = ua(x, t, A) = 0, (x, t) ∈ (−1, 1)× (0, T ), (4)

а также условия сопряжения

u(+0, t, a) = αu(−0, t, a), (t, a) ∈ (0, T ) × (0, A);

ux(−0, t, a) = βux(+0, t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A).
(5)

Отметим, что граничные условия (3) являются разрывными и «перекру-
ченными», т. е., например, на нижней границе параллелепипеда Q при t = 0
условие задается для самой функции u(x, t, a) в области, где x > 0, и для ее
производной ut(x, t, a) — в области, где x < 0, а при переходе через плоскость
x = 0 эти условия «перекручиваются» (меняются местами) и на верхней гра-
нице параллелепипеда Q при t = T условие для самой функции u(x, t, a) уже
задается в области, где x < 0, а для ее производной ut(x, t, a) — в области, где
x > 0. Такие условия встречаются в задачах Жевре, например, для параболи-
ческих уравнений с меняющимся направлением времени [3–8], для некоторых
других неклассических уравнений отметим работы [6, 9–12].

2. Разрешимость краевой задачи

Пусть V0 — линейное пространство

V0 =
{
v(x, t, a) : v ∈W 2

2 (Q+), v ∈W 2
2 (Q−)

}

с нормой

‖v‖V0
=
(
‖v‖2

W 2
2
(Q+) + ‖v‖2

W 2
2
(Q−)

) 1
2 .

Очевидно, что V0 с такой нормой является банаховым пространством.

Теорема 1. Пусть выполняется условие

αβ ≥ 0. (6)

Тогда краевая задача (1)–(5) имеет в пространстве V0 не более одного решения

u(x, t, a).

Доказательство. Пусть u(x, t, a) — решение краевой задачи (1)–(5) та-
кое, что u(x, t, a) ∈ V0, и пусть в уравнении (1) выполняется f(x, t) ≡ 0. Если
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α = 0, то из первого условия (5), условий (2)–(4) и однородного уравнения (1)
вытекает, что u(x, y, t) ≡ 0 в Q+. Но тогда условие (5) преобразуется к виду
u(+0, y, t) = ux(−0, y, t) = 0. Эти условия, условия (2)–(4) и однородное урав-
нение (1) дают тождество u(x, t, a) ≡ 0 в Q−. Таким образом, u(x, t, a) ≡ 0 в
Q1. Если β = 0, то аналогично можно показать, что решение u(x, t, a) краевой
задачи (1)–(5) единственно в V0.

Пусть теперь α, β 6= 0. Уравнение (1) умножим на функцию u(x, t, a), про-
интегрируем по цилиндру Q−, затем умножим на функцию γu(x, t, a), γ = β

α ,
проинтегрируем по Q+ и сложим. Получим равенство
∫

Q−

(
u2
t + u2

a + u2
x

)
dQ− + γ

∫

Q+

(
u2
t + u2

a + u2
x

)
dQ+

+

T∫

0

A∫

0

[−ux(−0, t, a)u(−0, t, a) + γux(+0, t, a)u(+0, t, a)] dtda = 0. (7)

Вследствие условия (6) число γ положительно. Далее, условия сопряжения (5)
дают равенство

T∫

0

A∫

0

[ux(−0, t, a)u(−0, t, a)− γux(+0, t, a)u(+0, t, a)] dtda = 0.

Тогда из равенства (7) и условий (2)–(4) следует, что функция u(x, t, a) тожде-
ственно равна нулю в Q1. Это означает, что решение краевой задачи (1)–(5)
единственно в V0. Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть выполняются условие (6) и условия

f(x, t, a) ∈ L2(Q1), ftt(x, t, a) ∈ L2(Q1), faa(x, t, a) ∈ L2(Q1);

f(x, T, a) = ft(x, 0, a) = 0, (x, a) ∈ (−1, 0)× (0, A);

f(x, 0, a) = ft(x, T, a) = 0, (x, a) ∈ (0, 1) × (0, A);

f(x, t, 0) = f(x, t, A) = 0, (x, t) ∈ (−1, 1) × (0, T ).

(8)

Тогда краевая задача (1)–(5) имеет решение u(x, t, a), принадлежащее простран-

ству V0.

Доказательство. Воспользуемся методом регуляризации. Рассмотрим
краевую задачу: найти функцию u(x, t, a), являющуюся в Q1 решением уравне-

ния

ε(uxxtttt + uxxaaaa) +�u = f(x, t, a) (9)

и такую, что для нее выполняются условия (2)–(5), а также условия

utt(x, T, a) = uttt(x, 0, a) = 0, (x, a) ∈ (−1, 0)× (0, A);

utt(x, 0, a) = uttt(x, T, a) = 0, (x, a) ∈ (0, 1) × (0, A);
(10)

uaa(x, t, 0) = uaaa(x, 0, A) = 0, (x, t) ∈ (−1, 1)× (0, T ). (11)
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Пусть V1 — линейное пространство

V1 = {v(x, t, a) : v ∈ V0, vxxtttt ∈ L2(Q
+), vxxaaaa ∈ L2(Q

+),

vxxtttt ∈ L2(Q−), vxxaaaa ∈ L2(Q−)}

с нормой

‖v‖V1
=

(
‖v‖2

V0
+
∫

Q+

(
v2
xxtttt + v2

xxaaaa

)
dQ+ +

∫

Q−

(
v2
xxtttt + v2

xxaaaa

)
dQ−

) 1
2

.

Покажем, что регуляризованная краевая задача (9), (2)–(5), (10), (11) при
фиксированном ε разрешима в пространстве V1 для любой функции f(x, t, a) ∈
L2(Q).

Воспользуемся методом продолжения по параметру. Пусть λ — число из
отрезка [0, 1]. Рассмотрим семейство краевых задач: найти функцию u(x, t, a)
являющуюся в Q1 решением уравнения (9) и такую, что выполняются условия

(2)–(4), (10), (11), a также

u(+0, t, a) = λαu(−0, t, a), (t, a) ∈ (0, T ) × (0, A);

ux(−0, t, a) = λβux(+0, t, a), (t, a) ∈ (0, T )× (0, A).
(12)

Пусть � — множество тех чисел λ из отрезка [0, 1], для которых краевая
задача (9), (2)–(4), (10)–(12) при фиксированном ε имеет решение, принадлежа-
щее пространству V1. Если множество � непусто, открыто и замкнуто, то оно
совпадает со всем отрезком [0, 1] (см. [13]).

Множество � непусто, так как при λ = 0 краевая задача распадается на две
независимые задачи в подобластях Q+ и Q−, разрешимость которых в классах
регулярных решений известна (см. [14]).

Для доказательства открытости и замкнутости множества � достаточно
показать, что для всевозможных решений u(x, t, a) ∈ V1 краевой задачи (9),
(2)–(4), (10)–(12) имеет место равномерная по λ априорная оценка

‖u‖V1
≤ N‖f‖L2(Q1). (13)

Покажем, что искомая оценка действительно имеет место. Пусть α 6= 0. Урав-
нение (9) умножим на функцию uxx(x, t, a), проинтегрируем по цилиндру Q−,
уравнение (9) умножим на функцию γuxx(x, t, a), γ = β

α , проинтегрируем по
цилиндру Q+ и сложим. При выполнении условий (2)–(4), (10)–(12) получим
равенство

ε

∫

Q−

(
u2
xxtt + u2

xxaa

)
dQ− + ε

∫

Q+

(
u2
xxtt + u2

xxaa

)
dQ+

+
∫

Q−

(
u2
xt + u2

xa + u2
xx

)
dQ− +

∫

Q+

(
u2
xt + u2

xa + u2
xx

)
dQ+

=
∫

Q−

fuxx dQ
− +

∫

Q+

fuxx dQ
+. (14)
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Отметим, что согласно условию (6) число γ положительно. Применив нера-
венство Юнга к правой части (14), получим первую оценку:

ε

∫

Q−

(
u2
xxtt + u2

xxaa

)
dQ− + ε

∫

Q+

(
u2
xxtt + u2

xxaa

)
dQ+ ≤ C1‖f‖2

L2(Q1)
, (15)

где C1 > 0 определяется числами α, β.
Чтобы получить оценки для производных высокого порядка, определим

функции z(x, t, a) и v(x, t, a):

z(x, t, a) = u(x, t, a) − λβ(1 + x)ux(+0, t, a), (x, t, a) ∈ Q−;

v(x, t, a) = u(x, t, a) − λα(1 − x)u(−0, t, a), (x, t, a) ∈ Q+.
(16)

Заметим, что функция u(x, t, a) однозначно вычисляется через функции z(x, t, a)
и v(x, t, a):

u(x, t, a) = z(x, t, a) +
λβ(1 + x)
1 + λ2αβ

[vx(+0, t, a) − λαz(−0, t, a)], (x, t, a) ∈ Q−;

u(x, t, a) = v(x, t, a) +
λα(1 − x)
1 + λ2αβ

[zx(−0, t, a) + λβvx(+0, t, a)], (x, t, a) ∈ Q+;

(17)
кроме того, выполняются равенства

z(−1, t, a) = zx(−0, t, a) = 0,

z(x, T, a) = zt(x, 0, a) = ztt(x, T, a) = zttt(x, 0, a) = 0,

z(x, t, 0) = za(x, t, A) = zaa(x, t, 0) = zaaa(x, 0, A) = 0, (x, t, a) ∈ Q−;

(18)

v(1, t, a) = v(+0, t, a) = 0,

v(x, 0, a) = vt(x, T, a) = vtt(x, 0, a) = vttt(x, T, a) = 0,

v(x, t, 0) = va(x, t, A) = vaa(x, t, 0) = vaaa(x, 0, A) = 0, (x, t, a) ∈ Q+.

(19)

Уравнение (9) преобразуется в следующие уравнения для функций z(x, t, a) и
v(x, t, a):

ε(zxxtttt + zxxaaaa) +�z = f(x, t, a) +
λβ(1 + x)
1 + λ2αβ

[vxtt(+0, t, a)

− λαztt(−0, t, a) + vxaa(+0, t, a) − λαzaa(−0, t, a)], (x, t, a) ∈ Q−; (20)

ε(vxxtttt + vxxaaaa) +�v = f(x, t, a) +
λα(1 − x)
1 + λ2αβ

[λβvxtt(+0, t, a)

+ ztt(−0, t, a) + λβvxaa(+0, t, a) + zaa(−0, t, a)], (x, t, a) ∈ Q+. (21)

Уравнения (20), (21) вместе с условиями (18), (19) дают краевую задачу
для функций z(x, t, a) и v(x, t, a), эквивалентную вследствие взаимно однознач-
ной связи (16), (17) задаче (9), (2)–(4), (10)–(12). Поэтому вначале установим
открытость и замкнутость множества � на семействе задач (20), (21), (18), (19),
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а из этого будет следовать открытость и замкнутость множества � для семей-
ства задач (9), (2)–(4), (10)–(12). Отметим, что для решений z(x, t, a) и v(x, t, a)
в силу их взаимно однозначной связи (16), (17) сохранится оценка (15).

Уравнение (20) умножим на функцию [zxxtttt(x, t, a) + zxxaaaa(x, t, a)], про-
интегрируем по Q−, уравнение (21) умножим на [vxxtttt(x, t, a)+ vxxaaaa(x, t, a)],
проинтегрируем по Q+ и сложим. При выполнении граничных условий (18),
(19) получим равенство

ε

∫

Q−

(
z2
xxtttt + 2z2

xxttaa + z2
xxaaaa

)
dQ− + ε

∫

Q+

(
v2
xxtttt + 2v2

xxttaa + v2
xxaaaa

)
dQ+

+
∫

Q−

(
z2
xttt + z2

xaaa + z2
xtta + z2

xtaa + z2
xxtt + z2

xxaa

)
dQ−

+
∫

Q+

(
v2
xttt + v2

xaaa + v2
xtta + v2

xtaa + v2
xxtt + v2

xxaa

)
dQ+

=
∫

Q−

f [zxxtttt + zxxaaaa] dQ
− +

∫

Q−

(
λβ(1 + x)
1 + λ2αβ

[vxtt(+0, t, a) − λαztt(−0, t, a)

+ vxaa(+0, t, a) − λαzaa(−0, t, a)]

)
[zxxtttt + zxxaaaa] dQ

−

+
∫

Q+

f [vxxtttt + vxxaaaa] dQ+ +
∫

Q+

(
λα(1 − x)
1 + λ2αβ

[λβvxtt(+0, t, a) + ztt(−0, t, a)

+ λβvxaa(+0, t, a) + zaa(−0, t, a)]

)
[vxxtttt + vxxaaaa] dQ+. (22)

Правую часть (22) оценим с помощью неравенства Юнга и неравенств

T∫

0

A∫

0

ϕ2(+0, t, a) dtda ≤ C

∫

Q+

ϕ2
x(x, t, a) dQ

+,

T∫

0

A∫

0

ψ2(−0, t, a) dtda ≤ C

∫

Q−

ψ2
x(x, t, a) dQ

−,

где C — некоторая положительная константа. Тогда в правой части полу-
чившегося неравенства будут интегралы от функций v2

xxtt(x, t, a), z
2
xxtt(x, t, a),

v2
xxaa(x, t, a), z

2
xxaa(x, t, a), для которых, как отмечалось выше, справедлива оцен-

ка (15) в силу взаимно однозначной связи (16), (17). Тем самым получим апри-
орную оценку

ε

∫

Q−

(
z2
xxtttt + +z2

xxaaaa

)
dQ− + ε

∫

Q+

(
v2
xxtttt + v2

xxaaaa

)
dQ+

+
∫

Q−

(
z2
xxtt + z2

xxaa

)
dQ− +

∫

Q+

(
v2
xxtt + v2

xxaa

)
dQ+ ≤ C2‖f‖2

L2(Q1), (23)
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где положительное число C2 определяется числами ε, α, β, C.

Из этой оценки следует равномерная по параметру λ оценка (13) для реше-
ния краевой задачи (20), (21), (18), (19) при фиксированном ε. Следовательно,
краевая задача (9), (2)–(5), (10), (11) (λ = 1) в силу взаимно однозначной связи
(16), (17) при фиксированном ε также имеет решение u(x, t, a), принадлежащее
пространству V1 для любой функции f(x, t, a) ∈ L2(Q1).

Покажем, что для семейства решений {uε(x, t, a)} краевой задачи (9), (2)–
(5), (10), (11) имеет место априорная оценка, равномерная по ε и такая, что с
ее помощью можно будет организовать процедуру предельного перехода.

Для этого повторим действия, с помощью которых получено равенство (22),
т. е. уравнение (9) умножим на функцию [uεxxtttt(x, t, a)+ uεxxaaaa(x, t, a)], про-
интегрируем по Q−, затем умножим на γ[uεxxtttt(x, t, a)+uεxxaaaa(x, t, a)], γ = β

α ,
проинтегрируем по Q+ и сложим. При выполнении условий (2)–(5), (10), (11)
получим равенство (22), где в правой части будут лишь интегралы от функций
f [uεxxtttt + uεxxaaaa] в соответствующих подобластях Q+, Q−. В этих интегра-
лах выполним дважды интегрирование по частям по переменным t и a соответ-
ственно, затем применим неравенство Юнга. Тогда при выполнении условий
(8) получим

ε

∫

Q−

(
u2
εxxtttt + u2

εxxaaaa

)
dQ− + ε

∫

Q+

(
u2
εxxtttt + u2

εxxaaaa

)
dQ+

+
∫

Q−

(
u2
εxxtt + u2

εxxaa

)
dQ− +

∫

Q+

(
u2
εxxtt + u2

εxxaa

)
dQ+

≤ C3

(
‖ftt‖2

L2(Q1) + ‖faa‖2
L2(Q1)

)
, (24)

в котором число C3 > 0 определяется только числами α, β. Из этой оценки
следует априорная оценка

‖uε‖2
V1

≤M
(
‖ftt‖2

L2(Q1) + ‖faa‖2
L2(Q1)

)
. (25)

Из оценки (25) и свойства рефлексивности пространства L2 следует, что
существуют последовательность {εn} положительных чисел и функция u(x, t, a)
такие, что при n→ ∞ выполняется

εn → 0, uεn(x, t, a) → u(x, t, a), uεntt(x, t, a) → utt(x, t, a),

uεnaa(x, t, a) → uaa(x, t, a), uεnxx(x, t, a) → uxx(x, t, a)

слабо в пространстве L2(Q).
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Очевидно, что предельная функция u(x, y, t) принадлежит пространству
V0, для нее в областях Q+ и Q− выполнены уравнение (1), а также краевые
условия (2)–(4) и условия сопряжения (5). Другими словами, функция u(x, y, t)
дает решение краевой задачи (1)–(5) из требуемого класса. Теорема доказана.

3. Замечания

1. Теоремы 1 и 2 также справедливы, например, для квазиэллиптических
уравнений

utt + (−1)m+1∂
2mu

∂a2m
+ uxx = f(x, t, a), m ≥ 2,

c граничными условиями (2), (3), (5) и условиями

∂ku(x, t, a)
∂ak

∣∣∣∣
a=0

=
∂ku(x, t, a)

∂ak

∣∣∣∣
a=A

= 0, (x, t) ∈ (−1, 1)×(0, T ), k = 0, . . . ,m−1.

2. Вместо симметричного интервала (−1, 1) переменной x можно рассмот-
реть произвольный интервал (a, b).
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ON A NON–STANDARD CONJUGATION

PROBLEM FOR ELLIPTIC EQUATIONS

A. I. Kozhanov and S. V. Potapova

Abstract. We investigate the regular solvability of the conjugation problem for elliptic
equations with non-standard boundary conditions and sewing conditions on the plane
x = 0. Let Q be a parallelepiped. On the bottom of Q we give a boundary condition
for u(x, t, a) in the part where x > 0 and for ut(x, t, a) in the part where x < 0. On
the plane x = 0 these conditions "intertwist", so on the top of Q we give a boundary
condition for u(x, t, a) in the part where x < 0 and for ut(x, t, a) in the part where
x > 0. Combining the regularization method and natural parameter continuation, we
prove the uniqueness and existence theorems for regular solutions of this non-standard
conjugation problem.

Ключевые слова: conjugation problem, regular solution, sewing condition, elliptic
equation, discontinuous boundary conditions.
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УДК 512.547.214

О СТРОЕНИИ КОНЕЧНЫХ ГРУПП С БОЛЬШИМ

НЕПРИВОДИМЫМ ХАРАКТЕРОМ СТЕПЕНИ p2q

С. С. Поисеева

Аннотация. Изучаются конечные неединичные группы G, обладающие неприво-
димым комплексным характером � степени �(1) = p2q, для которых |G| ≤ 2�(1)2,
где p, q — простые числа.
Ключевые слова: конечная группа, характер конечной группы, степень непри-
водимого характера конечной группы.

Конечную неединичную группу порядка больше двух, обладающую непри-
водимым комплексным характером �, для которого 2�(1)2 ≥ |G|, будем назы-
вать LC(�)-группой (от "Large character"), см [1]. LC(�)-группы представляют
особый интерес, поскольку очевидно обладают экстремальным свойством, ибо
в силу известной теоремы Фробениуса порядок группы является суммой квад-
ратов степеней ее неприводимых комплексных характеров и при этом часто он
значительно больше степени любого ее неприводимого характера.

В общем случае задача описания строения группы, обладающей неприводи-
мым характером �, таким, что |G| ≤ c�(1)2, при c < 5 представляется довольно
сложной. Атлас конечных групп [2] содержит таблицу характеров 90 конечных
простых групп, из них 23 группы обладают таким неприводимым комплексным
характером � степени �(1), для которого верно неравенство c�(1)2 ≥ |G|, при
c < 5. Из этих 23 групп: 8 спорадических простых групп (M11, M12, M22, M23,
M24, Th, J1, HS), 6 знакопеременных (A5, A6, A7, A8, A9, A11), 6 классических
простых групп лиева типа (L2(11), L3(2), L3(3), L3(4), U4(2), U4(3)) и 3 исклю-
чительных простых групп лиева типа (Sz(8), 2F4(2)′, O+

8 (2)). При c < 4 всего 15
групп, для которых выполняется неравенство c�(1)2 ≥ |G|. При c < 3 условию
удовлетворят только 8 групп.

Таким неприводимым характером � степени �(1) = 190373976 при c < 2, 6
обладает спорадическая группа Томпсона Th = F3|3, т. е. |Th| < 2, 51�(1)2. При
c < 3 четыре группы Матье M11,M22,M23,M24 имеют неприводимый характер
� степени �(1), равный соответственно 55, 385, 2024, 10395. При c < 2, 7 груп-
па L3(2) порядка 168, обладает неприводимым характером степени �(1) = 8.
Знакопеременные группы A5, A7 при c < 2, 5 имеют неприводимый характер
степени 5 и 35 соответственно.

Заметим, что в [2] нет таких групп, у которых степень неприводимого ком-
плексного характера � удовлетворяла бы условию c�(1)2 ≥ |G|, при c ≤ 2.

c© 2016 Поисеева С. С.
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Естественно изучать конечные LC(�)-группы, у которых �(1) имеет неко-
торые дополнительные ограничения. В [3] показано, что если �(1) — степень
простого числа p и силовская p-подгруппа группы G абелева, то G является
p-нильпотентной группой. В [4] доказано, что в случае, когда �(1) — произ-
ведение двух различных простых чисел p и q, группа G является разрешимой
группой с абелевой нормальной подгруппой K индекса pq. А в [1] изучались
LC(�)-группы с �(1) = p2q, где p > q, которые, как выяснилось, являются
разрешимыми группами с абелевой нормальной подгруппой M индекса p2q.

Большая часть работы [1] посвящена LC(�)-группам с �(1) = p2q, для ко-
торых p > 3 и p > q. Для этого случая было доказано, что конечная группа с
таким неприводимым характером � обладает абелевой нормальной подгруппой
индекса p2q. Для групп с p = 3 была сделана ссылка на систему GAP [5] и
на Атлас конечных групп [2]. Однако имеет смысл показать, что основные ре-
зультаты [1] выполняются также и для LC(�)-групп с �(1) = p2q, для которых
p = 3, q = 2 или p = q.

Для краткости LC(�)-группы с �(1) = 32 ·2 или �(1) = p3, где p — простое
число, будем называть исключительными LC(�)-группами.

Цель настоящей работы — уточнение строения исключительных конечных
LC(�)-групп, а также исправление формулировки и доказательства леммы 12,
использованной в доказательстве теоремы 2 из [1].

Следует заметить, что хотя лемма 12 из [1] требует коррекции, от этого
результат теоремы 2 не изменится.

Рассмотрим исключительные LC(�)-группы с �(1) = p3, где p — простое
число.

(1) В [3] установлено, что LC(�)-группы с �(1) = pm и абелевой силовской
p-подгруппой являются либо группами Фробениуса, либо прямым произведени-
ем групп Фробениуса. Пример В. И. Зенкова из [6] является не единственным
исключением, как показалось на первый взгляд. С помощью системы GAP

[5] были найдены и другие примеры LC(�)-групп с �(1) = pm и неабелевой
силовской p-подгруппой.

Пусть G ∼= (C3 × C3) ⋊Q8G ∼= (C3 × C3) ⋊Q8G ∼= (C3 × C3) ⋊Q8, где V9
∼= C3 × C3 — элементарная абелева под-

группа порядка 9. Тогда G = G/O3(G) ∼= Q8 и таблица характеров для Q8

известна, ибо Q8 изоморфна D8 (см. приложение 1 в [7]).
(2) В [3] также доказано, что почти всегда любой неприводимый характер

LC(�)-группы входит в разложение квадрата характера �. Исключение состав-
ляют группы порядка, равного степени двойки. Типичный пример — экстрас-
пециальная 2-группа. Первое предположение о том, что только такие группы и
являются исключениями, оказалось неверным. Примеры неэкстраспециальных
2-групп, являющихся LC(�)-группами, также были также найдены с помощью
GAP [5].

Так, LC(�)-группы порядка 128 обладают неприводимым характером �

степени 23. У экстраспециальной группы порядка 27 имеется 64 характера
степени 1 и один характер � степени 8, а таблица характеров LC(�)-группы



О строении конечных групп 83

Таблица 1

|G| 16 16 16 32 32 64 128 8 8 16 16 16 16 32 8 16

1A 2A 2B 2C 2D 2E 2F 2G 4A 4B 4C 4D 4E 4F 4G 8A 4H

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

χ3 1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1 1 −1

χ4 1 −1 1 −1 1 1 1 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

χ5 1 −1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 1 −1 1

χ6 1 1 −1 −1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1 1 1 1

χ7 1 1 −1 1 1 1 1 1 −1 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1

χ8 1 1 1 −1 1 1 1 1 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 −1

χ9 2 0 0 −2 −2 2 2 2 0 0 0 0 0 2 −2 0 0

χ10 2 0 0 2 −2 2 2 2 0 0 0 0 0 −2 −2 0 0

χ11 2 0 −2 0 2 −2 2 2 0 0 0 0 2 0 −2 0 0

χ12 2 0 0 0 −2 −2 2 2 0 0 0 −2 0 0 2 0 2

χ13 2 0 0 0 −2 −2 2 2 0 0 0 2 0 0 2 0 −2

χ14 2 0 2 0 2 −2 2 2 0 0 0 0 −2 0 −2 0 0

χ15 4 −2 0 0 0 0 −4 4 0 0 2 0 0 0 0 0 0

χ16 4 2 0 0 0 0 −4 4 0 0 −2 0 0 0 0 0 0

χ17 8 0 0 0 0 0 0 −8 0 0 0 0 0 0 0 0 0

порядка 27, не являющейся экстраспециальной, приведена в табл. 1,

G = (((C8 ⋊ C2) ⋊ C2) ⋊ C2) ⋊ C2G = (((C8 ⋊ C2) ⋊ C2) ⋊ C2) ⋊ C2G = (((C8 ⋊ C2) ⋊ C2) ⋊ C2) ⋊ C2, |G| = 128 = 27, �(1) = 8 = 23.

Рассмотрим исключительные LC(�)-группы с �(1) = 32 · 2.
В [1] доказано, что если �(1) = 32 · 2, то порядок группы G содержится в

{342, 486, 504, 648}. Остановимся подробнее на каждой из этих исключительных
LC(�)-групп.

(3) LC(�)-группа порядка 342 = 2 ·32 ·19 обладает неприводимым характе-
ром � степени 32 · 2 и G ∼= (C19 ⋊ C9) ⋊ C2 = C19 ⋊ C18G ∼= (C19 ⋊ C9) ⋊ C2 = C19 ⋊ C18G ∼= (C19 ⋊ C9) ⋊ C2 = C19 ⋊ C18. У данной группы всего
18 характеров степени 1 и один характер � степени 18. Силовская 19-подгруппа
M из G абелева нормальная индекса 18.

(4) Исключительная LC(�)-группа порядка 486 обладает неприводимым
характером � степени 32 · 2. Пусть G ∼= ((C3 × (C9 ⋊ C3)) ⋊ C3) ⋊ C2G ∼= ((C3 × (C9 ⋊ C3)) ⋊ C3) ⋊ C2G ∼= ((C3 × (C9 ⋊ C3)) ⋊ C3) ⋊ C2 и |G| =
486 = 2 · 35. Силовская 3-подгруппа P из G нормальная индекса 2. У данной
группы всего 6 линейных характеров, по 12 характеров степени 2 и 3, один
характер � степени 18. Имеется абелева нормальная подгруппа C3 × C3 × C3

индекса 18.
Таблица характеров данной группы G приведена в табл. 2.

(5) Следующая исключительная LC(�)-группа порядка 504 обладает непри-
водимым характером � степени 32 · 2. Пусть G ∼= ((C7 ⋊ C3) ×A4) ⋊ C2G ∼= ((C7 ⋊ C3) ×A4) ⋊ C2G ∼= ((C7 ⋊ C3) ×A4) ⋊ C2 и |G| =
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Таблица 2
(
a = ε23 = −1−

√
−3

2 ; b = 2 · ε3 = −1 +
√
−3; c = 3 · ε23 = −3−3·

√
−3

2

)

|G| 18 162 27 27 162 243 18 18 162 27 27 162 27 162 18

1A 2A 3A 3B 3C 3D 3E 6A 6B 3F 3G 3H 3I 9A 3J 6C

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 −1 1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 −1

χ3 1 −1 a 1 1 1 1 −a −1 ā a a a 1 1 −ā
χ4 1 −1 ā 1 1 1 1 −ā −1 a ā ā ā 1 1 −a
χ5 1 1 a 1 1 1 1 a 1 ā a a a 1 1 ā

χ6 1 1 ā 1 1 1 1 ā 1 a ā ā ā 1 1 a

χ7 2 0 2 2 −1 2 2 0 0 2 2 −1 2 −1 2 0

χ8 2 0 2 −1 2 2 2 0 0 2 −1 2 2 −1 2 0

χ9 2 0 2 −1 −1 2 2 0 0 2 −1 −1 2 −1 2 0

χ10 2 0 2 −1 −1 2 2 0 0 2 −1 −1 2 2 2 0

χ11 2 0 b 2 −1 2 2 0 0 b̄ b −ā b −1 2 0

χ12 2 0 b̄ 2 −1 2 2 0 0 b b̄ −a b̄ −1 2 0

χ13 2 0 b −1 2 2 2 0 0 b̄ −ā b b −1 2 0

χ14 2 0 b̄ −1 2 2 2 0 0 b −a b̄ b̄ −1 2 0

χ15 2 0 b̄ −1 −1 2 2 0 0 b −a −a b̄ −1 2 0

χ16 2 0 b −1 −1 2 2 0 0 b̄ −ā −ā b −1 2 0

χ17 2 0 b̄ −1 −1 2 2 0 0 b −a −a b̄ 2 2 0

χ18 2 0 b −1 −1 2 2 0 0 b̄ −ā −ā b 2 2 0

χ19 3 −1 3 0 0 c 3 −1 −a 3 0 0 c 0 c̄ −1

χ20 3 −1 3 0 0 c̄ 3 −1 −ā 3 0 0 c̄ 0 c −1

χ21 3 −1 c 0 0 c 3 −a −a c̄ 0 0 c̄ 0 c̄ −ā
χ22 3 −1 c̄ 0 0 c̄ 3 −ā −ā c 0 0 c 0 c −a
χ23 3 −1 c 0 0 c̄ 3 −a −ā c̄ 0 0 3 0 c −ā
χ24 3 −1 c̄ 0 0 c 3 −ā −a c 0 0 3 0 c̄ −a
χ25 3 1 3 0 0 c 3 1 a 3 0 0 c 0 c̄ 1

χ26 3 1 3 0 0 c̄ 3 1 ā 3 0 0 c̄ 0 c 1

χ27 3 1 c 0 0 c 3 a a c̄ 0 0 c̄ 0 c̄ ā

χ28 3 1 c̄ 0 0 c̄ 3 ā ā c 0 0 c 0 c a

χ29 3 1 c 0 0 c̄ 3 a ā c̄ 0 0 3 0 c ā

χ30 3 1 c̄ 0 0 c 3 ā a c 0 0 3 0 c̄ a

χ31 18 0 0 0 0 0 -9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Таблица 2 (окончание)

18 18 27 27 162 27 162 27 18 18 27 162 27 18 27

6D 6E 3K 3L 3M 9B 3N 9C 6F 6G 9D 3O 9E 6H 9F

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 −1 −1 1 1 1 1 1 1 −1 −1 1 1 1 −1 1

χ3 −a −1 ā ā ā a a 1 −ā −a ā ā a −ā ā

χ4 −ā −1 a a a ā ā 1 −a −ā a a ā −a a

χ5 a 1 ā ā ā a a 1 ā a ā ā a ā ā

χ6 ā 1 a a a ā ā 1 a ā a a ā a a

χ7 0 0 2 −1 2 −1 2 −1 0 0 −1 2 −1 0 −1

χ8 0 0 −1 2 2 −1 2 −1 0 0 −1 2 −1 0 −1

χ9 0 0 −1 −1 2 −1 2 2 0 0 −1 2 2 0 2

χ10 0 0 −1 −1 2 2 2 −1 0 0 2 2 −1 0 −1

χ11 0 0 b̄ −a b̄ −ā b −1 0 0 −a b̄ −ā 0 −a
χ12 0 0 b −ā b −a b̄ −1 0 0 −ā b −a 0 −ā
χ13 0 0 −a b̄ b̄ −ā b −1 0 0 −a b̄ −ā 0 −a
χ14 0 0 −ā b b −a b̄ −1 0 0 −ā b −a 0 −ā
χ15 0 0 −ā −ā b −a b̄ 2 0 0 −ā b b̄ 0 b

χ16 0 0 −a −a b̄ −ā b 2 0 0 −a b̄ b 0 b̄

χ17 0 0 −ā −ā b b̄ b̄ −1 0 0 b b −a 0 −ā
χ18 0 0 −a −a b̄ b b −1 0 0 b̄ b̄ −ā 0 −a
χ19 −a −ā 0 0 c 0 c̄ 0 −a −ā 0 c̄ 0 −ā 0

χ20 −ā −a 0 0 c̄ 0 c 0 −ā −a 0 c 0 −a 0

χ21 −ā −ā 0 0 3 0 3 0 −1 −1 0 c 0 −a 0

χ22 −a −a 0 0 3 0 3 0 −1 −1 0 c̄ 0 −ā 0

χ23 −1 −a 0 0 c 0 c̄ 0 −a −ā 0 3 0 −1 0

χ24 −1 −ā 0 0 c̄ 0 c 0 −ā −a 0 3 0 −1 0

χ25 a ā 0 0 c 0 c̄ 0 a ā 0 c̄ 0 ā 0

χ26 ā a 0 0 c̄ 0 c 0 ā a 0 c 0 a 0

χ27 ā ā 0 0 3 0 3 0 1 1 0 c 0 a 0

χ28 a a 0 0 3 0 3 0 1 1 0 c̄ 0 ā 0

χ29 1 a 0 0 c 0 c̄ 0 a ā 0 3 0 1 0

χ30 1 ā 0 0 c̄ 0 c 0 ā a 0 3 0 1 0

χ31 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

504 = 23 · 32 · 7. Силовская 7-подгруппа T из G нормальная индекса 72. Под-
группа, изоморфная C7 × V4, абелева нормальная индекса 18.

(6) Интересным оказался случай, когда LC(�)-группы имеют порядок 648.
Пусть G = ((C2 × C2 × ((C3 × C3) ⋊ C3)) ⋊ C3) ⋊ C2G = ((C2 × C2 × ((C3 × C3) ⋊ C3)) ⋊ C3) ⋊ C2G = ((C2 × C2 × ((C3 × C3) ⋊ C3)) ⋊ C3) ⋊ C2 и G обладает неприводи-
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Таблица 3
(
a = 2 · ε29 + ε49 + ε59 + 2 · ε79; b = −ε29 − 2 · ε49 − 2 · ε59 − ε79;

c = −ε29 + ε49 + ε59 − ε79; d = ε23 = −1−
√
−3

2 ; e = 2 · ε23 = −1 −
√
−3;

f = 3 · ε23 = −3−3·
√
−3

2 ; g = 4 · ε23 = −2 − 2 ·
√
−3
)

|G| 216 324 108 108 36 27 27 27 72 36 72

1A 2A 3A 6A 3B 6B 9A 9B 9C 3C 6C 6D

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 d d d

χ4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 d̄ d̄ d̄

χ5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 d d d

χ6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 d̄ d̄ d̄

χ7 2 2 2 2 2 2 −1 −1 −1 2 2 2

χ8 2 2 2 2 2 2 −1 −1 −1 e e e

χ9 2 2 2 2 2 2 −1 −1 −1 ē ē ē

χ10 3 −1 3 −1 3 −1 0 0 0 3 −1 −1

χ11 3 −1 3 −1 3 −1 0 0 0 3 −1 −1

χ12 3 −1 3 −1 3 −1 0 0 0 f −d −d
χ13 3 −1 3 −1 3 −1 0 0 0 f̄ −d̄ −d̄
χ14 3 −1 3 −1 3 −1 0 0 0 f −d −d
χ15 3 −1 3 −1 3 −1 0 0 0 f̄ −d̄ −d̄
χ16 6 6 6 6 −3 −3 0 0 0 0 0 0

χ17 6 −2 6 −2 −3 1 0 0 0 0 −2 4

χ18 6 −2 6 −2 −3 1 0 0 0 0 −e g

χ19 6 −2 6 −2 −3 1 0 0 0 0 −ē ḡ

χ20 6 6 −3 −3 0 0 a c b 0 0 0

χ21 6 6 −3 −3 0 0 b a c 0 0 0

χ22 6 6 −3 −3 0 0 c b a 0 0 0

χ23 18 −6 −9 3 0 0 0 0 0 0 0 0

мым характером � степени 18 (табл. 3). У данной группы всего шесть ха-
рактеров степени 1 и 3, три характера степени 2, семь характеров степени 6 и
один характер � степени 18. Подгруппа, изоморфная C2×C2×C3×C3, абелева
нормальная индекса 18.

В доказательстве теоремы 2 из [1] использована лемма 12. Напомним, что
хотя она требует коррекции, от этого результат теоремы 2 не изменится. Фор-
мулировка и доказательство этой леммы должны быть изменены следующим
образом.
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Таблица 3 (окончание)

9 72 36 72 9 12 12 12 12 12 12

3D 3E 6E 6F 3F 2B 4A 6G 12A 6H 12B

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

χ2 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1 −1 −1

χ3 d d̄ d̄ d̄ d̄ −1 −1 −d −d −d̄ −d̄
χ4 d̄ d d d d −1 −1 −d̄ −d̄ −d −d
χ5 d d̄ d̄ d̄ d̄ 1 1 d d d̄ d̄

χ6 d̄ d d d d 1 1 d̄ d̄ d d

χ7 −1 2 2 2 −1 0 0 0 0 0 0

χ8 −d ē ē ē −d̄ 0 0 0 0 0 0

χ9 −d̄ e e e −d 0 0 0 0 0 0

χ10 0 3 −1 −1 0 −1 1 −1 1 −1 1

χ11 0 3 −1 −1 0 1 −1 1 −1 1 −1

χ12 0 f̄ −d̄ −d̄ 0 −1 1 −d d −d̄ d̄

χ13 0 f −d −d 0 −1 1 −d̄ d̄ −d d

χ14 0 f̄ −d̄ −d̄ 0 1 −1 d −d d̄ −d̄
χ15 0 f −d −d 0 1 −1 d̄ −d̄ d −d
χ16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

χ17 0 0 −2 4 0 0 0 0 0 0 0

χ18 0 0 −ē ḡ 0 0 0 0 0 0 0

χ19 0 0 −e g 0 0 0 0 0 0 0

χ20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

χ21 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

χ22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

χ23 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Лемма. Пусть G — LC(�)-группа с �(1) = p2q, где p и q — различные

простые числа и p > q. Тогда силовская p-подгруппа P группы G имеет порядок

не больше p5. Если P ⊳ G, то |G| = 486. Если P не нормальна в G и |G| 6= 648,

то |P | ≤ p3.

Доказательство. Пусть G — LC(�)-группа с �(1) = p2q, где p > q. Так
как |G| ≤ 2p4q2, то |P | ≤ p6, иначе q не делит |G|. Если |P | = p6, то 2p4q2 < 2p6

ввиду q < p. Значит, |G| = |P | = p6, что неверно, ибо в таком случае q не делит
|G|. Итак, |P | ≤ p5.

Допустим, что |P | = p5. Так как |G| = p5qbm ≤ 2p4q2, где (m, pq) = 1, то
b ≤ 2. Однако p > q ≥ 2. Следовательно, можно считать, что b = 1. В этом
случае pm ≤ 2q. Если m = 2, то p < q вопреки предположению. При m = 1
будет P ⊳ G и |G| = p5q.
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По теореме 9.12 из [8] и лемме 9 из [4]

�P =
q∑

i=1

χi,

где χi ∈ Irr(P ), причем из �(1) = p2q следует, что χi(1) = p2 для i = 1, 2, . . . , q.
Так как χi — неприводимые характеры P , то Z(P ) ⊆ Z(χi). Поэтому

∑

z∈Z(P )

|χi(z)|2 = |Z(P )|p4 ≤ |P | = p5.

Следовательно, |Z(P )| = p. Так как |Z(P )|�(1)2 = |G| = p5q, то Z(G) = 1 и
подгруппаQ ∈ Sylq(G) порядка q действует на Z(P ) нетривиально. Отсюда q|p−
1. Существует p−1

q сопряженных характеров группы G степени p2q, исчезающих
на P−Z(P ). ГруппаQ разбивает множество характеров χi степени p2 на орбиты
длины q. Таким образом, у группы G имеется p−1

q характеров степени p2q. Так

как G не может иметь более одного характера степени p2q, то p− 1 = q. Стало
быть, p = 3, q = 2 и |G| = 486 (см. табл. 2). Вычисления с помощью GAP [5]
показывают, что группа с рассматриваемыми свойствами существует.

Допустим, что P ∈ Sylp(G) имеет порядок p4. Если P ⊳G, то по теореме 6.2
из [9] имеем

�P = e
s∑

i=1

χi,

где e, s||G/P | и χi ∈ Irr(P ). Так как |G/P | взаимно просто с p и �(1) = p2q, то
χi(1) = p2. Это приводит к противоречию, поскольку сумма степеней неприво-
димых характеров группы P не может быть больше |P | = p4. Стало быть, P не
может быть нормальной. Поскольку |G| ≤ 2p4q2, то |G| = p4qbm, где qbm ≤ 2q2

и (m, pq) = 1. Отсюда имеются также возможности для G:
1) b = 2, |G| = p4q2;
2) b = 2, |G| = 8p4, q = 2;
3) b = 1, |G| = p4qm, где m < 2q.
Случай, когда |G| = 2p4q2, при q > 2 невозможен, ибо тогда в G имеется

подгруппа индекса 2, что противоречит лемме 10 из [4]. Допустим, что |G| =
p4q2. Так как P не нормальна в G, то |G : NG(P )| = q2 = 1 + kp. Отсюда p
делит q2−1 и p|q+1, что возможно только при p = 3, q = 2 и |G| = 324, система
GAP [5] показывает, что группа порядка 324 не является LC(�)-группой.

Предположим, что |G| = 8p4. Тогда G имеет подгруппу P индекса 8 и
ввиду того, что P не нормальна в G, получаем, что |G : NG(P )| равно 4 или 8.
В первом случае получаем p = 3 и |G| = 648 (см. табл. 3). Использование GAP
[5] показывает, что группа с рассматриваемыми свойствами существует. Если
p = 7, то NG(P ) = P и по теореме 1.1 из [10] G разрешима. Легко видеть, что
G/O7(G) — группа Фробениуса порядка 56 = 23 · 7. Подгруппа O7(G) не может
быть абелевой ввиду теоремы 6.15 (Ито) из [9]. Поэтому она неабелева. Так как
|O7(G)| = 73, имеется циклическая подгруппа T порядка 7, нормальная в G, и



О строении конечных групп 89

|G : CG(T )| делит |Out(T )| = 6. Так как G не имеет подгрупп индекса 2 или 3,
то T ≤ Z(G). Это противоречит тому, что Z(G) = 1.

Рассмотрим теперь случай 3. ПорядокG равен p4mq, гдеm < 2q и (m, pq) =
1. По теореме А из [11] получаем, что P ∩ P x = Op(G) для некоторого x ∈
G. При этом |P/Op(G)|2 < |G/Op(G)|. Так как mq < 2p2, при P 6= NG(P )
получаем, что |Op(G)| ≥ p3, а при P = NG(P ) группа G разрешима. Если
|Op(G)| = p2, то ввиду теоремы Бернсайда (группа P/Op(G) абелева) получаем,
что G/Op(G) — p-нильпотентна. Из существования подгруппы порядка p4q в G
теперь следует, что NG(P ) 6= P . Поэтому можно считать, что |Op(G)| ≥ p3. Так
как P не нормальна в G по предыдущему, то |Op(G)| = p3 и Op(G) неабелева
по теореме 6.15 (Ито) из [9]. Поэтому Z(Op(G)) = T имеет порядок p и T ⊳ G.
Следовательно, CG(T ) ⊳ G и G/CG(T ) ≤ Aut(T ) имеет порядок, делящий p− 1.
По лемме 10 из [4] получаем, что |G/CG(T )| — степень q. Отсюда |G/CG(T )| = q.
В частности, |CG(T )| = p4m. По теореме 9.12 из [8] заключаем, что имеется p−1

q

характеров группы G степени p2q, так что p = q + 1 = 3, q = 2. Отсюда m ≤ 2.
Этот случай уже рассмотрен выше. Лемма доказана.
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УСТОЙЧИВОЕ АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

ДЛЯ ВОЛНОВЫХ ПОЛЕЙ В ШАРЕ

А. Г. Фатьянов

Аннотация. Исследовано известное аналитическое решение для волновых полей
в шаре. Показано, что использование стандартной асимптотики цилиндрических
функций приводит к помехе в решении. Получено новое асимптотическое выраже-
ние для цилиндрических функций. Это дает устойчивое аналитическое решение,
что позволяет получить его точное решение. На основе новой асимптотики вве-
дено понятие однородных и неоднородных волн для шара. Приведены примеры
аналитического расчета полных волновых полей и только прямой волны для шара.
Ключевые слова: математическое моделирование в шаре, устойчивое аналитиче-
ское решение, полное волновое поле, прямая волна, новая асимптотика цилиндри-
ческих функций, однородные и неоднородные волны для шара.

Введение

Аналитическое решение задачи распространения волновых полей в шаре
получено давно [1–7]. При этом ряд исследователей ограничивается только по-
строением аналитического решения. Вычислительная сторона вопроса при этом
остается без внимания. Но аналитическое решение далеко не всегда может быть
доведено до численных результатов. Дело в том, что аналитическое решение
после соответствующих интегральных преобразований, как правило, содержит
отношение соответствующих цилиндрических функций. В этом случае из-за
их быстрого возрастания (убывания) возникают неопределенности различного
типа. Как отмечается в [7], в этой ситуации вычисление на компьютере может
стать неустойчивым. Для преодоления неустойчивости предлагается использо-
вать асимптотику цилиндрических функций. В работе использована класси-
ческая асимптотика цилиндрических функций. Показано, что в этом случае в
решении возникает помеха. Помеха имеет вид «ложной» волны. Это происхо-
дит из-за того, что классическая асимптотика, например для функции Бесселя,
верна для ν ≫ |z|. А значения функции Бесселя выходят за границы числового
диапазона уже при ν ∼ |z|. В работе получена новая асимптотика цилиндри-
ческих функций. Это позволяет получить точное решение волновых полей в
шаре.

Новая асимптотика цилиндрических функций имеет наглядный физиче-
ский смысл. На ее основе введено определение однородных и неоднородных
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волн для шара. Известно классическое представление прямой волны в полу-
пространстве на основе однородных и неоднородных волн. Аналогичное пред-
ставление для шара в точности дает граничную волну по сфере. Это не было
известно ранее.

Аналитическое представление решения позволяет получать не только пол-
ное поле, но и проводить анализ волнового поля по частям. В качестве примера
анализа волнового поля в работе получено решение для прямой волны. Оно
сконструировано следующим образом. В качестве фундаментального решения
взяты функции Ганкеля. Формально их брать нельзя, так как они не являются
ограниченными в нуле (центр шара). Однако решение с функциями Ганкеля
определено с помощью новой асимптотики для произвольных индексов и аргу-
ментов. Оно дает волновое поле для прямой волны в шаре.

Проведено аналитическое моделирование волновых полей в шаре. В каче-
стве иллюстрации принципиального отличия волновой картины в шаре и по-
лупространстве отметим следующее. Для сферических волн происходит фоку-
сировка на обратной стороне шара. За счет сферической геометрии убывание
волн происходит гораздо медленнее, чем в полупространстве.

1. Постановка задачи

Математическая постановка задачи моделирования волновых полей форму-
лируется в сферической системе координат (0 ≤ r < R0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 < φ ≤ 2π)
следующим образом: определить компоненты вектора смещения для неупругой
среды, которые удовлетворяют следующей системе уравнений:

ρ
∂2ur
∂t2

=
∂σr
∂r

+
1
r

∂τrθ
∂θ

+
1

r sin θ
∂τφr
∂φ

+
1
r
(2σr − σθ − σφ + τrθ cos θ) + fr · f(t),

ρ
∂2uθ
∂t2

=
∂τrθ
∂r

+
1
r

∂σθ
∂θ

+
1

r sin θ
∂τθφ
∂φ

+
1
r
((σθ − σφ) cos θ + 3τrθ) + fθ · f(t), (1)

ρ
∂2uφ
∂t2

=
∂τφr
∂r

+
1
r

∂τθφ
∂θ

+
1

r sin θ
σφ
∂φ

+
1
r
(2τθφ cos θ + 3τφr) + fφ · f(t)

с начальными условиями при t = 0

ur =
∂ur
∂t

= uθ =
∂uθ
∂t

= uφ =
∂uφ
∂t

= 0

и граничными данными при r = R0

σr = τθr = τφr. (2)

Предполагается, что компоненты тензора напряжений связаны с компонен-
тами тензора деформаций (а они с компонентами вектора смещения) известны-
ми соотношениями, в которых коэффициенты λ, µ по принципу Вольтерра за-
меняются интегральными операторами �,M, учитывающими влияние упругого
последействия:

�x ≡ λx(t) − λ1

t∫

−∞

h(t− τ)x(τ)dτ Mx ≡ µx(t) − µ1

t∫

−∞

g(t− τ)x(τ)dτ (3)
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Здесь λ1, µ1 — величины, определяющие уровень поглощения. Функции по-
следействия (ядра) h(ξ), g(ξ) определяют спектральный состав поглощения [8].
Среда (cij , c1ij , ρ) предполагается кусочно-непрерывной по координате r. На гра-
ницах разрыва параметров ставятся известные условия сопряжения. Компонен-
ты вектора силы F = (fr, fθ, fφ) описывают сосредоточенные и распределенные
источники различного типа.

2. Построение устойчивого аналитического решения

Аналитическое решение для наглядности приведено в случае распростра-
нения SH волн. Приложим в точке r = d, θ = 0 вращательное воздействие в
виде момента сил [8]:

F = δ(r − d)
δ(θ)

d3 sin2 θ
f(t)eφ = fφ · f(t)eφ. (4)

В этом случае задача определения вектора смещения в сферической системе
координат сводится к нахождению единственной отличной от нуля компоненты
вектора смещения uφ(r, θ, t) из следующей краевой задачи:

ρ
∂2uϕ
∂t2

=
M
r2

∂

∂θ

(
∂uφ
∂θ

− uφ ctg θ

)
+

∂

∂z

⌊
M

(
∂uφ
∂r

− uφ
r

)⌋

+
3M
r

(
∂uφ
∂r

− uφ
r

)
+

2M
r2

(
∂uφ
∂θ

− uφ ctg θ

)
ctg θ + ρfφf(t), (5)

M

(
∂uφ
∂r

− uφ
r

)∣∣∣∣
r=R0

= 0, (6)

uφ|t=0 =
∂uφ
∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (7)

На границах разрыва параметров ставятся известные условия сопряжения. В слу-
чае рассмотрения сейсмологической модели жидкого ядра нужно задать допол-
нительное граничное условие

M

(
∂uφ
∂r

− uφ
r

)∣∣∣∣
r=R1

= 0.

Для исследования устойчивости аналитического решения рассмотрим слу-
чай однородного шара. Решение ищется в виде разложения Фурье — Лежандра
по переменным (θ, t):

uφ(r, θ, t) =
1

2T
1√
r

∞∑

n=−∞

∞∑

k=1

u(r, k, ωn) exp(iωnt)P 1
k (cos θ). (8)

Здесь P 1
k (x) — полином Лежандра 1-го рода, ωn = nπ

T . В итоге постановка
(5)–(7) сведена к двухпараметрическому семейству (k, ωn) краевых задач (для
сокращения записи несущественные переменные обозначаются буквой c, а несу-
щественные индексы опускаются):

d2u

dr2
+

1
r

du

dr
− (k + 0.5)2

r2
u+ c · δ(r − d)F (ω) = −ω

2

v2
u, (9)
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−3
2

1
r

+
du

dr

∣∣∣∣r=R0
= 0. (10)

Здесь

v2 =
1
ρ


µ− µ1

T∫

0

g(t)e−iωt dt


 ,

F (ω) — спектр входного сигнала f(t).
Функции Бесселя полуцелого индекса Jk+0.5(z) и J−k−0.5(z) являются фун-

даментальной системой решений однородного уравнения (9) [1]. Из условия
ограниченности решения в центре шара получим его при r = R0 в следующем
виде:

u =
Jk+0.5(z)

−1.5Jk+0.5(z) + z · Jk+0.5(z)
′ cF (ω) =

1

−1.5 + z · Jk+0.5(z)
′/Jk+0.5(z)

cF (ω).

(11)
В (11) для наглядности рассмотрен случай, когда источник расположен на

поверхности шара. При этом z = ωR0/v. Выражение для аналитического ре-
шения (11) или эквивалентные ему получены давно и во многих работах [1–7].
При этом ряд исследователей ограничивается только построением аналитиче-
ского решения и не обращает внимания на вычислительную сторону вопроса.
В (11) при возрастании k возникает особенность типа 0

0 . Известно, что функ-
ция Бесселя Jk+0.5(z) быстро стремится к нулю. Поэтому особенность в (11)
возникает уже при небольших значениях k. В [7] говорится, что из-за быстрого
убывания бесселевых функций возникает неустойчивость и соответственно по-
теря точности. Для преодоления этой проблемы в [7] предлагается использовать
классическую асимптотику

Jν(z) →
1√
2πν

( ez
2ν

)ν
,

которая выполняется для фиксированного z при ν → ∞.
Применительно к (11) получим

J ′
k+0.5(z)/Jk+0.5(z) → (k + 0.5)/z. (12)

На рис. 1 приведен расчет полного поля (8) в однородном шаре по (11). При
этом использовалась классическая асимптотика (12). Функции Бесселя брались
из математической библиотеки спецфункций Фортрана [9]. Входной сигнал по
времени взят в виде импульса Гауса — Пузырева:

f(t) = exp

[
−
(π

2
f0t
)2
]

sin(2πf0t).

Доминирующая частота в источнике f0 равна 0.05 Гц. Радиус шара R0

равен 6371200 м. Скорость в однородном шаре 3000 м/сек. Выдача произведена
на свободной поверхности шара через 1 градус до 180 градусов. Время (по
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Рис. 1. Волновая картина в однородном шаре.

Рис. 2. Схема лучей в однородном шаре.

вертикали) выдано в секундах. Расчет проведен до времени 7200 сек, т. е. до
2-х часов.

На рис. 2 приведена схема некоторых лучей в произвольной плоскости
φ = φ0 однородного шара. В действительности их будет гораздо больше. В об-
щем случае лучи будут распространяться по равносторонним вписанным мно-
гоугольникам. На рис. 1 стрелкой обозначена прямая волна. Она приходит
раньше всех. Далее приходят волны по вписанным многоугольникам. Послед-
ней придет волна, идущая по границе шара. Аналогичные явления будут на-
блюдаться для произвольного значения φ0. Это приводит к фокусировке на
обратной стороне шара. На времени, большем 6000 сек, четко прослеживаются
волны с обратным годографом. Эти волны пришли с обратной стороны шара.

На рис. 3 выдан фрагмент волнового поля, приведенного на рис. 1. Из него
видно, что помимо прямой волны возникает еще одна волна. Она обозначена
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Рис. 3. Фрагмент волнового поля, приведенного на рис.1.

Рис. 4. Фрагмент волнового поля, полученный с использованием новой асимптотики.

стрелками. Ее интенсивность составляет половину процента от прямой волны.
Из рис. 2 следует, что ее быть не должно. Это помеха. В результате модели-
рования выяснилось, что Jk+0.5(z) становится малым при k + 0.5, сравнимым с
|z|, а классическая асимптотика (12) работает при k + 0.5 ≫ |z|. Иначе говоря,
здесь классическую асимптотику применять нельзя.

В работе получена новая асимптотика цилиндрических функций. Введем
следующее обозначение: x(z) = Z ′

ν(z)/Zν(z). Здесь Zν(z) — произвольная ци-
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Рис. 5. Граничная волна, пришедшая по поверхности шара.

линдрическая функция Jν(z), Yν(z), H
(1,2)
ν (z). Используя правило Лопиталя

при малых (или больших) Zν и Z ′
ν , получим

x(z) = Z ′
ν(z)/Zν(z) = Z ′′

ν /Z
′
ν . (13)

Из определения функции Zν(z) следует:

Z ′′
ν (z) +

1
z
Z ′
ν(z) +

(
1 − ν2

z2

)
Zν(z) = 0. (14)

Из (14) и (15) нетрудно получить следующее уравнение на x(z):

x(z) = −
(

1 − ν2

z2

)
/x(z) − 1

z
, (15)

x2 +
1
z
x+ 1 − ν2

z2
= 0. (16)

Оно имеет следующие корни:

x1,2 =
−1 ±

√
4ν2 + 1 − 4z2

2z
, (17)

тем самым

Z ′
ν(z)/Zν(z) →

−1 ±
√

4ν2 + 1 − 4z2

2z
. (18)

Выражение (18) дает новую асимптотику цилиндрических функций для
произвольных z, ν, когда Z ′

ν(z), Zν(z) → 0 и Z ′
ν(z), Zν(z) → ∞.

Используем (18) в (11) в случае, когда значения функций Бесселя выходят
за границы числового диапазона. В этом случае получим

u(R0) =
2

−4 +
√

4(k + 0.5)2 + 1 − 4z2
cF (ω). (19)

На рис. 4 приведен фрагмент волнового поля в однородном шаре (11) с
использованием (19). Сравнение с рис. 3 показывает, что помехи нет. Таким
образом, получено устойчивое аналитическое решение в шаре.
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Рис. 6. Аналитическое моделирование прямой волны для шара.

3. Анализ волнового поля в шаре по частям

Аналитическое решение позволяет проводить анализ волнового поля по ча-
стям [10, 11]. Ниже будет показано, как проводить анализ волнового поля по
частям в случае сферической системы координат.

Сначала выясним физический смысл корней квадратного уравнения (18).
Для этого рассмотрим SH волны в цилиндрической системе координат. После
преобразования Фурье — Бесселя в спектральной области получим следующее
двухпараметрическое семейство краевых задач в однородной среде [12, 13]:

d2w

dz2
= (k2 − ω2/v2)w,

dw

dz

∣∣∣∣
z=0

= F (ω). (20)

Здесь

ν2 =
1
ρ


µ− µ1

T∫

0

g(t)e−iωt dt


 .

Функции y1,2 = exp
(
±z
√
k2 − ω2

v2

)
составляют фундаментальную систему

решений однородного уравнения из (20). Рассмотрим отношение y′1,2 к y1,2.
Оно равно

±
√
k2 − ω2

v2
. (21)

Выражение (21) классическое. Оно встречается во многих работах по тео-
рии волн. Так, например, решение (20) на свободной поверхности будет выгля-
деть следующим образом [14]:

w|z=0 = F (ω)/

√
k2 − ω2

v2
. (22)
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Рис. 7. Диаграмма направленности прямой волны для шара.

На рис. 5 приведено волновое поле, полученное по формуле (19). Из сравне-
ния с рис. 1 видно, что это граничная волна, пришедшая по поверхности шара.
А (22) есть волна, идущая по поверхности полупространства. В этом случае
аналогом (21) для шара радиуса R0 будет следующее выражение:

−1 ±
√

4(k + 0.5)2 + 1 − 4(ωR0/v)2

(2ωR0/v)
. (23)

Таким образом, новая асимптотика цилиндрических функций (23) имеет
наглядный физический смысл. Это аналог характеристических значений (21)
для полупространства.

На основе анализа выражения (21) в упругой среде вводится понятие од-
нородных и неоднородных волн [14]. При k < ω

c волна называется однородной.
При k > ω

c волна называется неоднородной. Понятие однородных и неоднород-
ных волн имеет фундаментальное значение в динамической теории волновых
полей.

На основании новых формул (23) вводится понятие однородных и неодно-
родных волн для шара радиуса R0. При

(k + 0.5)2

R2
0

+
1

4R2
0

<
ω2

c2

волна называется однородной. При

(k + 0.5)2

R2
0

+
1

4R2
0

>
ω2

c2

волна называется неоднородной. При достаточно большом радиусе шара R0

получим приближенное выражение. При (k+0.5)
R0

< ω
c волна называется одно-

родной, при (k+0.5)
R0

> ω
c — неоднородной.
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Возьмем в качестве фундаментальной системы решений однородного урав-
нения (9) функции Ганкеля. Далее построим два вспомогательных решения:

u1(R0) =
H

(1)
k+0.5(z)

−1.5H(2)
k+0.5(z) + zH

(2)
k+0.5(z)

′ cF (ω),

u2(R0) =
H

(2)
k+0.5(z)

−1.5H(1)
k+0.5(z) + zH

(1)
k+0.5(z)

′ cF (ω)

(24)

В соответствие с общей теорией в данном случае функции Ганкеля брать
нельзя [1]. Они не являются ограниченными в нуле (центр шара). Однако вы-
ражение (24) определено с помощью новой асимптотики (18) для произвольных
индексов и аргументов.

На рис. 6 приведена полусумма полей из (24). Из сравнения рис. 6 и рис. 1
видно, что это прямая волна в однородном шаре.

При моделировании выяснился интересный факт. На рис. 7 приведен фраг-
мент прямой волны в однородном шаре. Выдача на свободной поверхности
в диапазоне углов θ от 120 до 130 градусов. Это диаграмма направленности
прямой волны. Видно, что прямая волна практически постоянна. На первый
взгляд это противоречит теории распространения волновых полей. По теории
убывание прямой волны в дальней зоне должно быть обратно пропорционально
пройденному пути [14]. Расстояние для прямой волны равно 2R sin θ

2 . Поэтому
убывание прямой волны в диапазоне углов θ1 < θ2 будет

sin
θ1
2
/ sin

θ2
2
. (25)

Из (25) следует незначительное убывание прямой волны в этом случае. Это
иллюстрирует принципиальное отличие волновой картины в шаре и полупро-
странстве.
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Abstract. We investigate the well-known analytical solution to the problem of the wave
fields in the sphere. It is shown that the use of the standard asymptotic behavior of the
Bessel functions leads to interference in the solution. A new asymptotic expression for
the Bessel functions is found which gives a stable analytical solution that allows one to
obtain the exact solution. The homogeneous and inhomogeneous waves for the sphere
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and the primary wave for the sphere.
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