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ЛИНЕЙНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА

ДЛЯ ОПЕРАТОРНО–ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО

ТИПА С ПАРАМЕТРОМ

Н. Л. Абашеева

Аннотация. Исследуется вопрос о существовании и единственности решения об-
ратной задачи

But + pLu = ϕ(t) + f(t, p), u(0, p) = u(T, p) = 0.

Операторы B, L самосопряженные в гильбертовом пространстве E, спектр опера-
тора L полуограничен. При выполнении конечного числа условий согласования
установлена однозначная разрешимость такой задачи с помощью разложения в ряд
по собственным и присоединенным элементам пучка L− λB.

Ключевые слова: обратная задача, уравнение смешанного типа.

Рассмотрим следующую линейную обратную задачу. Требуется найти

функции u(t, p) и ϕ(t), удовлетворяющие уравнению

But + pLu = ϕ(t) + f(t, p), p ∈ D, t ∈ (0, T ), (1)

и краевым условиям

u(0, p) = u(T, p) = 0. (2)

Здесь T < ∞, D ⊂ C — измеримое множество, имеющее предельную точку

p0 ∈ C, L, B — самосопряженные операторы в данном комплексном гильберто-

вом пространстве E со скалярным произведением (·, ·) и нормой ‖ · ‖. Оператор

B имеет произвольное расположение спектра, а спектр оператора L полуогра-

ничен.

Теория обратных задач для дифференциальных уравнений — интенсивно

развивающаяся область математики. Обратные задачи для уравнений вида (1)

в случае, когда B ≡ I, являются предметом изучения многих исследователей.

Задача определения правой части изучалась как для модельных уравнений в

частных производных, так и для абстрактных уравнений. Случай, когда от

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 15–01–06582).

c© 2016 Абашеева Н. Л.



4 Н. Л. Абашеева

оператора B не требуется положительной определенности, рассматривался, на-

пример, в [1, 2]. Обратные задачи для уравнения с параметром для случая

B ≡ I были исследованы в [3, 4].

В данной работе на основе известных результатов для прямых задач изуче-

на обратная задача нахождения свободного члена для уравнения с параметром

(1). Здесь доказательство проводится методом разложения в ряд по собствен-

ным и присоединенным элементам соответствующей спектральной задачи

Lu = λBu (3)

и дано явное представление решения. Свойства собственных функций зада-

чи (3) подробно изложены в монографии [5].

1. Основные предположения. Определения пространств Ck([0, T ];X),

Lp(0, T ;X),W k
2 (0, T ;X) (X — банахово или гильбертово пространство) обычные

и могут быть найдены в [6]. Через X ′ обозначаем негативное пространство,

построенное по банахову пространству X и гильбертову пространству E.

Следующие определения и предположения аналогичны данным в [5]. Пусть

P+, P− и P 0 — спектральные проекторы оператора L, отвечающие положитель-

ной, отрицательной и нулевой частям спектра соответственно.

(A). Спектр оператора L, лежащий на полуоси λ ≤ 0, состоит из изоли-

рованных собственных значений конечной кратности, dimR(P−) <∞, P 0 = 0.

(B). ПространствоH1 = D(|L|1/2) плотно вложено вD(|B|1/2) (в D(|L|1/2),
D(|B|1/2) вводим норму графика).

Очевидно, L допускает расширение как непрерывное отображение из H1 в

H ′
1. Также оператор B допускает расширение до ограниченного оператора из

D(|B|1/2) в H ′
1 и, следовательно, B ∈ L(H1, H

′
1).

Заметим, что в пространстве H1 можно ввести скалярное произведение и

индефинитную метрику посредством равенств

(u, v)1 = (|L|1/2u, |L|1/2v), [u, v]1 = (πu, v)1,

π = P+ − P−. При этом пространство H1 превращается в пространство Понт-

рягина с рангом индефинитности κ = dimR(P̃−) <∞ [7].

Определим F0 как пополнение фактор-пространства D(|B|1/2)/ kerB по

норме ‖u‖0 = ‖|B|1/2u‖. Пусть E+, E− и E0 — спектральные проекторы опера-

тора B, отвечающие положительной, отрицательной и нулевой частям спектра

соответственно. Положим J = E+ − E−. Вводя в F0 индефинитную метрику

[u, v]0 = (J |B|1/2u, |B|1/2v),

получаем пространство Крейна. Определения и свойства пространств с инде-

финитной метрикой можно найти в [7].

Говорят, что λ ∈ C принадлежит резольвентному множеству ρ(L − λB)

пучка L−λB, если оператор L−λB : H1 → H ′
1 ограниченно обратим. Положим
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σ(L− λB) = C \ ρ(L− λB). Под собственным элементом задачи (3) понимаем

функцию u ∈ H1 (u 6= 0) такую, что для некоторого λ ∈ C выполнено равенство

(3). Множество {ui}ni=0 (ui ∈ H1) есть цепочка собственных и присоединенных

элементов длины n+ 1 (с.п.э.) пучка (3), соответствующих λ ∈ C, если

(L− λB)ui = Bui−1, u−1 = 0, i = 0, n.

Корневое подпространство пучка (3), соответствующее некоторому λ ∈ C, т. е.

замыкание в H1 линейной оболочки с.п.э. задачи (3), соответствующих данному

λ, будем обозначать через Lλ.

Говорят, что {ui}mi=0, где ui ∈ H1 (i = 0,m−1), um ∈ D(|B|1/2), есть цепочка

с.п.э. длины m+ 1 пучка (3), соответствующих λ = ∞, если

Bui = Lui−1, i = 0,m, u−1 = 0.

Обозначим через L∞ замыкание в F0 линейной оболочки элементов вида

{I0ui}mi=0, где {ui}mi=0 — цепочка с.п.э. пучка (3), соответствующих λ = ∞,

I0 — канонический гомоморфизм, сопоставляющий элементам u ∈ D(|B|1/2)
фактор-классы I0u = u+ kerB.

Дополнительно введем следующие предположения.

(C). Спектр пучка (3) имеет не более чем счетное множество предельных

точек.

(D). Не существует u ∈ L∞, u 6= 0, такого, что [u, v]0 = 0 для любого

v ∈ L∞.

Пусть A = L−1B. Очевидно, A ∈ L(H1) — π-самосопряженный оператор

в пространстве H1, т. е. [Au, v]1 = [u,Av]1 для любых u, v ∈ H1. Через Lλ(A)

обозначаем корневое подпространство оператора A, соответствующее λ ∈ C.

Отметим, что Lλ = L1/λ(A) при λ 6= 0,∞ и корневые подпространства Lλ(A),

Lµ(A) ортогональны относительно π-метрики при λ 6= µ̄. Кроме того, невеще-

ственный спектр оператора A симметричен относительно действительной оси и

состоит из конечного числа нормальных собственных значений конечной крат-

ности, а все корневые подпространства, соответствующие вещественным соб-

ственным значениям, за исключением не более κ из них, являются собственны-

ми положительными подпространствами [5, лемма 2.2.6]. Точка λ ∈ σ(A) ∩ R

называется критической для π-самосопряженного оператора A, если λ не яв-

ляется нормальным собственным значением и ker(A − λI) вырожденно в H1

(линеал K ⊂ H1 вырожденный, если существует u ∈ K такой, что [u, v]1 = 0

∀v ∈ K). Таким образом, из вышесказанного следует, что множество критиче-

ских точек оператора A S(A) состоит из конечного числа точек. Введем еще

одно предположение.

(E). Подпространства Lin{Lλ(A), λ ∈ S(A), λ 6= 0} и L0(A) невырожденны

в H1.
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Пусть H̃1 = H1/(kerB ∩H1). Построим пространство H̃−1 как пополнение

F0 по норме

‖u‖
H̃−1

= sup
v∈H̃1

|(Bu, v)|
‖v‖

H̃1

.

Предположим, что

(H̃1, H̃−1) 1
2
,2 = F0 (4)

(через (X,Y )θ,p обозначаем пространства, построенные с помощью метода ве-

щественной интерполяции [6]).

2. Вспомогательные утверждения. Сформулируем леммы 2.3.5 и 2.3.6

из [5] в виде следующего утверждения. Напомним, что базис Рисса гильбер-

това пространства — это базис, ортонормированный относительно некоторого

эквивалентного скалярного произведения [8].

Лемма 1. Пусть выполнены условия (A)–(E). Тогда

a) в любом корневом подпространстве Lλ (λ ∈ R, λ 6= ∞) найдется базис

Рисса, состоящий из элементов цепочек с.п.э. uλik (i = 1, Nλ, k = 0, pλi , Nλ ≤ ∞,

pλi <∞), такой, что

[
uλik, u

λ
jl

]
0

= ελi δijδk,pλ
i −l, k = 0, pλi , l = 0, pλj , i, j = 1, Nλ,

где ελi = ±1. При этом если i = 1, N1
λ, то pλi > 0, если i = N1

λ + 1, N2
λ (N2

λ <∞),

то pλi = 0 и ελi = −1, если i = N2
λ + 1, Nλ, то pλi = 0 и ελi = 1.

b) найдется набор цепочек с.п.э. uik (i = 1, N , k = 0, pi, N ≤ ∞, pi < ∞),

соответствующих λ = ∞, такой, что

[uik, ujl]0 = εiδijδk,pi+1−l, k = 1, pi, l = 1, pj, i, j = 1, N,

где εi = ±1. Набор {I0uik} (i = 1, N1, k = 1, pi, N1 ≤ N , N1 < ∞) является

базисом в L∞ и элементы uik при i > N1 собственные. Набор {uik} (k = 0, pi при

i = 1, N2 и i = N1 + 1, N3; k = 0, pi − 1 при i = N2 + 1, N1, N2 ≤ N1 ≤ N3 ≤ N)

является базисом Рисса в L0(A). Кроме того, для всех uik, ujl ∈ H1

[uik, ujl]1 = εiδijδk,pi−l, k = 0, pi, l = 0, pj, i, j = 1, N.

c) в Lλ и Lλ (λ 6∈ R) найдутся базисы, состоящие из элементов цепочек

с.п.э. uλik, v
λ
ik (i = 1, Nλ, k = 0, pλi , Nλ <∞, pλi <∞) соответственно такие, что

δk,pλ
i −l, k = 0, pλi , l = 0, pλj , i, j = 1, Nλ.

Пусть Pλ — π-самосопряженные проекторы на корневые подпространства

L1/λ(A) = Lλ при λ ∈ R, λ 6= 0,∞, или на L0(A) при λ = ∞, или на Lλ +Lλ при

λ 6∈ R. Справедлива следующая лемма [5, лемма 4.1.2].
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Лемма 2. Пусть выполнены условия (A)–(E) и равенство (4). Проекторы

Pλ ∈ L(H1) допускают представление в виде

Pλu =

Nλ∑

i=1

pλ
i∑

k=0

ελi
[
u, uλi,pλ

i −k

]
0
uλik, λ ∈ R, λ 6= ∞,

P∞u =

(
N2∑

i=1

pi∑

k=0

+

N1∑

i=N2+1

pi−1∑

k=0

+

N3∑

i=N1+1

pi∑

k=0

)
εi[u, ui,pi−k]1uik,

Pλu =

Nλ∑

i=1

pλ
i∑

k=0

([
u, vλi,pλ

i −k

]
0
uλik +

[
u, uλi,pλ

i −k

]
0
vλik
)
, λ 6∈ R,

где {uik} — базисы в соответствующих корневых подпространствах, определен-

ные в лемме 1. При этом операторы P ∗
λ ∈ L(H ′

1) представимы в виде

P ∗
λu =

Nλ∑

i=1

pλ
i∑

k=0

ελi
(
u, uλi,pλ

i −k

)
Buλik, λ ∈ R, λ 6= ∞,

P ∗
∞u =

(
N2∑

i=1

pi∑

k=0

+

N1∑

i=N2+1

pi−1∑

k=0

+

N3∑

i=N1+1

pi∑

k=0

)
εi(u, ui,pi−k)Luik,

P ∗
λu =

Nλ∑

i=1

pλ
i∑

k=0

((
u, vλi,pλ

i −k

)
Buλik +

(
u, uλi,pλ

i −k

)
Bvλik

)
, λ 6∈ R,

Для любого λ справедливы равенства

P ∗
λL = LPλ ∀u ∈ H1, P ∗

λB = BPλ ∀u ∈ H̃−1.

Согласно [5], если выполнены предположения (A)–(E) и равенство (4), то

пространствоH1 допускает представление в виде π-ортогональной (ортогональ-

ной относительно π-метрики) прямой суммы

H1 = F1[+]L0(A),

где F1 инвариантно относительно оператора A.

Далее, пусть {uik} (i = 1, N , k = 0, pi) — набор цепочек с.п.э., соответ-

ствующих λ = ∞, из леммы 1. Положим N∞ = Lin{uik, k = 0, pi при i = 1, N2,

k = 0, pi − 1 при i = N2 + 1, N1} и M∞ = Lin{ui0, i = N1 + 1, N3} ⊂ (kerB∩H1).

Тогда L0(A) разлагается в π-ортогональную сумму

L0(A) = N∞[+]M∞

и определены π-самосопряженные проекторы PN∞
, PM∞

на эти подпростран-

ства, которые обладают теми же свойствами, что и проектор P∞.

По лемме 2.3.2 из [5] пространство F1 представимо в виде π-ортогональной

прямой суммы

F1 = N [+]M1,
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где N конечномерно и инвариантно относительно оператора A,

M1 ⊂ Lin{ker(A− λI),

λ ∈ σ(A) ∩ R} — равномерно положительное подпространство F1 (линеал K

называется равномерно положительным, если [u, u]1 ≥ δ‖u‖2
F1

для всех u ∈ K,

δ > 0). Обозначим через PN и PM1
проекторы на N и M1 соответственно.

Уточним вид подпространства N . Прежде всего, Lλ ⊂ N , если λ 6∈ R,

обозначим эти невещественные λ ∈ σ(L − λB) через µj (j = 1,K, K < ∞).

Далее, обозначим через λj ∈ R (j = 1,M , M < ∞) те собственные значения,

для которых L̃λj = Lλj ∩N 6= {0}. Тогда L̃λj = Lin
{
u
λj

ik , i = 1, N2
λj
, k = 0, p

λj

i

}
.

Таким образом,

N = Lin{Lλ, λ 6∈ R; L̃λj , j = 1,M}.
Введем еще некоторые пространства. Пусть M0 — замыкание M1 в F0 и

M−1 — пополнение M0 по норме

‖u‖M−1
= sup

v∈M1

|(Bu, v)|
‖v‖M1

.

Заметим, что в силу леммы 4.1.1 из [5] равенство (4) выполнено тогда и только

тогда, когда

(M1,M−1) 1
2
,2 = M0. (5)

По теореме 2.3.3 из [5] при выполнении условий (A)–(E) и (4) пространство M0

разлагается в J-ортогональную прямую сумму

M0 = M+
0 [+]M−

0 ,

где M+
0 равномерно положительное и M−

0 равномерно отрицательное подпро-

странстваM0. Обозначим через Q+, Q− проекторы на M+
0 , M−

0 соответственно.

Рассмотрим оператор A на M0. Поскольку kerA = {0}, можем определить

оператор

S = A−1 = B−1L̃ = B−1L : M0 →M0.

Очевидно, S ∈ L(M1,M−1). Пусть u+
i (u−i ) — собственные элементы оператора

S, соответствующие положительным (отрицательным) собственным значениям

λ+
i (λ−i ), пронумерованным с учетом кратности. Считаем, что элементы u±i

нормированы равенствами [u±i , u
±
i ]0 = ±1 и λ+

i ,−λ−i образуют неубывающие

последовательности. Элементы {u±i } образуют базис Рисса в пространстве M1

[5, лемма 2.3.1]. Кроме того, согласно теореме 2.3.1 из [5] они образуют базис

Рисса в пространстве M0 и безусловный базис Шаудера в пространстве M−1.

Любой элемент v ∈Ms (s = −1, 0, 1) представим в виде ряда

v =
∞∑

i=i

[v, u+
i ]0u

+
i −

∞∑

i=i

[v, u−i ]0u
−
i ,

сходящегося в Ms, причем норма в пространстве Ms эквивалентна норме

‖v‖2
Ms

=

∞∑

i=1

|λ+
i |s|[v, u+

i ]0|2 + |λ−i |s|[v, u−i ]0|2
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[5, теорема 2.3.1, лемма 2.3.4]. Отметим, что

Q±v = ±
∞∑

i=1

[v, u±i ]0u
±
i .

Покажем, что выполнено равенство

P ∗
M1
H ′

1 = {Bu : u ∈M−1}. (6)

Очевидно, P ∗
M1
H ′

1 = K⊥, где K = L0(A)[+]N . По построению пространства

M−1 подпространство G = {Bu : u ∈M−1} замкнуто в H ′
1. Далее, для u ∈ G⊥

имеем равенство (PM1
u,Bv) = 0 ∀v ∈ M1. В то же время (PM1

u,Bv) = 0

для любого v ∈ K. Используя самосопряженность оператора B, получаем, что

G⊥ ⊂ K. Кроме того, легко получить вложение K ⊂ G⊥.

3. Представление решения. Пусть выполнены условия (A)–(E) и ра-

венство (4).

Будем искать решение u(t, p), ϕ задачи (1), (2) из класса u(t, p) ∈ L2(0, T ;H1),

ut(t, p) ∈ L2(0, T ; H̃−1), ϕ ∈ H ′
1 для всех p ∈ D. Тогда в силу равенства (4) опре-

делены следы u(0, p), u(T, p) ∈ F0 для всех p ∈ D.

Пусть f(t, p) ∈ L2(0, T ;H ′
1) для всех p ∈ D. Из вышесказанного следует,

что функция u(t) представима в виде

u(t, p) = PN∞
u(t, p) + PM∞

u(t, p) + PNu(t, p) + PM1
u(t, p), (7)

где PN∞
u(t, p) ∈ L2(0, T ;N∞), PM∞

u(t, p) ∈ L2(0, T ;M∞), PNu(t, p) ∈ L2(0, T ;N)

и PM1
u(t, p) ∈ L2(0, T ;M1) (во всех подпространствах рассматриваем топо-

логию, индуцированную из H1).

Пусть

P ∗
M∞

ϕ(t) = 0 и P ∗
N∞

ϕ(t) = 0. (8)

Применяя проекторы P ∗
N∞

, P ∗
M∞

к уравнению (1), получаем

PM∞
u(t, p) = L̃−1P ∗

M∞
f(t, p), (9)

PN∞
u(t, p) =

(
N2∑

i=1

pi∑

k=0

+

N1∑

i=N2+1

pi−1∑

k=0

)
cik(t, p)uik, (10)

где коэффициенты cik удовлетворяют системе уравнений (см. [5, лемма 4.1.3])

c′i,k+1 + pcik = εi(f(t, p), ui,pi−k) (11)

(k = 0, pi и ci,pi+1 = 0 при i = 1, N2; k = 0, pi − 1 и ci,pi = 0 при i = N2 + 1, N1)

и краевым условиям

cik(0, p) = cik(T, p) = 0, i = 1, N1 (12)

(k = 1, pi при i = 1, N2, k = 1, pi − 1 при i = N2 + 1, N1).

Если P ∗
N∞

f ∈ W 1
2 (0, T ;H ′

1) и выполнено конечное число условий вида

(f(0, p), uik) = (f(T, p), uik) = 0 (13)
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(если i = 1, N2, то k = 0, pi − 1; если i = N2 + 1, N1, то k = 1, pi − 1), то из

(11), (12) в силу (8) можем единственным образом найти компоненту решения

PN∞
u(t).

Из определения подпространства N вытекает, что

PNu(t, p) =
K∑

j=1

Pµju(t, p) +
M∑

j=1

P̃λju(t, p), (14)

где Pλ (λ = µj 6∈ R) — проекторы из леммы 2, P̃λj — π-самосопряженные

проекторы на подпространства L̃λj .

Согласно лемме 4.1.3 из [5] для каждого λ = λj , j = 1,M ,

P̃λu =

N2
λ∑

i=1

pλ
i∑

k=0

cλik(t, p)uλik (15)

где {uλik} (i = 1, Nλ, k = 0, pλi ) — базис Lλ из леммы 1, а коэффициенты cλik
удовлетворяют системе уравнений

d

dt
cλik + pλcλik + pcλi,k+1 = ελi

(
ϕ(t) + f(t, p), uλi,pλ

i −k

)
, (16)

cλi,pλ
i +1 = 0, i = 1, N2

λ, k = 0, pλi ,

и краевым условиям

cλik(0, p) = ελi
[
u0, u

λ
i,pλ

i −k

]
0

= 0, cλik(T, p) = ελi
[
uT , u

λ
i,pλ

i −k

]
0

= 0, (17)

i = 1, N2
λ, k = 0, pλi .

При k = pλi из уравнения (16) и первого краевого условия (17) находим

коэффициенты

cλi,pλ
i

= ελi

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
ϕ(s), uλi0

)
ds+ ελi

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
f(s, p), uλi0

)
ds. (18)

Затем из второго краевого условия (17) получаем интегральное уравнение

T∫

0

epλsϕλ
i0(s) ds = Fλ

i0(p), (19)

где

ϕλ
i0(s) =

(
ϕ(s), uλi0

)
, Fλ

i0(p) = −
T∫

0

epλs
(
f(s, p), uλi0

)
ds.
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Далее при k = pλi − 1 из уравнения (16) и первого краевого условия (17)

находим коэффициенты

cλi,pλ
i −1 = ελi

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
ϕ(s), uλi1

)
ds

+ ελi

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
f(s, p), uλi1

)
ds− p

t∫

0

e−pλ(t−s)cλi,pλ
i
(s, p) ds.

Из второго краевого условия (17) получаем интегральное уравнение

T∫

0

epλsϕλ
i1(s) ds = Fλ

i1(p) + ελi p

T∫

0

epλscλi,pλ
i
(s, p) ds,

где

ϕλ
i1(s) =

(
ϕ(s), uλi1

)
, Fλ

i1(p) = −
T∫

0

(
f(s, p), uλi1

)
ds.

Из формулы (18) находим

T∫

0

epλscλi,pλ
i
(s, p) ds = ελi

T∫

0

s∫

0

epλτ
[
ϕλ
i0(τ) +

(
f(τ, p), uλi0

)]
dτds

= ελi

T∫

0

(T − τ)epλτ
[
ϕλ
i0(τ) + (f(τ, p), uλi0

)]
dτ = 0,

последнее равенство получено из уравнения (19) с помощью дифференцирова-

ния по параметру p.

В итоге получим формулы для нахождения коэффициентов разложения

компоненты P̃λu (для λ = λj , j = 1,M)

cλik(t, p) = ελi

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
ϕ(s), uλi,pλ

i −k

)
ds

+ ελi

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
f(s, p), uλi,pλ

i −k

)
ds− p

t∫

0

e−pλ(t−s)cλi,k+1(s, p) ds (20)

и интегральные уравнения для функций ϕλ
ik(s) =

(
ϕ(s), uλik

)

T∫

0

epλsϕλ
ik(s) ds = Fλ

ik(p), (21)

где

Fλ
ik(p) = −

T∫

0

epλs
(
f(s, p), uλik

)
ds, k = 0, pλi . (22)
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По той же лемме 4.1.3 из [5] для λ = µj 6∈ R, j = 1,K, имеем

Pλu =

Nλ∑

i=1

pλ
i∑

k=0

(
cλik(t, p)uλik + dλik(t, p)vλik

)
, (23)

где {uλik}, {vλik} (i = 1, Nλ, k = 0, pλi ) — базисы Lλ, Lλ̄ соответственно из леммы 1,

и коэффициенты cλik, d
λ
ik находятся из систем уравнений

d

dt
cλik +pλcλik +pcλi,k+1 =

(
ϕ(t)+f(t, p), vλi,pλ

i −k

)
, cλi,pi+1 = 0, i = 1, Nλ, k = 0, pλi ;

d

dt
dλik+pλdλik+pdλi,k+1 =

(
ϕ(t)+f(t, p), uλi,pλ

i −k

)
, dλi,pλ

i +1 = 0, i = 1, Nλ, k = 0, pλi .

и краевых условий

cλik(0, p) =
[
u0, v

λ
i,pλ

i −k

]
0

= 0, cλik(T, p) =
[
uT , v

λ
i,pλ

i −k

]
0

= 0, i = 1, Nλ, k = 0, pλi .

dλik(0, p) =
[
u0, u

λ
i,pλ

i −k

]
0

= 0, dλik(T, p) =
[
uT , u

λ
i,pλ

i −k

]
0

= 0, i = 1, Nλ, k = 0, pλi .

Из этих систем и краевых условий точно так же, как для задачи (16), (17),

находим коэффициенты разложения компоненты Pλu при λ = µj 6∈ R, j = 1,K:

cλik(t, p) =

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
ϕ(s), vλi,pλ

i −k

)
ds

+

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
f(s, p), vλi,pλ

i −k

)
ds− p

t∫

0

e−pλ(t−s)cλi,k+1(s, p) ds, (24)

dλik(t, p) =

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
ϕ(s), uλi,pλ

i −k

)
ds

+

t∫

0

e−pλ(t−s)
(
f(s, p), uλi,pλ

i −k

)
ds− p

t∫

0

e−pλ(t−s)dλi,k+1(s, p) ds, (25)

и интегральные уравнения для функций χλ
ik(s) =

(
ϕ(s), uλik

)
, ψλ

ik(s) =
(
ϕ(s), vλik

)
:

T∫

0

epλsχλ
ik(s) ds = Gλ

ik(p), (26)

T∫

0

epλsψλ
ik(s) ds = Hλ

ik(p), (27)

где

Gλ
ik(p) = −

T∫

0

epλs
(
f(s, p), uλik

)
ds, (28)
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Hλ
ik(p) = −

T∫

0

epλs
(
f(s, p), vλik

)
ds, (29)

k = 0, pλi .

Таким образом, решив интегральные уравнения (21), (26), (27), найдем ком-

поненты решения PNu(t, p) и

P ∗
Nϕ =

K∑

m=1

P ∗
µm
ϕ+

M∑

m=1

P̃ ∗
λm
ϕ, (30)

где в силу леммы 2

P̃ ∗
λϕ =

N2
λ∑

j=1

pλ
j∑

k=0

ελjϕ
λ
j,pλ

j −kBu
λ
jk (31)

при λ = λm, m = 1,M ,

P ∗
λϕ =

Nλ∑

j=1

pλ
j∑

k=0

(
ψλ
j,pλ

j −kBu
λ
jk + χλ

j,pλ
i −kBv

λ
jk

)
(32)

при λ = µm, m = 1,K.

Осталось определить компоненты решения PM1
u(t, p) и P ∗

M1
ϕ(t). Поскольку

u(t, p) ∈ L2(0, T ;H1), ut(t, p) ∈ L2(0, T ; H̃−1), то

PM1
u(t, p) ∈ W = {v(t, p) ∈ L2(0, T ;M1) : vt(t, p) ∈ L2(0, T ;M−1)}.

Считаем, что в пространстве W введена естественная норма

‖v‖2
W = ‖v(t, p)‖2

L2(0,T ;M1) + ‖vt(t, p)‖2
L2(0,T ;M−1)

.

Тогда в силу (5) (см. [6]) v(t, p) = PM1
u(t, p) ∈ C([0, T ];M0) и

v(t, p) = Q+v(t, p) +Q−v(t, p) =

∞∑

n=1

c+n (t, p)u+
n +

∞∑

n=1

c−n (t, p)u−n , (33)

причем
∞∑

n=1


|λ+

n |
T∫

0

|c+n (t)|2 dt+ |λ−n |
T∫

0

|c−n (t)|2 dt


 <∞,

∞∑

n=1


|λ+

n |−1

T∫

0

∣∣∣∣
dc+n
dt

(t)

∣∣∣∣
2

dt+ |λ−n |−1

T∫

0

∣∣∣∣
dc−n
dt

(t)

∣∣∣∣
2

dt


 <∞.

Из равенства (6) получаем, что найдется (причем единственная) функция

ψ(t) ∈M−1 такая, что

P ∗
M1
ϕ(t) = Bψ(t), ψ(t) =

∞∑

n=1

ψ+
n (t)u+

n +

∞∑

n=1

ψ−
n (t)u−n . (34)
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Также для функции f(t, p) ∈ L2(0, T ;H ′
1) существует функция g(t) такая, что

P ∗
M1
f = Bg и g ∈ L2(0, T ;M−1). Следовательно, функции v(t, p) = PM1

u(t, p) и

ψ(t) удовлетворяют уравнению

vt + pSv = ψ(t) + g(t, p).

Пусть

g(t, p) =

∞∑

n=1

g+
n (t, p)u+

n +

∞∑

n=1

g−n (t, p)u−i .

Тогда из уравнения (1) и условий (2) получаем следующую систему дифферен-

циальных уравнений для коэффициентов c±i (t, p):

∂c±n
∂t

= −pλ±i c±n + ψ±
n (t) + g±n (t, p) ds, c±n (0, p) = c±n (T, p) = 0, n ∈ N,

из которой находим

c±n (t, p) =

t∫

0

e−pλ±
n (t−s)

(
ψ±
n (s) + g±n (s, p)

)
ds, n ∈ N. (35)

Для коэффициентов ψ±
n из второго краевого условия получаем систему инте-

гральных уравнений
T∫

0

epλ
±
n sψ±

n (s) = G±
n (p), (36)

где

G±
n (p) = −

T∫

0

epλ
±
n sg±n (s, p) ds, n ∈ N. (37)

Рассмотрим теперь интегральное уравнение

T∫

0

epλtf(t) dt = G(p).

Согласно лемме 2 из [3] для разрешимости этого уравнения в пространстве

L2(0, T ) необходимо и достаточно, чтобы были выполнены условия:

(I) функция G аналитична в D и допускает аналитическое продолжение в

C до целой функции;

(II) выполнены соотношения

lim
ξ→∞

[min{1, eλTξ} sup
η∈R

|G(ξ + iη)|] = 0,

sup
ξ∈R


min{1, e2λξT}

∞∫

−∞

|G(ξ + iη)|2 dη


 <∞;

(III)
∞∑

k=−∞

∣∣G
(
i 2πkλT

)∣∣2 <∞.
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Теорема. Пусть выполнены условия (A)–(E) и равенство (4). Пусть f ∈
C(D;L2(0, T ;H ′

1)), P
∗
N∞

f ∈ C
(
D;W 1

2 (0, T ;H ′
1)
)
, выполнено конечное число усло-

вий вида (13), P ∗
M1
f = Bg, g(t, p) ∈ C(D;L2(0, T ;M−1)). Пусть P ∗

Nf(t, p),

g(t, p) — аналитические функции по переменной p на множестве D, допуска-

ющие продолжение до целых функций по переменной p таких, что g(t, ip) ∈
W 1

2 (R;L2(0, T ;M−2)) и для каждой из функций Fλ
jk(p) (где λ = λm, m = 1,M ,

j = 1, N2
λ, k = 0, pλj ), Gλ

jk(p), Hλ
jk(p) (где λ = µm, m = 1,K, j = 1, Nλ, k = 0, pλj ),

G±
n (p) (n ∈ N), которые определяются по формулам (22), (28), (29) и (37), вы-

полнены условия (II), (III).

Тогда существует единственное решение {u, ϕ} обратной задачи (1), (2)

такое, что v = PM1
u ∈ C(D;L2(0, T ;M1)), vt ∈ C(D;L2(0, T ;M−1)), ϕ(t) ∈

L2(0, T ;H ′
1) и выполнено (8).

Доказательство. Согласно вышесказанному решение u(t, p) обратной за-

дачи (1), (2) имеет вид суммы четырех компонент (7), причем компонента PM∞
u

находится по формуле (9), компонента PN∞
u — по формуле (10). Компонента

PNu имеет вид суммы (14) конечного числа слагаемых вида (15) и (23) с ко-

эффициентами, находящимися по формулам (20) и (24), (25). Последняя ком-

понента PM1
u = v имеет вид ряда (33) с коэффициентами, находящимися по

формулам (35).

Далее, в силу (8) решение ϕ(t) обратной задачи (1), (2) имеет вид суммы

P ∗
Nϕ(t) и P ∗

M1
ϕ(t). Компонента P ∗

Nϕ(t) имеет вид суммы (30) конечного чис-

ла слагаемых вида (31) и (32) с коэффициентами, являющимися решениями

интегральных уравнений (21), (26) и (27). Компонента P ∗
M1
ϕ(t) = Bψ(t) име-

ет вид ряда (34) с коэффициентами, являющимися решениями интегральных

уравнений (36).

Таким образом, вопрос о разрешимости рассматриваемой обратной задачи

свелся к вопросу о разрешимости уравнений (21), (26), (27) и (36). Так как

функция f(t, p) аналитическая по переменной p на множестве D и допускает

аналитическое продолжение до целой функции, очевидно, что условие (I) для

всех функций Fλ
jk (для λ = λm, m = 1,M , j = 1, N2

λ, k = 0, pλj ), Gλ
jk, Hλ

jk (для

λ = µm, m = 1,K, j = 1, Nλ, k = 0, pλj ), G±
n (n ∈ N) выполнено. Кроме того, по

условию для каждой из этих функций выполнены условия (II), (III).

Следовательно, согласно лемме 2 решения уравнений (21), (26), (27) из

L2(0, T ) существуют и имеют вид

ϕλ
jk(t) =

1

T

∞∑

l=−∞

Fλ
jk

(
i
2πl

λT

)
ei2πlt/T , j = 1, N2

λ, k = 0, pλj ,

для λ = λm, m = 1,M ,

χλ
jk(t) =

1

T

∞∑

l=−∞

Gλ
jk

(
i
2πl

λT

)
ei2πlt/T , j = 1, Nλ, k = 0, pλj ,

ψλ
jk(t) =

1

T

∞∑

l=−∞

Hλ
jk

(
i
2πk

λT

)
ei2πlt/T , j = 1, Nλ, k = 0, pλj ,
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для λ = µm, m = 1,K.

Также согласно лемме 2 решение уравнения (36) из L2(0, T ) существует и

имеет вид

ψ±
n =

1

T

∞∑

k=−∞

G±
n

(
i
2πk

λ±n T

)
ei2πkt/T , n ∈ N. (38)

Поскольку W 1
2 (a, b) непрерывно вложено в C[a, b], существует постоянная

C, не зависящая от n, такая, что

‖ψ±
n ‖2

L2(0,T ) =
1

T

∞∑

k=−∞

∣∣∣∣G
±
n

(
i
2πk

λ±n T

)∣∣∣∣
2

=
1

T

∞∑

k=−∞

∣∣∣∣∣∣

T∫

0

ei
2πkt
T g±n

(
t, i

2πk

λ±n T

)
dt

∣∣∣∣∣∣

2

≤
∞∑

k=−∞

T∫

0

∣∣∣∣g
±
n

(
t, i

2πk

λ±n T

)∣∣∣∣
2

dt ≤ C

|λ±n |
‖g±n (t, ip)‖2

L2(0,T ;W 1
2
(R)), n ∈ N.

Следовательно,

‖ψ‖2
L2(0,T ;M−1)

=

∞∑

n=1

(
1

|λ+
n |

‖ψ+
n ‖2

L2(0,T ) +
1

|λ−n |
‖ψ−

n ‖2
L2(0,T )

)

≤ C
∞∑

n=1

(
1

|λ+
n |2

‖g+
n (t, ip)‖2

L2(0,T ;W 1
2
(R)) +

1

|λ−n |2
‖g±n (t, ip)‖2

L2(0,T ;W 1
2
(R))

)

= C‖g(t, ip)‖2
W 1

2
(R;L2(0,T ;M−2))

.

Кроме того, нашлась функция v, определяемая по формуле (33) с коэф-

фициентами, которые находятся по формулам (35), (38). Оценим коэффи-

циенты c±n (t, p), используя неравенство Юнга и (39):

max
p∈D

‖c±n (t, p)‖2
L2(0,T ) ≤ 2 max

p∈D
‖e−λ±

n pt ∗ ψ±
n ‖2

L2(0,T ) + 2 max
p∈D

‖eλ±
n pt ∗ g±n ‖2

L2(0,T )

≤ C1

{
1

|λ±n |2
‖ψ±

n ‖2
L2(0,T ) +

1

|λ±n |2
max
p∈D

‖g±n ‖2
L2(0,T )

}

≤ C2

{
1

|λ±n |3
‖g±n (t, ip)‖2

L2(0,T ;W 1
2
(R)) +

1

|λ±n |2
max
p∈D

‖g±n (t, p)‖2
L2(0,T )

}
,

где постоянные C1, C2 не зависят от n. Тогда

max
p∈D

‖v‖2
L2(0,T );M1)

= max
p∈D

∞∑

n=1

(
|λ+

n |‖c+n ‖2
L2(0,T ) + |λ−n |‖c−n ‖2

L2(0,T )

)

≤ C2

{ ∞∑

n=1

(
1

|λ+
n |2

‖g+
n (t, ip)‖2

L2(0,T ;W 1
2
(R)) +

1

|λ−n |2
‖g−n (t, ip)‖2

L2(0,T ;W 1
2
(R))

)

+ max
p∈D

∞∑

n=1

(
1

|λn|
‖gn(t, p)‖2

L2(0,T ) +
1

|λn|
‖gn(t, p)‖2

L2(0,T )

)}

= C2

{
‖g(t, ip)‖2

W 1
2
(R;L2(0,T ;M−2)) + max

p∈D
‖g(t, p)‖2

L2(0,T ;M−1)

}
.
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Аналогично можно показать, что

max
p∈D

‖vt‖2
L2(0,T ;M−1)

= max
p∈D

∞∑

n=1

(
1

|λ+
n |

∥∥∥∥
∂c+n
∂t

∥∥∥∥
2

L2((0,T )×D)

+
1

|λ−n |

∥∥∥∥
∂c−n
∂t

∥∥∥∥
2

L2((0,T )×D)

)

≤ C3

{
‖g(t, ip)‖2

W 1
2
(R;L2(0,T ;M−2)) + max

p∈D
‖g(t, p)‖2

L2(0,T ;M−1)

}
.

Единственность решения доказывается точно так же, как в работе [3] (см.

теорему 1).

Теорема доказана.
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О ФРЕДГОЛЬМОВОСТИ КРАЕВОЙ

ЗАДАЧИ ВРАГОВА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

СМЕШАННОГО ТИПА ЧЕТНОГО ПОРЯДКА

И. Е. Егоров

Аннотация. В цилиндрической области рассматривается краевая задача Враго-
ва для уравнения смешанного типа четного порядка с эллиптическим оператором
по пространственным переменным. При определенных условиях на коэффициенты
уравнения доказаны обобщенная разрешимость, плотная разрешимость, единствен-
ность обобщенного решения и фредгольмова разрешимость краевой задачи Врагова
в соответствующих пространствах Соболева.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, фредгольмова разрешимость, кра-
евая задача, обобщенное решение, неравенство, оценка, операторное уравнение.

Постановке краевых задач для уравнений смешанного типа второго и вы-

сокого порядков, исследованию обобщенной и фредгольмовой разрешимости их

в различных пространствах посвящено довольно много работ [1–17]. Известно,

что для развития спектральной теории для уравнения смешанного типа второго

порядка значительный вклад внесли Т. Ш. Кальменов, Е. И. Моисеев, С. М. По-

номарев, С. Г. Пятков и другие математики. При этом ряд работ [8, 13, 17] по-

священ изучению разрешимости краевых задач для уравнений смешанного типа

со спектральным параметром.

В данной работе исследуется фредгольмова разрешимость краевой зада-

чи Врагова [7, 8] для уравнения смешанного типа четного порядка с помощью

метода, разработанного в [14, 16].

Пусть � — ограниченная область в Rn с кусочно гладкой границей S, ST =

S × (0, T ), Q = �× (0, T ), �t = �× {t} для 0 ≤ t ≤ T .

В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение четного порядка

Lu ≡
2s∑

i=1

ki(x, t)D
i
tu+Mu = f(x, t), (1)

где

Mu = (−1)m
∑

|α|,|β|=m

Dα(aαβ(x)Dβu) + a0(x)u,

Dtu =
∂u

∂t
, Dαu =

∂αu

∂xα1

1 . . . ∂xαn
n
, |α| =

n∑

i=1

αi;

c© 2016 Егоров И. Е.
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α — мультииндекс; s ≥ 2 и m ≥ 1 — целые числа.

Будем считать, что коэффициенты уравнения (1) бесконечно дифференци-

руемы в Q и выполнены условия

aαβ = aβα,
∑

|α|,|β|=m

aαβξ
αξβ ≥ ν|ξ|2m ∀ξ ∈ R

n, ν > 0.

Отметим, что коэффициент k2s(x, t) может менять знак внутри области Q

произвольным образом, т. е. уравнение (1) является уравнением смешанного

типа.

Положим

P±
0 = {(x, 0) : (−1)s−1k2s(x, 0) ≷ 0, x ∈ �},

P±
T = {(x, T ) : (−1)s−1k2s(x, T ) ≷ 0, x ∈ �}.

Через n = (n1, . . . , nn) обозначим вектор внутренней нормали к S.

Краевая задача Врагова. Найти решение уравнения (1) в области Q

такое, что
∂iu

∂ni

∣∣∣∣
ST

= 0, i = 0,m− 1; (2)

Di
tu
∣∣
t=0

= 0, i = 0, s− 1; Ds
tu
∣∣
P

+

0

= 0,

Dj
tu
∣∣
t=T

= 0, j = 1, s− 1; Ds
tu
∣∣
P

−

T
= 0.

(3)

Краевая задача (1)–(3) впервые поставлена и исследована В. Н. Враговым

в работах [6, 7] при s = m.

В анизотропном пространстве Соболева Wm,s
2 (Q) введем скалярное произ-

ведение

(u, v)m,s =

∫

Q

[
∑

|α|≤m

DαuDαv +

s∑

i=1

Di
tuD

i
tv

]
dQ, u, v ∈Wm,s

2 (Q),

причем ‖u‖2
m,s = (u, u)m,s ∀u ∈ Wm,s

2 (Q) и (u, v)0,0 = (u, v), ‖u‖2 = (u, u) для

функций u, v из L2(Q).

Пусть CL — класс функций u(x, t) из W 2m,2s
2 (Q), удовлетворяющих крае-

вым условиям (2), (3), W̃m,s
2 (Q) — замыкание CL по норме ‖ ·‖m,s. Пусть CL∗ —

класс функций v(x, t) из W 2m,2s
2 (Q), удовлетворяющих краевым условиям (2) и

Di
tv
∣∣
t=0

= Di
tv
∣∣
t=T

= 0, j = 0, s− 2; Ds−1
t v

∣∣
P

−

0

= 0,

Ds−1
t v

∣∣
P

+

T
= 0; l2s−1v|t=T = 0,

(3∗)

где

l2s−1v ≡
2s−1∑

i=s−1

(−1)iDi
t(ki+1v).

Введем пространство Ŵm,s
2 (Q) как замыкание CL∗ по норме ‖ · ‖m,s. Обо-

значим через W̃−m,−s
2 (Q) (Ŵ−m,−s

2 (Q)) пространство линейных непрерывных
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функционалов над гильбертовым пространством W̃m,s
2 (Q) (Ŵm,s

2 (Q)), причем

L2(Q) отождествляется с его сопряженным.

Для функций u ∈ CL, v ∈ CL∗ рассмотрим билинейную форму

(Lu, v) = (u, L∗v) = a(u, v)

≡
∫

Q

{
(−1)sk2sD

s
tuD

s
t v + (−1)s−1[k2s−1 − sk2st]D

s
tuD

s−1
t v

+

s∑

i=1

s−2∑

j=0

bijD
i
tuD

j
tv +

∑

|α||β|=m

aαβD
βuDαv + a0uv

}
dQ.

Определение 1. Функция u(x, t) ∈ W̃m,s
2 (Q) называется обобщенным ре-

шением краевой задачи (1)–(3), если выполнено интегральное тождество

a(u, v) = 〈f, v〉 ∀v ∈ Ŵm,s
2 (Q), (4)

где 〈·, ·〉 — двойственное соотношение между Ŵ−m,−s
2 (Q) и Ŵm,s

2 (Q),

f ∈ Ŵ−m,−s
2 (Q).

Билинейная форма a(u, v) в силу теоремы Рисса имеет представление

a(u, v) = 〈Au, v〉 ∀u ∈ W̃m,s
2 (Q), v ∈ Ŵm,s

2 (Q),

где A — линейный ограниченный оператор из W̃m,s
2 (Q) в Ŵ−m,−s

2 (Q). При этом

справедливо равенство

〈Au, v〉 = 〈u,A∗v〉 ∀u ∈ W̃m,s
2 (Q), v ∈ Ŵm,s

2 (Q), (5).

Пусть Ĥm,s(Q) — пополнение Ŵm,s
2 (Q) по норме

‖v‖2

Ĥm,s(Q)
=

∥∥∥∥∥∥

t∫

0

e2λτv(x, τ)dτ)

∥∥∥∥∥∥

2

m,s

, λ > 0.

Лемма 1. Пусть коэффициент a0(x) > 0 достаточно большой и

(−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 2s

2
k2st

)
≥ δ > 0,

Тогда существует константа λ > 0 такая, что

C1‖v‖Ĥm,s(Q)
≤ ‖A∗v‖

W̃−m,−s
2

(Q)
, C1 = C1(λ) > 0,

для всех функций v ∈ Ŵm,s
2 (Q).

Доказательство. Для любой функции v ∈ Ŵm,s
2 (Q) положим

u(x, t) =

t∫

0

e2λτv(x, τ)dτ.
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Нетрудно видеть, что u(x, t) принадлежит W̃m,s
2 (Q) и

Ds
tu
∣∣
P

−

0

= 0, Ds
tu
∣∣
P

+

T
= 0.

Интегрируя по частям, получаем равенство

〈u,A∗v〉 = a(u, e−2λtut)

=

∫

Q

e−2λt

{
(−1)s−1

[(
k2s−1 +

1 − 2s

2
k2st

)
+ λ(2s− 1)k2s

]
(Ds

tu)
2

+ λ
∑

|α|,|β|=m

aαβD
αuDβu+ λa0u

2

}
dQ+ I + . . . , (6)

где

I =
(−1)s

2

∫

P−

T

k2se
−2λT

(
Ds

tu
)2
dx+

(−1)s−1

2

∫

P+

0

k2s

(
Ds

tu
)2
dx

+
1

2
e−2λT

∫

�T

[ ∑

|α|,|β|=m

aαβD
αuDβu+ λa0u

2
]
dx ≥ 0,

а члены, обозначенные точками, играют подчиненную роль. Теперь выберем

λ > 0 так, чтобы

(−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 2s

2
k2st

)
+ (−1)s−1λ(2s− 1)k2s ≥

δ

2
, (x, t) ∈ Q.

На основании теорем вложения выполнены неравенства

‖Dj
tu‖2 ≤ ε‖u‖2

m,s + Cε‖u‖2, ε > 0, j = 1, s− 1,

которые вместе с неравенством Коши позволяют оценить подчиненные члены в

(6). Тогда в силу неравенства Гординга при достаточном большом a0 > 0 из (6)

следует оценка леммы 1.

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 1. Тогда для любой функ-

ции f ∈ L2(Q) существует обобщенное решение краевой задачи (1)–(3) из про-

странства W̃m,s
2 (Q).

Доказательство. Пусть число λ > 0 выбрано, как в доказательстве лем-

мы 1. Тогда имеет место неравенство

‖v‖ ≤ ‖v‖
Ĥm,s

≤ C−1
1 ‖A∗v‖

Ŵ−m,−s
2

(Q)
, v ∈ Ŵ−m,−s

2 (Q).

Далее в силу равенства (5) доказательство теоремы проводится стандартным

образом [2].

Замечание 1. В работе [10] теорема 1 была доказана сведением обобщен-

ной разрешимости краевой задачи (1)–(3) к обобщенной разрешимости соответ-

ствующей краевой задачи для интегродифференциального уравнения порядка

2s− 1 по времени.

Из леммы 1 непосредственно следует [18].
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Теорема 2. Пусть выполнены условия леммы 1 и f ∈ Ŵ−m,−s
2 (Q). Тогда

операторное уравнение

Au = f

плотно разрешимо.

Пусть G(t, τ) — функция Грина оператора ly ≡ (−1)sy(2s−1) +y с краевыми

условиями

y(i)|t=0 = y(i)|t=T = 0, i = 0, s− 2; y(s−1)|t=T = 0. (7)

Обозначим через H̃m,s(Q) пополнение W̃m,s
2 (Q) по норме

‖u‖
H̃m,s

=

∥∥∥∥∥∥

T∫

0

G(t, τ)u(x, τ)dτ)

∥∥∥∥∥∥
m,2s−1

.

Замечание 2. Нетрудно видеть, что пространство H̃m,s плотно и непре-

рывно вложено в L2(Q).

Лемма 2. Пусть коэффициент a0(x) > 0 достаточно большой и выполнены

условия

(−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 4s

2
k2st

)
≥ δ > 0, (x, t) ∈ Q,

(−1)s−1k2s(x, 0) ≥ 0, (−1)s−1k2s(x, T ) > 0.

Тогда существует константа C2 > 0 такая, что справедливо неравенство

C2‖u‖H̃m,s
≤ ‖Au‖

Ŵ−m,−s
2

(Q)
∀u ∈ W̃m,s

2 (Q).

Доказательство. Для любой функции u(x, t) из W̃m,s
2 (Q) положим

v(x, t) =

T∫

0

G(t, τ)u(x, τ) dτ.

При этом имеем v(x, t) ∈ Ŵm,s
2 (Q), lv = u и

DαDk
t v ∈ L2(Q), |α| ≤ m, k = 0, 2s− 1; D3s−1

t v ∈ L2(Q).

Поскольку функция u(x, t) принадлежит W̃m,s
2 (Q), интегрируя по частям, будем

иметь

〈Au, v〉 =

∫

Q

{
Dtu

[
−Ds−1

t

(
k2sD

s
t v
)

+Ds−1
t

[
(k2s−1 − sk2st)D

s−1
t v

]

+
s∑

i=1

s−2∑

j=0

(−1)i−1Di−1
t

(
bijD

j
tv
)
]

+
∑

|α|,|β|=m

aαβD
βuDαv + a0uv

}
dQ.
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В силу того, что Dtu = (−1)sD2s
t v + Dtv, последнее равенство с учетом (7)

примет вид

〈Au, v〉 =

∫

Q

[
(−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 4s

2
k2st

)(
D2s−1

t v
)2

+
∑

|α|,|β|=m

aαβD
αvDβv + a0v

2

]
dQ+ J + . . . , (8)

где

J =
(−1)s+1

2

∫

�T

k2s

(
D2s−1

t

)2
dx

+
1

2

∫

�0

[ ∑

|α|,|β|=m

aαβD
s−1
t DαvDs−1

t Dβv + a0(D
s−1
t v)2

]
dx,

а многоточием обозначены подчиненные члены. В силу условий леммы 2

(−1)s−1k2s(x, T ) ≥ 2δ1 > 0, x ∈ �.

Используя неравенство Коши, из (8) получаем неравенство

〈Au, v〉 ≥
∫

Q

[
(δ − ε1)

(
D2s−1

t v
)2

+
∑

|α|,|β|=m

aαβD
αvDβv + a0v

2
]
dQ

+ (δ1 − ε2)

∫

�T

(
D2s−1

t v
)2
dx− Cε2

2s−2∑

i=0

∫

�T

(
Di

tv
)2
dx− Cε1

2s−2∑

i=0

∫

Q

(
Di

tv
)2
dQ,

где εi, Cεi — положительные константы. Выбирая εi достаточно малым и затем

используя теоремы вложения, из последнего неравенства получаем оценку

〈Au, v〉 ≥ C2‖v‖2
m,2s−1, C2 > 0.

Отсюда следует утверждение леммы 2.

Из леммы 2 непосредственно вытекает

Теорема 3. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда краевая задача

(1)–(3) может иметь не более одного обобщенного решения из пространства

W̃m,s
2 (Q).

Далее рассмотрим оператор A как оператор из H̃m,s(Q) в Ŵ−m,−s
2 (Q). При

этом D(A∗) ⊆ Ŵm,s
2 (Q), а равенство (5) и априорная оценка леммы 1 справед-

ливы для функций из D(A∗).

Теорема 4. Пусть a0(x) ≥ 0 и выполнены условия

(−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 2s

2
k2st

)
≥ δ > 0, (x, t) ∈ Q;
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Тогда для первого положительного собственного значения оператора A∗ имеет

место оценка

µ1 ≥ δ

T 2s−1

для достаточно малого T ≤ 1.

Доказательство. Пусть для некоторой функции v ∈ D(A∗) справедливо

равенство 0 = 〈u,A∗v − µv〉, u ∈ W̃m,s
2 (Q), µ > 0. В данном равенстве положим

u =

t∫

0

v(x, τ) dτ ∈ W̃m,s
2 (Q).

Интегрируя по частям с учетом условий теоремы, имеем

0 =

∫

Q

[
(−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 2s

2
k2st

)(
Ds−1

t v
)2

+

s∑

i=1

s−2∑

j=0

bijD
i−1
t vDj

t v

]
dQ

+
1

2

∫

�T




∑

|α|,|β|=m

aαβ

T∫

0

Dαvdτ

T∫

0

Dβvdτ + a0




T∫

0

vdτ




2

 dx

− 1

2
µ

∫

�




T∫

0

vdτ




2

dx +
(−1)s

2

∫

P−

T

k2s

(
Ds−1

t v
)2
dx

+
(−1)s

2

∫

P+

0

k2s

(
Ds−1

t v
)2
dx. (9)

Справедливы неравенства

∥∥Di
tv
∥∥2 ≤ T 2(s−1−i)

∥∥Ds−1
t v

∥∥2
, i = 0, s− 2;

∣∣∣∣∣

∫

Q

s∑

i=1

s−2∑

j=0

Di−1
t vDj

tv dQ

∣∣∣∣∣ ≤ C3T
∥∥Ds−1

t v
∥∥2
, C3 > 0, T ≤ 1.

Выбирая T ≤ 1 так, что δ − C3T ≥ 1
2δ, из равенства (9) получим

0 ≥
(
δ

2
− 1

2
µT 2s−1

)∥∥Ds−1
t v

∥∥2
.

Отсюда следует, что уравнение A∗v − µv = 0 имеет тривиальное решение при

µ < δ
T 2s−1 . Поэтому для µ1 справедливо неравенство µ1 ≥ δ

T 2s−1 .

Как в работе [17], устанавливаются следующие утверждения.

Теорема 5. Ограниченное в H̃m,s(Q) множество компактно в Ŵ−m,−s
2 (Q).
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Лемма 3. Оператор A допускает замыкание A.

Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда из равенстваR(A) = Ŵ−m,−s
2 (Q)

следует, что уравнение Au = f везде разрешимо и (A)−1 — ограниченный опе-

ратор из Ŵ−m,−s
2 (Q) в H̃m,s(Q). При этом имеет место

A
∗

= A∗, A∗ : Ŵm,s
2 (Q) → H̃∗

m,s(Q),

где H̃∗
m,s(Q) — пространство, сопряженное к H̃m,s(Q).

Рассмотрим теперь задачу

Lu− λu = f (10)

с краевыми условиями (2), (3), λ — комплексное число. Далее будем считать

гильбертовы пространства L2(Q), W̃m,s
2 (Q), Ŵm,s

2 (Q), H̃m,s(Q), Ĥm,s(Q) ком-

плексными и сохраним за скалярными произведениями и нормами в них старые

обозначения. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда обобщенная разреши-

мость краевой задачи (10), (2), (3) эквивалентна операторному уравнению

Au − λu = f.

Рассмотрим операторные уравнения

Au− λu = f, u ∈ H̃m,s(Q), f ∈ Ŵ−m,−s
2 (Q), (11)

A∗v − λ̄v = 0, v ∈ Ŵm,s
2 (Q). (12)

Теорема 6. Пусть коэффициент a0(x) ≥ 0 достаточно большой и выпол-

нены условия

(−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 2s

2
k2st

)
≥ δ > 0, (−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 4s

2
k2st

)
≥ δ > 0,

(−1)s−1k2s(x, 0) ≥ 0, (−1)s−1k2s(x, T ) > 0.

Тогда уравнение (11) имеет единственное решение из H̃m,s(Q) при любом f ∈
Ŵ−m,−s

2 (Q) для всех комплексных λ, кроме не более чем счетного множества

λ = λk, которое может иметь в качестве предельной точки λ = ∞. Каждому λ =

λk соответствует конечное число nk линейно независимых решений из H̃m,s(Q)

однородного уравнения (11).

При λ = λk уравнение (11) имеет решение тогда и только, тогда когда

выполнены условия

〈f, vkj 〉 = 0, j = 1, nk,

где vkj суть все линейно независимые решения из Ŵm,s
2 (Q) уравнения (12) при

λ = λk.

Доказательство. Операторное уравнение (11) эквивалентно уравнению

u− λA
−1
u = A

−1
f, u ∈ H̃m,s(Q). (13)
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В силу теоремы 5 оператор A
−1

вполне непрерывен и потому для уравнения

(13) справедливы теоремы Фредгольма.

Условия разрешимости уравнения (11) при λ ≡ λk имеют вид

0 = 〈A−1
f, vkj 〉, j = 1, nk, (14)

где vkj решение уравнения (12) и 〈·, ·〉 — двойственное соотношение между

H̃m,s(Q) и H̃∗
m,s(Q). Так как все λk отличны от нуля, условия (14) можно пре-

образовать к виду

0 = 〈A−1
f, vkj 〉 = 〈f, (A∗)−1vkj 〉 =

1

λ̄k
〈f, vkj 〉.

Отсюда следует последнее утверждение теоремы 6.
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ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

ПРАВОЙ ЧАСТИ СПЕЦИАЛЬНОГО

ВИДА В ПАРАБОЛИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ

А. И. Кожанов

Аннотация. Изучается разрешимость новых обратных задач нахождения вместе
с решением параболического уравнения также неизвестного внешнего воздействия
(правой части) специального вида. Доказываются теоремы существования и един-
ственности регулярных решений. Рассматриваемые задачи можно трактовать как
обобщения известных в теории параболических уравнений обратных задач с фи-
нальным или интегральным переопределением.

Ключевые слова: параболическое уравнение, линейная обратная задача, финаль-
ное или интегральное переопределение, неизвестный коэффициент специального
вида, существование, единственность.

Введение

Пусть в параболическом уравнении

ut −�u + c(x, t)u = f(x, t) + q(x, t)

неизвестными являются решение u(x, t), а также компонента q(x, t) правой ча-

сти (внешнего воздействия). Хорошо известно, что для однозначной разреши-

мости подобных задач требуются дополнительные условия. Можно выделить

два случая. В первом из них функция q(x, t) определяется неизвестным мно-

жителем q0(x) и имеет вид q(x, t) = q0(x)h0(x, t) с известной функцией h0(x, t)

(в более общей ситуации функция q(x, t) определяется неизвестными множите-

лями q0(x), . . . , qm(x) и имеет вид

q(x, t) =

m∑

k=0

qk(x)hk(x, t) (0.1)

с известными функциями h0(x, t), . . . , hm(x, t)); в этом случае рассматриваемую

задачу можно назвать обратной задачей пространственного типа. Помимо

структурных условий о виде неизвестной функции q(x, t) в обратных задачах

пространственного типа задаются также некоторые дополнительные условия,

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 15–01–06582).
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называемые условиями переопределения. В обратных задачах пространствен-

ного типа искомые условия — это либо условия переопределения на временных

слоях, а именно условия вида

u(x, ti) = 0, i = 0,m, (0.2)

либо условия интегрального переопределения по временной переменной вида

T∫

0

Ni(t)u(x, t) dt = 0, i = 0,m, (0.3)

либо условия, объединяющие условия указанных двух видов.

Во втором случае общей задачи нахождения вместе с решением u(x, t) па-

раболического уравнения также функции q(x, t) искомая функция определяется

неизвестным множителем q0(t) и имеет вид q(x, t) = q0(t)h0(x, t) (в более общей

ситуации функция q(x, t) определяется неизвестными множителями q0(t), . . . ,

qm(t) и имеет вид

q(x, t) =

m∑

k=0

qk(t)hk(x, t));

в этом случае рассматриваемую задачу можно назвать обратной задачей вре-

менного типа. Для подобных обратных задач также требуется задавать неко-

торые условия переопределения — условия точечного, интегрального или гра-

ничного по пространственным переменным переопределения (уточнять вид этих

условий не будем, поскольку основным объектом дальнейших исследований бу-

дут обратные задачи пространственного типа).

В настоящей работе будут исследованы обратные задачи пространственного

типа с условиями переопределения (0.2) или (0.3) и с функцией q(x, t), имеющей

специальный, но в то же время более общий, чем (0.1), вид. Ранее подобные

задачи не исследовались.

Заметим, что собственно обратные задачи пространственного типа для па-

раболических уравнений с неизвестной функцией q(x, t) вида (0.1) и с условиями

переопределения (0.2) или (0.3) (или с условиями, являющимися их комбина-

цией) достаточно хорошо изучены (см. [1–5]).

Ниже в работе рассмотрены некоторые модельные ситуации (в частности,

будет рассмотрен случай m = 0). Возможные обобщения описаны в конце ста-

тьи.

1. Постановка задач

Пусть � — ограниченная область в пространстве Rn с гладкой (для про-

стоты бесконечно дифференцируемой) границей � , Q — цилиндр � × (0, T ),

0 < T < +∞, S = � × (0, T ) — боковая граница Q. Далее, пусть c(x, t),

f(x, t), hi(x, t), i = 1, . . . , n, h0(x, t), N(t) — заданные функции, определенные
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при x ∈ �, t ∈ [0, T ], l(t) — дифференциальный оператор, действие которого на

заданной функции w(x) определяется равенством

l(t)w =

n∑

i=1

hi(x, t)wxi + h0(x, t)w.

Обратная задача I. Найти функции u(x, t) и q0(x), связанные в цилиндре

Q уравнением

ut −�u+ c(x, t)u = f(x, t) + l(t)q0(x) (1.1)

при выполнении для функции u(x, t) условий

u(x, 0) = 0, x ∈ �; (1.2)

u(x, t)|S = 0; (1.3)

u(x, T ) = 0, x ∈ �. (1.4)

Обратная задача II. Найти функции u(x, t) и q0(x), связанные в цилин-

дре Q уравнением (1.1) при выполнении для функции u(x, t) условий (1.2) и

(1.3), а также условия
T∫

0

N(t)u(x, t) dt = 0. (1.5)

Обратные задачи I и II в случае hi(x, t) ≡ 0 при (x, t) ∈ Q, i = 1, . . . , n,

совпадают с известными обратными задачами для параболических уравнений

с финальным и соответственно с интегральным переопределением, в случае же

не тождественно нулевых функций hi(x, t) эти задачи представляются новыми.

Целью работы является доказательство теорем существования и единствен-

ности регулярных (имеющих все обобщенные по С. Л. Соболеву производные,

входящие в уравнение) решений.

2. Разрешимость обратной задачи I

Доказательство разрешимости обратной задачи I во многом основано на

свойствах решений некоторого дифференциального уравнения первого поряд-

ка. Поскольку подобные же свойства будут использоваться и при исследовании

разрешимости обратной задачи II, приведем эти свойства в общем случае.

Пусть αk(x), k = 1, . . . , n, α0(x) — заданные функции, определенные при

x ∈ �, l0 — дифференциальный оператор, действие которого на заданной функ-

ции w(x) определяется равенством

l0w =

n∑

k=1

αk(x)wxi + α0(x)w.

Следующий результат хорошо известен [6, 7].

Будем обозначать через ν = (ν1, . . . , νn) вектор внутренней нормали к � в

текущей точке x.
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Теорема 1. Пусть выполняются условия

αk(x) ∈ C1(�), k = 1, . . . , n, α0(x) ∈ C1(�);

α0(x) −
1

2

n∑

k=1

αk
xk

(x) ≥ ᾱ0 > 0 при x ∈ �;

n∑

i=1

[
α0(x) −

1

2

n∑

k=1

αk
xk

(x)

]
ξ2i +

n∑

k,i=1

αk
xi

(x)ξkξi ≥ ᾱ1|ξ|2,

ᾱ1 > 0, ξ ∈ Rn, x ∈ �;
n∑

k=1

αk(x)νk ≤ 0 при x ∈ � .

Тогда для любой функции g(x) из пространства W 1
2 (�) уравнение

lw = g

имеет единственное решение w(x), принадлежащее пространству W 1
2 (�), и для

этого решения выполняются оценки

‖w‖L2(�) ≤ m0(l0)‖g‖L2(�), (2.1)

‖w‖W 1
2
(�) ≤ m1(l0)‖g‖W 1

2
(�), (2.2)

постоянные m0 = m0(l0) и m1 = m1(l0) в которых определяются лишь функци-

ями αk(x), k = 1, . . . , n, α0(x).

Эта теорема и собственно числа m0 и m1 будут существенно использоваться

ниже.

Проведем некоторые формальные построения. Именно, положим в уравне-

нии (1) t = T . Учитывая условие переопределения (1.4), получим равенство

l(T )q0(x) = ut(x, T ) − f(x, T ). (2.3)

Пусть для оператора l0 = l(T ) выполняются все условия теоремы 1, и пусть

выполняется включение f(x, T ) ∈ W 1
2 (�). Тогда из равенства (2.3) можно опре-

делить функцию q0(x):

q0(x) = f0(x) + �(ut(x, T ))

(через f0(x) обозначено решение уравнения l(T )q = −f(x, t), через �(ut(x, T )) —

решение уравнения l(T )q = ut(x, T )).

Подставив полученную функцию q0(x) в уравнение (1.1), получим «нагру-

женное» [8, 9] уравнение

ut −�u+ c(x, t)u = f1(x, t) + l(t)�(ut(x, T )) (2.4)

с функцией f1(x, t), равной f(x, t) + l(t)f0(x). Так же, как в [3], перейдем от

данного уравнения к продифференцированному по t. Получим новое уравнение

utt −�ut + c(x, t)ut + ct(x, t)u = f1t(x, t) + l′(t)�(ut(x, T )), (2.5)
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в котором через l′(t) обозначен дифференциальный оператор первого порядка

с коэффициентами, полученными дифференцированием коэффициентов опера-

тора l по переменной t.

Именно с помощью уравнения (2.5) и будет построено искомое решение

обратной задачи I.

Положим в уравнении (2.4) t = 0. Получим равенство

ut(x, 0) = f1(x, 0) + l(0)�(ut(x, T )). (2.6)

Рассмотрим задачу: найти функцию u(x, t) такую, что для нее в цилиндре

Q выполняется уравнение (2.5), при x ∈ � выполняются условия (1.2), (2.6),

при (x, t) ∈ S выполняется условие (1.3).

Приведем три неравенства, которые, как и неравенства (2.1) и (2.2), пона-

добятся ниже.

Прежде всего заметим, что если функции hi(x, t), i = 1, . . . , n, h0(x, t) при-

надлежат пространству C1(Q), то для любой функции w(x) из пространства

W 1
2 (�) будет выполняться неравенство

‖l′(t)w(x)‖2
L2(Q) ≤M0

n∑

i=1

∫

�

w2
xi

(x) dx +M1

∫

�

w2(x) dx (2.7)

с постоянными M0 и M1, определяемыми коэффициентами оператора l(t) и

числом T .

Далее, для функций w(x), принадлежащих пространству
◦

W 1
2(�), имеет

место неравенство ∫

�

w2(x) dx ≤ d0

n∑

i=1

∫

�

w2
xi

(x) dx, (2.8)

постоянная d0 в котором определяется лишь областью �.

Наконец, для функций ϕ(t), принадлежащих пространству W 1
2 ([0, T ]) и та-

ких, что ϕ(0) = 0, имеет место неравенство

T∫

0

ϕ2(t) dt ≤ T 2

T∫

0

ϕ′2(t) dt. (2.9)

Определим еще числа, которые понадобятся ниже. Именно, положим

h̄0 = max
�

|h0(x, 0)|, h̄1 = max
i=1,...,n

(max
�

|h0xi(x, 0)|), c1 = max
Q

|ct(x, t)|.

Лемма 1. Пусть для функций c(x, t), f1(x, t), h
i(x, t), i = 1, . . . , n, h0(x, t)

выполняются включения

c(x, t) ∈ C2(Q), hi(x, t) ∈ C1(Q), i = 1, . . . , n,

h0(x, t) ∈ C1(Q), f1(x, t) ∈ L2(Q), f1t(x, t) ∈ L2(Q) f1(x, 0) ∈W 1
2 (�).
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Далее, пусть для оператора l0 = l(T ) выполняются все условия теоремы 1, и

пусть также выполняются условия

c(x, t) ≥ c0 > 0, �c(x, t) ≤ 0 при (x, t) ∈ Q, (2.10)

c1 < min

(
1,

2c0
d0T

)
, (2.11)

2(1 + d0)m
2
1(l(T ))

(
h̄2

0 +M0

)
+ d0m

2
0(l(T ))

(
nh̄2

1 +M1

)
< 1, (2.12)

hi(x, 0) ≡ 0 при x ∈ �. (2.13)

Тогда для решений u(x, t) задачи (1.5), (1.2), (1.3), (2.6) таких, что u(x, t) ∈
W 2,1

2 (Q), ut(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q), u(x, T ) ∈ W 1

2 (�), ut(x, T ) ∈ W 1
2 (�), выполняется

априорная оценка

‖u‖W 2,1
2

(Q) + ‖ut‖W 2,1
2

(Q) + ‖u(x, T )‖W 1
2
(�) + ‖ut(x, T )‖W 1

2
(�) ≤ R0, (2.14)

постоянная R0 в которой определяется лишь функциями c(x, t), f1(x, t), h
i(x, t),

i = 1, . . . , n, h0(x, t), областью � и числом T .

Доказательство. Рассмотрим равенство

−
∫

Q

[utt −�ut + c(x, t)ut + ct(x, t)u]�ut dxdt

= −
∫

Q

[f1t(x, t) + l′(t)�(ut(x, T ))]�ut dxdt.

С помощью интегрирования по частям это равенство нетрудно преобразовать к

виду

1

2

n∑

i=1

∫

�

u2
xit(x, T ) dx+

∫

Q

(�ut)
2 dxdt+

n∑

i=1

∫

Q

cu2
xit dxdt−

∫

Q

�cu2
t dxdt

=
1

2

n∑

i=1

∫

�

u2
xit(x, 0) dx+

∫

Q

ctu�ut dxdt−
∫

Q

l′(t)�(ut(x, T ))�ut dxdt

−
∫

Q

f1t�ut dxdt. (2.15)

Условие (2.13) означает, что выполняются равенства

uxit(x, 0) = f1xi(x, 0)+h0(x, 0)
∂

∂xi
�(ut(x, T ))+h0xi(x, 0)�(ut(x, T )), i = 1, . . . , n.

С помощью этих равенств, неравенства Юнга, неравенств (2.1), (2.2) и (2.8)
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нетрудно получить оценку первого слагаемого правой части (2.15):

n∑

i=1

∫

�

u2
xit(x, 0) dx ≤ (2 + δ1)h̄

2
0

n∑

i=1

∫

�

[
∂

∂xi
�(ut(x, T ))

]2
dx

+ (2 + δ1)nh̄
2
1

∫

�

[�(ut(x, T ))]2 dx+ C(δ1)‖f1(x, 0)‖2
W 1

2
(�)

≤ (2 + δ1)h̄
2
0m

2
1(l(T ))‖ut(x, T )‖2

W 1
2
(�) + (2 + δ1)nh̄

2
1m

2
0(l(T ))‖ut(x, T )‖2

L2(�)

+ C(δ1)‖f1(x, 0)‖2
W 1

2
(�) ≤ (2 + δ1)[(1 + d0)h̄

2
0m

2
1(l(T ))

+ nd0h̄
2
1m

2
0(l(T ))]

n∑

i=1

∫

�

u2
xit(x, T ) dx, (2.16)

где δ1 — произвольное положительное число.

Оценим второе слагаемое правой части (2.15). Используя неравенство Юн-

га и неравенства (2.8) и (2.9), получим
∣∣∣∣
∫

Q

ctu�ut dxdt

∣∣∣∣ ≤
δ22c1
2

∫

Q

(�ut)
2 dxdt +

c1
2δ22

∫

Q

u2 dxdt

≤ δ22c1
2

∫

Q

(�ut)
2 dxdt+

c1d0T
2

2δ22

n∑

i=1

∫

Q

u2
xit dxdt, (2.17)

δ2 здесь вновь произвольное положительное число.

Для третьего слагаемого правой части (2.15) выполняется
∣∣∣∣
∫

Q

l′(t)�(ut(x, T ))�ut dxdt

∣∣∣∣ ≤
δ23
2

∫

Q

(�ut)
2 dxdt

+
1

2δ23

∫

Q

|l′(t)�(ut(x, T ))|2 dxdt ≤ δ23
2

∫

Q

(�ut)
2 dxdt

+
M0

2δ23

n∑

i=1

∫

�

[
∂

∂xi
�(ut(x, T ))

]2
dx+

M1

2δ23

∫

�

[�(ut(x, T ))]2 dx

≤ δ23
2

∫

Q

(�ut)
2 dxdt+

M0m
2
1(l(T ))

2δ23
‖ut(x, T )‖2

W 1
2
(�)

+
M1m

2
0(l(T ))

2δ23
‖ut(x, T )‖2

L2(�) ≤
δ23
2

∫

Q

(�ut)
2 dxdt

+

(
M0m

2
1(l(T ))(1 + d0)

2δ23
+
M1m

2
0(l(T ))d0

2δ23

) n∑

i=1

∫

�

u2
xit(x, T ) dx, (2.18)

δ3 здесь произвольное положительное число; при получении (2.18) использова-

лись неравенства (2.1), (2.2), (2.7) и (2.8).
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Наконец, последнее слагаемое правой части (2.15) оценим с помощью нера-

венства Юнга:
∣∣∣∣
∫

Q

f1t�ut dxdt

∣∣∣∣ ≤
δ24
2

∫

Q

(�ut)
2 dxdt+

1

2δ24

∫

Q

f2
1t dxdt. (2.19)

Зафиксируем числа δ2 и δ3: δ2 = δ3 = 1. Далее, применяя оценки (2.16)–(2.19),

используя условия (2.10)–(2.12) и подбирая числа δ1 и δ4 малыми, нетрудно

получить, что следствием равенства (2.15) будет оценка

∫

Q

(�ut)
2 dxdt +

n∑

i=1

∫

�

u2
xit(x, T ) dx ≤ K0 (2.20)

с постоянной K0, определяемой лишь функциями c(x, t), f1(x, t), h
i(x, t), i =

1, . . . , n, h0(x, t), числом T и областью �.

Из оценки (2.20), второго основного неравенства для эллиптических опера-

торов [10, гл. III, § 8] и неравенств (2.8), (2.9) вытекает требуемая оценка (2.14).

Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть выполняются включения

c(x, t) ∈ C2(Q), hi(x, t) ∈ C1(Q), i = 1, . . . , n,

h0(x, t) ∈ C1(Q), f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q),

f(x, 0) ∈
◦

W
1
2(�), f(x, T ) ∈

◦

W
1
2(�).

Далее, пусть выполняются условия (2.10)–(2.13), все условия теоремы 1 для

оператора l0 = l(T ) и одно из условий

(а) hi(x, T ) ≡ 0 при x ∈ �, i = 1, . . . , n;

(б) h0(x, 0) = 0 при x ∈ � .

Тогда обратная задача I имеет решение {u(x, t), q0(x)} такое, что u(x, t) ∈
W 2,1

2 (Q), ut(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q), q0(x) ∈W 1

2 (�).

Доказательство. Воспользуемся методом продолжения по параметру.

Пусть λ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим краевую задачу: найти функцию

u(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения

utt −�ut + c(x, t)ut = f1t(x, t) + λ[l′(t)�(ut(x, T )) − ct(x, t)u] (2.5λ)

и такую, что для нее выполняются условия (1.2), (1.3), а также условие

ut(x, 0) = f1(x, 0) + λl(0)�(ut(x, T )), x ∈ �. (2.6λ)

При λ = 0 данная задача является обычной первой начально-краевой задачей

для параболического относительно ut(x, t) уравнения; найдя функцию ut(x, t),

нетрудно далее построить собственно функцию u(x, t), при этом функции u(x, t)

и ut(x, t) будут принадлежать пространству W 2,1
2 (Q).
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Поскольку из условий теоремы 2 следует, что выполняются все условия лем-

мы 1, для решений u(x, t) краевой задачи (2.5λ), (1.2), (1.3), (2.6λ) будет выпол-

няться априорная оценка (2.14). Заметим также, что при выполнении условий

а) или б) теоремы для задачи (2.5λ), (1.2), (1.3), (2.6λ) при всех λ выполняется

необходимое условие согласования и при этом функция f1(x, 0)+λl(0)�(ut(x, T ))

равномерно по λ ограничена в пространстве W 1
2 (�). Следовательно, к семей-

ству задач (2.5λ), (1.2), (1.3), (2.6λ) применима теорема о методе продолжения

по параметру [11, гл. III, § 14]. Согласно этой теореме краевая задача (2.5), (1.2),

(1.3), (2.6) имеет решение u(x, t) такое, что u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q), ut(x, t) ∈ W 2,1

2 (Q).

Итак, пусть u(x, t) — решение краевой задачи (2.5), (1.2), (1.3), (2.6) из ука-

занного выше класса. Определим функцию q0(x) как решение уравнения (2.3).

Очевидно, что эта функция принадлежит W 1
2 (�). Далее, имеет место равенство

∂

∂t
(ut −�u+ c(x, t)u− f(x, t) − l(t)q0(x)) = 0.

Из этого равенства очевидным образом следует, что функции u(x, t) и q0(x)

связаны в цилиндре Q уравнением (1).

Положим в уравнении (1) t = T . Получим

−�u(x, T ) + c(x, T )u(x, T ) = 0.

Краевое условие (1.3) и положительность функции c(x, T ) означают, что след-

ствием (2.21) будет равенство

u(x, T ) = 0.

которое выполняется при x ∈ �. Другими словами, для решения u(x, t) краевой

задачи (2.5), (1.2), (1.3), (2.6) выполняется условие переопределения (1.4).

Все сказанное выше означает, что функции u(x, t) и q0(x) определяют ис-

комое решение обратной задачи I.

Теорема доказана.

3. Разрешимость обратной задачи II

Ввиду повторяемости некоторых выкладок проведем все рассуждения и

вычисления в сокращенном виде.

Определим функции h̃i(x), h̃0(x):

h̃i(x) =

T∫

0

N(t)hi(x, t) dt, i = 1, . . . , n, h̃0(x) =

T∫

0

N(t)h0(x, t) dt.

Далее через l̃ будем обозначать оператор, действие которого на заданной функ-

ции w(x) определяется равенством

l̃w =

n∑

i=1

h̃i(x)wxi + h̃0(x)w.
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Выполним некоторые формальные преобразования. Именно, умножим уравне-

ние (1) на функцию N(t) и проинтегрируем по отрезку [0, T ]. Получим равен-

ство

N(T )u(x, T )−
T∫

0

N ′(t)u(x, t) dt+

T∫

0

N(t)c(x, t)u(x, t) dt =

T∫

0

N(t)f(x, t) dt+ l̃q0.

Введем обозначения:

c̃(x, t) = N(t)c(x, t) −N ′(t), f̃(x) =

T∫

0

N(t)f(x, t) dt.

Для заданной функции w(x, t) обозначим через z(x;w) функцию

z(x;w) = N(T )w(x, T ) +

T∫

0

c̃(x, t)w(x, t) dt.

Пусть для оператора l0 = l̃ выполняются все условия теоремы 1. Рассмотрим

уравнение

l̃q0 = z(x;u) − f̃(x).

Имеет место равенство

q0(x) = �̃(z(x;u)) + f̃0(x)

с функцией �̃(z(x;u)), представляющей собой решение уравнения

l̃q = z(x;u),

и с функцией f̃0(x), представляющей собой решение уравнения уравнения

l̃q = −f̃(x).

Рассмотрим краевую задачу: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре

Q решением уравнения

ut −�u+ c(x, t)u = f̃1(x, t) + l(t)�̃(z(x;u)) (3.1)

(f̃1(x, t) = f(x, t) + l(t)f̃0(x)) и такую, что для нее выполняются условия (1.2)

и (1.3).

Пусть функции hi(x, t), i = 1, . . . , n, h0(x, t) принадлежат пространству

C(Q). Тогда для любой функции w(x) из пространства W 1
2 (�) будет выпол-

няться неравенство

∫

Q

[l(t)w(x)]2 dxdt ≤ M̃0

n∑

i=1

∫

�

w2
xi

(x) dx + M̃1

∫

�

w2(x) dx, (3.2)

постоянные M̃0 и M̃1 в котором определяются коэффициентами оператора l(t),

числом T и областью �.
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Пусть

c(x, t) ∈ C(Q), N(t) ∈ C1([0, T ]).

Тогда для любой функции v(x, t) такой, что v(x, t) ∈ L2(0, T ;
◦

W 1
2(�)), v(x, T ) ∈

◦

W 1
2(�), справедливы оценки

∫

�

z2(x; v) dx ≤ k1

n∑

i=1

∫

Q

v2
xi
dxdt+ k2

n∑

i=1

∫

�

v2
xi

(x, T ) dx, (3.3)

n∑

i=1

∫

�

z2
xi

(x; v) dx ≤ k3

n∑

i=1

∫

Q

v2
xi
dxdt+ k4

n∑

i=1

∫

�

v2
xi

(x, T ) dx, (3.4)

постоянные k1–k4 в которых определяются функциями c(x, t) и N(t), а также

областью �.

Лемма 2. Пусть для функций c(x, t), hi(x, t), i = 1, . . . , n, h0(x, t), N(t),

f̃1(x, t) выполняются включения

c(x, t) ∈ C2(Q), hi(x, t) ∈ C(Q), i = 1, . . . , n,

h0(x, t) ∈ C(Q), N(t) ∈ C1([0, T ]), f̃1(x, t) ∈ L2(Q).

Далее, пусть для оператора l0 = l̃ выполняются все условия теоремы 1, и пусть

также выполняются условия

c(x, t) ≥ c0 > 0, �c(x, t) ≤ 0 при (x, t) ∈ Q;

2c0 −
{[
M̃0m

2
1(l̃) + M̃1m

2
0(l̃)
]
k1 + M̃0m

2
1(l̃)k3

}
≥ 0,

1 −
[
M̃0m

2
1(l̃) + M̃1m

2
0(l̃)
]
k2 − M̃0m

2
1(l̃)k4 > 0.

Тогда для решений u(x, t) задачи (3.1), (1.2), (1.3) таких, что u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q),

u(x, T ) ∈W 1
2 (�), выполняется априорная оценка

‖u‖W 2,1
2

(Q) + ‖u(x, T )‖W 1
2
(�) ≤ R1, (3.5)

постоянная R1 в которой определяется лишь функциями c(x, t), hi(x, t), i =

1, . . . , n, h0(x, t), N(t), f̃1(x, t), областью � и числом T .

Доказательство. Рассмотрим равенство

−
∫

Q

[ut −�u+ cu]�udxdt = −
∫

Q

[f̃1 + l(t)�̃]�udxdt.

Интегрируя по частям, получим

1

2

n∑

i=1

∫

�

u2
xi

(x, T ) dx+

∫

Q

(�u)2 dxdt +

n∑

i=1

∫

Q

cu2
xi
dxdt− 1

2

∫

Q

�cu2 dxdt

= −
∫

Q

f̃1�udxdt−
∫

Q

�ul(t)�̃ dxdt. (3.6)
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Используя неравенство Юнга, неравенства (3.2)–(3.4) и (2.8), оценим второе

слагаемое правой части (3.6):
∣∣∣∣
∫

Q

�ul(t)�̃ dxdt

∣∣∣∣ ≤
δ21
2

∫

Q

(�u)2 dxdt+
1

2δ21

∫

Q

[l(t)�̃]2 dxdt

≤ δ21
2

∫

Q

(�u)2 dxdt+
1

2δ21

[
M̃0

n∑

i=1

∫

�

�̃2
xi
dx+ M̃1

∫

�

�̃2 dx

]

≤ δ21
2

∫

Q

(�u)2 dxdt+
1

2δ21

[
M̃0m

2
1(l̃)‖z‖2

W 1
2
(�) + M̃1m

2
0(l̃)‖z‖L2(�)

]

≤ δ21
2

∫

Q

(�u)2 dxdt+
1

2δ21

{[
M̃0m

2
1(l̃) + M̃1m

2
0(l̃)
]
k1 + M̃0m

2
1(l̃)k3

} n∑

i=1

∫

Q

u2
xi
dxdt

+
1

2δ21

{[
M̃0m

2
1(l̃) + M̃1m

2
0(l̃)
]
k2 − M̃0m

2
1(l̃)k4

} n∑

i=1

∫

Q

u2
xi
dxdt. (3.7)

Первое слагаемое правой части (3.6) оценим с помощью неравенства Юнга:
∣∣∣∣
∫

Q

f̃1�udxdt

∣∣∣∣ ≤
δ22
2

∫

Q

(�u)2 dxdt+
1

2δ22

∫

Q

f̃2
1 dxdt. (3.8)

Зафиксируем δ1 = 1. Используя условия леммы и подбирая число δ2 малым,

получим, что следствием равенства (3.6), неравенств (3.7) и (3.8) будет оценка

∫

Q

(�u)2 dxdt+
n∑

i=1

∫

Q

u2
xi
dxdt +

n∑

i=1

∫

�

u2
xi

(x, T ) dx ≤ K1, (3.9)

постоянная K1 в которой определяется лишь функциями c(x, t), f̃1, h
i(x, t), i =

1, . . . , n, h0(x, t), N(t), числом T и областью �.

Оценки (3.9) и второе основное неравенство для эллиптических операторов

и дают теперь требуемую оценку (3.5).

Лемма доказана.

Теорема 3. Пусть выполняются включения

c(x, t) ∈ C2(Q), hi(x, t) ∈ C(Q), i = 1, . . . , n,

h0(x, t) ∈ C(Q), N(t) ∈ C1([0, T ]), f(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 1

2 (�)
)
.

Далее, пусть выполняются все условия условия леммы 2 и для оператора l0 = l̃

выполняются все условия теоремы 1. Тогда обратная задача II имеет решение

{u(x, t), q0(x)} такое, что u(x, t) ∈W 2,1
2 (Q), u(x, T ) ∈W 1

2 (�), q0(x) ∈W 1
2 (�).

Доказательство. Рассмотрим краевую задачу (3.1), (1.2), (1.3). Заме-

тим, что в этой задаче функция f̃1(x, t) принадлежит L2(Q). Поскольку вы-

полняются все остальные условия леммы 2, из оценки (3.5) и теоремы о методе
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продолжения по параметру следует, что данная задача имеет решение u(x, t)

такое, что u(x, t) ∈ W 2,1
2 (Q), u(x, T ) ∈ W 1

2 (�). Определим функцию q0(x):

q0(x) = �̃(z(x;u)) + f̃0(x).

Очевидно, что q0(x) принадлежит пространству W 1
2 (�) и что u(x, t) и q0(x)

связаны в цилиндре Q уравнением (11). Далее, выполнение для u(x, t) условия

переопределения (1.5) доказывается аналогично [4, 5]. Следовательно, функции

u(x, t) и q0(x) дадут требуемое решение обратной задачи II.

Теорема доказана.

4. Комментарии и дополнения

1. Краевое условие (1.3) (условие Дирихле) в обратных задачах I и II можно

заменить иным условием — например, условием третьей краевой задачи.

2. Аналогичные вышеприведенным результаты можно получить и для па-

раболических уравнений вида

ut + (−1)m�mu+ c(x, t)u = f(x, t) + q(x, t)

с неизвестной функцией q(x, t) вида q(x, t) = l(t)q0(x), целым положительным

числом m, естественными для оператора�m краевыми условиями на S, началь-

ным условием (1.2) и условиями переопределения (1.4) или (1.5). Более того,

всюду оператор � или �m можно заменить эллиптическим оператором второго

порядка или же порядка 2m. Соответствующее условие разрешимости (иногда

весьма громоздкие) нетрудно получить, исходя из методов исследования разре-

шимости обратных задач I или II.

3. Условия теоремы 1 выполняются, если при x ∈ � имеет место неравен-

ство α0(x) ≥ ᾱ > 0 с достаточно большим положительным числом ᾱ. Числовые

неравенства лемм 1 и 2 представляют собой некоторые условия малости. Оче-

видно, что множество исходных данных обратных задач I и II, для которых эти

условия выполняются, непусто.

4. Числовые неравенства лемм 1 и 2 можно «пошевелить» — например, за

счет иного, нежели вышеприведенный, выбора параметров в неравенстве Юнга,

за счет применения к последнему слагаемому неравенства (2.17) оценки

n∑

i=1

∫

�

w2
xi

(x) dx ≤ d1

∫

�

(�w)2 dx,

справедливой для функций w(x) из пространства W 2
2 (�) ∩

◦

W 1
2(�), и т. п.
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INVERSE PROBLEMS OF RECOVERING

THE RIGHT–HAND SIDE OF A SPECIAL

TYPE OF PARABOLIC EQUATIONS

A. I. Kozhanov

Abstract. We study the solvability of new inverse problems of finding a solution of
some parabolic equation along with the unknown external source (the right-hand side)
of a special type. The existence and uniqueness theorems for regular solutions are
proved. The considered problems can be treated as generalizations known in the theory
of parabolic equations inverse problems with final and integral overdetermination.
Keywords: parabolic equation, linear inverse problem, final or integral overdetermina-
tion, unknown coefficient of a special type, existence, uniqueness.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ФУНКЦИИ ИСТОЧНИКОВ

В ОДНОМЕРНОМ ПАРАБОЛИЧЕСКОМ

УРАВНЕНИИ С УЧЕТОМ ЗАСТОЙНЫХ ЗОН

С. Г. Пятков, В. В. Ротко

Аннотация. Рассматривается вопрос о корректности в пространствах Соболева
обратной задачи определения функции источников в системе, состоящей из парабо-
лического уравнения и обыкновенного дифференциального уравнения. В качестве
условия переопределения берется значение концентрации примеси в выделенных
точках. Доказаны существование и единственность решений задачи.

Ключевые слова: параболическое уравнение, обратная задача, тепломассопере-
нос, краевая задача, функция источников.

Введение

Пусть G = (a, b) и Q = G× (0, T0). Мы рассматриваем вопрос об определе-

нии вместе с решением правой части специального вида (функции источника)

в системе

∂C

∂t
+ U(x, t)

∂C

∂x
−D

∂2C

∂x2
= εT−1(Cs − C) − λC + s(x, t), (0.1)

∂Cs

∂t
= T−1(C − Cs) − λsCs, (0.2)

где U(x, t) — скорость потока, D > 0 — коэффициент дисперсии, ε — отношение

объема застойной зоны к объему главного течения на единицу длины, T — сред-

нее время пребывания частиц в застойной зоне, λ и λs — соответствующие ко-

эффициенты разложения загрязняющих веществ. Для простоты формулировок

считаем, что величины D,T, λ, λs, ε постоянные. Все эти параметры считаются

известными. Определению подлежат функции C, Cs — концентрации загрязня-

ющих веществ в реке и в застойных зонах реки соответственно, и неизвестная

правая часть s(x, t) вида

s(x, t) = f0(x, t) +
n∑

i=1

qi(t)fi(x, t)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований и правительства Ханты-Мансийского автономного округа — Югры (код проек-
та 15–41–00063, р урал a).
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(функции qi(t) считаются неизвестными). Уравнение (0.1) дополняется началь-

ными и граничными условиями.

C|t=0 = c0(x), Cs|t=0 = c1(x),

B1C(a, t) = α1Cx(a, t) + β1(t)C(a, t) = ϕ1(t),

B2C(b, t) = α2Cx(b, t) + β2(t)C(b, t) = ϕ2(t).

(0.3)

Считаем, что αi = 1 или αi = 0, в последнем случае считаем, что βi ≡ 1, i = 1, 2.

В качестве условия переопределения берутся данные замеров концентрации C

в некоторых фиксированных точках, т. е. условия вида

C(xi, t) = ψi(t), i = 1, 2, . . . , n, (0.4)

где xi 6= xj при i 6= j. Результаты по исследованию прямых задач и численные

алгоритмы решения задачи (0.1)–(0.3) имеются, например, в [1–7]. Большое чис-

ло работ посвящено численному решению близких задач — задач о загрязнении

подземных вод (см., например, [8]). Работа [9] посвящена численному алгоритму

решения обратной задачи (0.1)–(0.5) в случаях, когда s(x, t) = a(x)f(t), или

s(x, t) =

r∑

i=1

fi(t)δ(x − xr)

(здесь δ — дельта-функция Дирака и xk ∈ G, k = 1, 2, . . . , r) и некоторым пред-

ставлениям решений. Вопросы разрешимости близких обратных задач, когда

система (0.1) сводится к одному уравнению и уравнение (0.2) отсутствует, в

пространствах Гёльдера исследовалась в монографии [10], а в пространствах

Соболева — в [11]. Среди монографий, посвященных обратным задачам для

параболических и эллиптических уравнений и систем, отметим [12–14].

В данной работе при естественных условиях на данные задачи (0.1)–(0.5)

показана ее корректность в пространствах С. Л. Соболева. Результаты обобща-

ют результаты работы [11] на случай системы (0.1), (0.2).

В § 1 описаны условия на данные задачи, приведены вспомогательные

утверждения и сформулированы основные результаты, в § 2 приведено их дока-

зательство.

§ 1. Определения, обозначения

и формулировка основных результатов

Пусть E — банахово пространство. Через Lp(G;E) (G — область в Rn)

обозначается пространство сильно измеримых функций, определенных на G,

со значениями в E и конечной нормой ‖‖u(x)‖E‖Lp(G) [15]. Также используем

пространства ГёльдераCα(G) и анизотропные пространства Гёльдера Cλ/2,λ(Q)

(см. определения в [15, 16]). Обозначения для пространств Соболева W s
p (G),

W s
p (Q), W s,r

p (Q) = W s
p (J ;Lp(G)) ∩ Lp

(
J ;W r

p (G)
)
, J = (0, T0) и т. д. стандартны

(см., например, [15, 16]).
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Прежде чем переходить к формулировке вспомогательных и затем наших

главных результатов, приведем некоторые построения. Из уравнения (0.2) име-

ем
∂Cs

∂t
+ Cs(T

−1 + λs) = T−1C.

Используя начальные условия (0.3), получим

Cs = c1(x)e
−(T−1+λs)t +

1

T

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)C(τ) dτ.

Подставляя полученное выражение в уравнение (0.1), придем к равенству

Ct + UCx −DCxx + (εT−1 + λ)C

= εT−1


c1(x)e−(T−1+λs)t +

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)

T
C(τ) dτ


+ s(x, t).

Отсюда получим уравнение для функции C вида

L0C = Ct + UCx −DCxx + (εT−1 + λ)C − ε

T 2

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)C(τ) dτ

= s(x, t) +
ε

T
c1(x)e

−(T−1+λs)t = f̃0 +

n∑

i=1

fi(t)qi(x, t),

f̃0 = f0 +
ε

T
c1(x)e

−(T−1+λs)t.

Функция C удовлетворяет начальным и краевым условиям (0.3). Обозначим

L1C = L0C +
ε

T 2

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)C(τ) dτ.

Предположим, что мы нашли решение вспомогательной задачи

L0C0 = f̃0, C0|t=0 = c0(x), B1C0(a, t) = ϕ1(t), B2C0(b, t) = ϕ2(t). (1.1)

Тогда после замены C = C0 + V получим, что функция V есть решение задачи

L0V =
n∑

i=1

qi(t)fi(x, t), V |t=0 = 0, B1V (a, t) = 0, B2V (b, t) = 0. (1.2)

Условия переопределения (0.4) будут иметь вид

V (xi, t) = C(xi, t) − C0(xi, t) = ψi(t) − C0(xi, t) = ψ̃i(t), i = 1, 2, . . . , n. (1.3)

Таким образом, мы (по крайней мере формально) свели задачу (0.1)–(0.4) к

задаче о нахождении набора функций V, q1, . . . , qn таких, что выполнены равен-

ства (1.2), (1.3). Далее, в доказательстве теоремы 1.3, обоснуем эти рассужде-

ния.
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Будем считать, что параметр p > 3 зафиксирован. Фиксируем также неко-

торое число δ > 0 такое, что Bδ(xi) ∩ Bδ(xj) = ∅ при i 6= j (Bδ(xi) — δ-

окрестность точки xi),

Gδ =

n⋃

i=1

Bδ(xi) ⊂ G.

ПустьQδ = Gδ×(0, T0). Сформулируем необходимые условия на данные задачи.

Условия согласования и гладкости данных могут быть записаны в

виде

c0(x) ∈ W
2− 2

p
p (a, b), U ∈ Lp(Q), βj(t) ∈ C1/2([0, T0]), (1.4)

ϕj(t) ∈W
1
2
− 1

2p
p (0, T0) при αj 6= 0, ϕj(t) ∈ W

1− 1
2p

p (0, T0) при αj = 0, j = 1, 2,

(1.5)

α1c0x(a) + β1(0)c0(a) = ϕ1(0), α2c0x(b) + β2(0)c0(b) = ϕ2(0). (1.6)

f0(x, t) ∈ Lp(Q), f0x(x, t) ∈ Lp(Qδ), (1.7)

c0x(x) ∈W
2− 2

p
p (Gδ), c1(x) ∈ Lp(G) ∩W 1

p (Gδ), Ux ∈ Lp(Qδ), (1.8)

fi(x, t) ∈ L∞(0, T0;Lp(a, b)), fix(x, t) ∈ L∞(0, T0;Lp(Gδ)), ψi ∈ W 1
p (0, T0),

(1.9)

где i = 1, 2, . . . , n.

Рассмотрим матрицу B(t) размера n × n, элементы которой имеют вид

bij(t) = fj(xi, t). Можно показать, используя условия (1.9) и теоремы вложения

(см. лемму 2.1 ниже), что функции fj(x, t) непрерывны (и даже удовлетворяют

условию Гёльдера) как функции переменной x со значениями в L∞(0, T0). Тогда

следы fj(xi, t) определены и принадлежат пространству L∞(0, T0). Потребуем,

чтобы существовала постоянная δ0 > 0 такая, что

| detB(t)| ≥ δ0 > 0 для почти всех t ∈ [0, T0]. (1.10)

Рассмотрим вспомогательную задачу

L0C0 = f0, C0|t=0 = c0, B1C0(a) = ϕ1, B2C0(b) = ϕ2. (1.11)

Теорема 1.1. Пусть выполнены условия (1.4)–(1.6) и f0 ∈ Lp(Q). Тогда

существует единственное решение C0 ∈ W 1,2
p (Q) задачи (1.11) такое, что имеет

место оценка

‖C0‖W 1,2
p (Q) ≤ c(‖c0‖

W
2− 2

p
p (G)

+‖ϕ1‖W s1
p (0,T0) +‖ϕ2‖W s2

p (0,T0)
+‖f0‖Lp(Q)), (1.12)

где si = 1− 1/2p в случае αi = 0 и si = 1/2− 1/2p в случае αi = 1, i = 1, 2. Если

дополнительно выполняются условия

c0x ∈ W
2− 2

p
p (Gδ), f0x ∈ Lp(Qδ), (1.13)

то решение задачи (1.11) обладает свойством

C0x ∈W 1,2
p (Qδ1) ∀δ1 < δ.
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Доказательство основано на стандартных результатах о разрешимости

параболических задач и свойств их решений. Рассмотрим параболическую за-

дачу

L1� = f0, �|t=0 = c0(x), B1�(a, t) = ϕ1(t), B2�(b, t) = ϕ2(t).

Используя стандартные результаты (см. [16]), получим, что существует един-

ственное решение этой задачи из пространства W 1,2
p (Q). Обозначим через L−1

1

оператор, сопоставляющий правой части f0 решение этой задачи с однородны-

ми начальными и краевыми условиями. Сделаем в (1.11) замену C0 = V0 + �.

Тогда функция V0 есть решение задачи

L0V0 =
ε

T 2

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)�(τ) dτ = g0,

V0|t=0 = 0, B1V0(a, t) = 0, B2V0(b, t) = 0.

(1.14)

Уравнение (1.14) можно переписать в виде

V0 = L−1
1


 ε

T 2

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)V0(τ) dτ


 + L−1

1 g0.

Доказательство разрешимости этого уравнения проводится по той же схеме, что

и доказательство разрешимости уравнения (2.6) в теореме 1.3 с использованием

теоремы о неподвижной точке. Более того, необходимая оценка интегрального

оператора в правой части значительно проще, чем в теореме 1.3, поэтому дока-

зательство опускаем. Необходимая дополнительная гладкость функций V0, �

вытекает, например, из теоремы 3 в [17].

Введем еще две области вида Qγ = (a, b) × (0, γ), Qγ
δ = Gδ × (0, γ), γ ≤ T0.

Рассмотрим задачу

L0C0 = f0, C0|t=0 = 0, B1C0(a) = 0, B2C0(b) = 0. (1.15)

Теорема 1.2. Пусть f0 ∈ Lp(Q
γ), f0x ∈ Lp(Q

γ
δ ), γ ≤ T0, и выполнены

условия (1.4) для функций U, βj (j = 1, 2). Тогда существует единственное

решение задачи (1.15) такое что

C0 ∈W 1,2
p (Qγ), C0x ∈ W 1,2

p (Qγ
δ1

) ∀δ1 < δ,

и при фиксированном δ1 < δ справедлива оценка

‖C0‖W 1,2
p (Qγ ) + ‖C0x‖W 1,2

p (Qγ
δ1

) ≤ c(‖f0‖Lp(Qγ) + ‖f0x‖Lp(Qγ
δ
)),

где постоянная c не зависит от γ ∈ (0, T0].

Утверждение теоремы 1.2 легко вытекает из теоремы 1.1 и того факта,

что функцию f0, определенную на (0, γ), можно продолжить нулем на весь

временной интервал (0, T0) с сохранением класса.

Теоремы 1.1 и 1.2 — главные утверждения, используемые при доказатель-

стве основного результата — теоремы 1.3.
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Теорема 1.3. Пусть условия (1.4)–(1.10) выполнены. Тогда существует

единственное решение задачи (0.1)–(0.4) такое, что

C ∈ W 1,2
p (Q), Cs ∈W 1

p (0, T0;Lp(a, b)), qi(t) ∈ Lp(0, T0), i = 1, 2, . . . , n,

Cx ∈W 1,2
p (Qδ1), Csx ∈ Lp(0, T0;Lp(Gδ1)) ∀δ1 < δ.

Решение при фиксированном δ1 < δ удовлетворяет оценке

‖C‖W 1,2
p (Q) + ‖Cx‖W 1,2

p (Qδ)
+ ‖Cs‖W 1

p (0,T0;Lp(a,b)) + ‖Csx‖Lp(Qδ1
)

+
n∑

i=1

‖qi(t)‖Lp(0,T0) ≤ c(‖c0‖
W

2‘− 2
p

p (G)
+ ‖c0x‖

W
2‘− 2

p
p (Gδ)

+ ‖c1‖Lp(G)

+ ‖c1x‖Lp(Gδ) + ‖ϕ1‖W s1
p (0,T0)

+ ‖ϕ2‖W s2
p (0,T0)

+ ‖f0‖Lp(Q) + ‖f0x‖Lp(Qδ)),

где si = 1 − 1/2p в случае αi = 0 и si = 1/2 − 1/2p в случае αi = 1, i = 1, 2, и

постоянная c на зависит от данных задачи и решения.

Нам понадобится одно вспомогательное утверждение.

Лемма 1.1. Пусть u ∈ W 1
p (0, γ;Lp(G)) и u(x, 0) = 0. Тогда справедлива

оценка.

‖u(x, τ)‖Lp(Qγ) ≤ γ‖uτ(x, τ)‖Lp(Qγ).

Доказательство вытекает из формулы Ньютона — Лейбница

u(x, t) =

t∫

0

uτ (x, τ) dτ

и неравенства Гёльдера.

§ 2. Доказательство теоремы 1.3

Используя теорему 1.1, найдем решение C0 задачи (1.1) и сделаем замену

C = C0 + V в уравнении (1.1). Придем к задаче

L0V =
n∑

i=1

qi(t)fi(x, t) = g, V |t=0 = 0, B1V (a, t) = 0, B2V (b, t) = 0. (2.1)

Условия переопределения (0.4) будут иметь вид

V (xi, t) = ψi(t) − C0(xi, t) = ψ̃i(t) ∈W 1
p (0, T0), i = 1, 2, . . . , n. (2.2)

Отметим, что в силу теоремы 1.1 C0 ∈W 1,2
p (Q), C0x ∈ W 1,2

p (Qδ1) для всех δ1 < δ

и тогда C0(xi, t) ∈ W 1
p (0, T0). Пусть qi(t) ∈ Lp(0, γ), γ ≤ T0, i = 1, 2, . . . , n. Из

условий на функции fi вытекает, что g ∈ Lp(Q
γ), gx ∈ Lp(Q

γ
δ ) и, более того,

имеем оценку

‖g‖Lp(Qγ ) + ‖gx‖Lp(Qγ
δ
) ≤ α1‖~q‖Lp(0,γ), (2.3)

где постоянная α1 не зависит от γ, а зависит от величин ‖fi‖L∞(0,T0;Lp(G)),

‖fix‖L∞(0,T0;Lp(Gδ)), i = 1, 2, . . . , n. По определению ~q = (q1, q2, . . . , qn), и под
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нормой вектора здесь и далее понимаем сумму норм координат. Обращая опе-

ратор L0 в (2.1), что возможно по теоремам 1.1, 1.2, и используя оценку из

теоремы 1.2 и оценку (2.3), получим, что функция V выражается через правую

часть, V = L−1
0 g и, более того, имеем оценку (при фиксированном δ1 < δ)

‖V ‖W 1,2
p (Qγ ) + ‖Vx‖W 1,2

p (Qγ
δ1

) ≤ α2‖~q‖Lp(0,γ), (2.4)

где постоянная α2 не зависит от γ. Положим x = xi в (2.1). Используя условия

переопределения (2.2), придем к равенству

ψ̃it + U(xi, t)Vx(xi, t) −DVxx(xi, t) + (εT−1 + λ)ψ̃i

− ε

T 2

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)ψ̃i(τ) dτ = g(xi, t) =
n∑

j=1

qj(t)fj(xi, t). (2.5)

Правая часть здесь — это в точности i-я координата вектора B~q, где матрица

B определена перед теоремой 1.1. Тогда равенство (2.5) переписывается в виде

~q = ~g +R(~q), (2.6)

где ~g = B−1F , i-я координата вектора F есть функция

ψ̃it + (εT−1 + λ)ψ̃i −
ε

T 2

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)ψ̃i(τ) dτ,

соответственно R(~q) = B−1 ~R0 и i-я координата вектора ~R0 есть функция

U(xi, t)Vx(xi, t) −DVxx(xi, t),

где V = L−1
0 g. Уравнение (2.6) — основное уравнение, которое будем исследо-

вать. Фиксируем γ ≤ T0 и получим некоторые оценки. В силу условия (1.10)

имеем

‖R(~q)‖Lp(0,γ) ≤ α3‖ ~R0‖ ≤ α4

n∑

i=1

(‖Vxx(xi, t)‖Lp(0,γ) + ‖U(xi, t)Vx(xi, t)‖Lp(0,γ)),

(2.7)

где постоянные α3, α4 не зависят от γ. Далее используем теоремы вложения и

интерполяционные неравенства (см. [15]). В силу теорем вложения имеем

‖Vxx(xi, t)‖Lp(0,γ) ≤ α5‖Vxx‖Lp(0,γ;W
1/p+ε
p (Gγ

δ1
))
≤ α6‖V ‖θLp(0,γ;W 3

p (Gγ
δ1

))‖V ‖1−θ
Lp(Qγ),

где ε ∈ (0, 1− 1/p) произвольно, (2+1/p+ ε) = 3θ и постоянная α6, как и ранее,

не зависит от γ. Из (2.4) и леммы 1.1 получим оценку

‖Vxx(xi, t)‖Lp(0,γ) ≤ α7‖~q‖θLp(0,γ)‖Vt‖1−θ
Lp(Qγ )γ

1−θ ≤ α8‖~q‖Lp(0,γ)γ
1−θ. (2.8)

Оценим второе слагаемое в (2.7). В силу теорем вложения имеем

‖U(xi, t)Vx(xi, t)‖Lp(0,γ) ≤ α9‖U‖Lp(0,γ;W 1
p (Gδ1

))‖Vx‖L∞(Qγ
δ1

).
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Используем одну оценку, вытекающую из леммы 3.3 в [16], где взято δ =
√
γ:

‖∇u‖
Cλ/2,λ,(Qγ

δ1
)
≤ cγβ0‖u‖W 2,1

q (Qγ
δ1

), β0 =
1

2
− 3

2p
− λ

2
, λ ∈ [0, 1 − 3/p].

Фиксируем λ ∈ (0, 1 − 3/p) и применим это неравенство к функции Vx. Имеем

‖Vx‖L∞(Qγ
δ1

) ≤ ‖Vx‖Cλ/2,λ,(Qγ
δ1

)
≤ cγβ0‖Vx‖W 2,1

q (Qγ
δ1

),

где постоянная c не зависит от γ. Используя неравенство (2.4), придем к нера-

венству

‖Vx‖L∞(Qγ
δ1

) ≤ α10‖~q‖Lp(0,γ)γ
β0 . (2.9).

Окончательно из неравенств (2.7)–(2.9) получим оценку

‖R(~q)‖Lp(0,γ) ≤ α11‖~q‖Lp(0,γ)γ
β , β = min(β0, 1 − θ). (2.10)

Из этой оценки вытекает, что оператор R сжимающий, если выберем γ < γ0 =

1/(α11)
1/β . Возьмем, например, γ1 = γ0/2. По теореме о неподвижной точ-

ке уравнение (2.6) имеет единственное решение ~q ∈ Lp(0, γ1). Чтобы доказать

глобальную разрешимость, повторяем рассуждения на промежутках [γ0, 2γ0],

[2γ0, 3γ0] и т. д., заметив при этом, что интервал разрешимости не увеличи-

вается в силу линейности задачи, поскольку на каждом из этапов используем

постоянные, которые не зависят от параметра γ. Тем самым устанавливаем

разрешимость уравнения (2.6) на всем промежутке [0, T0]. Используя на каж-

дом из этапов оценки, вытекающие из теоремы о неподвижной точке, получим

глобальную оценку

‖~q‖Lp(0,T0) ≤ c‖~g‖Lp(0,T0). (2.11)

Построим решение обратной задачи. Найдем функцию V = L−1
0 g, где функ-

ция g выражается через вектор ~q ∈ Lp(0, T0) и, как уже показывали, в этом

случае g ∈ Lp(0, T0). Тогда функция V обладает свойствами, указанными в

теоремах 1.1, 1.2. Полагая в (2.1) x = xi, придем к равенству

ψ0it + U(xi, t)Vx(xi, t) −DVxx(xi, t) + (εT−1 + λ)ψ0i

− ε

T 2

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)ψ0i(τ) dτ = g(xi, t) =
n∑

j=1

qj(t)fj(xi, t), (2.12)

где ψ0i = V (xi, t). Вычитая равенства (2.5) и (2.12), получим

vit + (εT−1 + λ)vi(t) −
ε

T 2

t∫

0

e−(T−1+λs)(t−τ)vi(τ) dτ = 0, vi(t) = ψ0i(t) − ψ̃i(t).

(2.13)

По построению и в силу условий согласования vi(0) = ψ0i(0)− ψ̃i(0) = 0. Инте-

грируя (2.13), придем к интегральному уравнению

vi(t) + (εT−1 + λ)

t∫

0

vi(τ) dτ −
ε

T 2

t∫

0

τ∫

0

e−(T−1+λs)(τ−ξ)vi(ξ) dξ = 0. (2.14)
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Единственное решение этого уравнения есть тождественный нуль. Действи-

тельно, используя только неравенство Гёльдера, легко получить оценку

‖vi‖Lp(0,γ) ≤ cγ‖vi‖Lp(0,γ), (2.15)

где c — некоторая постоянная, не зависящая от γ. Отсюда вытекает, что vi = 0

на промежутке t < 1/c. Повторяя рассуждения на последующих промежутках,

придем к тому, что vi ≡ 0. Таким образом, V (xi, t) = ψ̃i для всех i = 1, 2, . . . , n,

т. е. функция V удовлетворяет условиям переопределения. Используя оценки

из теоремы 1.2 и (2.11), получим оценку для функции V , которая в сочетании с

определением этой функции гарантирует оценку из утверждения теоремы 1.3.
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Abstract. We examine the question of well-posedness in the Sobolev spaces of an
inverse problem of determining a source function in a system comprising a parabolic
equation and an ordinary differential equation. The overdetermination conditions are
the values of concentration of an admixture at separate points. We prove existence and
uniqueness of solutions to the problem.
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РАЗРЕШАЮЩИЕ ОПЕРАТОРЫ ЛИНЕЙНОГО

ВЫРОЖДЕННОГО ЭВОЛЮЦИОННОГО

УРАВНЕНИЯ С ПРОИЗВОДНОЙ

КАПУТО. СЕКТОРИАЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ

Е. А. Романова, В. Е. Федоров

Аннотация. Исследуется однозначная разрешимость задачи Коши для уравнения
в банаховом пространстве с вырожденным оператором при дробной производной
Капуто. Используются найденные ранее условия существования аналитического
в секторе семейства разрешающих операторов такого уравнения, вырождающихся
на ядре оператора при производной, а также вид разрешающих операторов. При
выполнении этих условий показано существование единственного решения задачи
Коши для исследуемого уравнения при начальных данных из дополнения к ядру
оператора при производной, решение представлено с использованием разрешающих
операторов. Полученные результаты использованы при изучении линеаризованной
квазистационарной системы уравнений фазового поля дробного порядка по време-
ни.

Ключевые слова: вырожденное эволюционное уравнение, дробная производная
Капуто, аналитическое в секторе разрешающее семейство операторов, задача Коши,
начально-краевая задача, система уравнений в частных производных.

§ 1. Введение

Пусть L : DL → V, M : DM → V — линейные замкнутые плотно опреде-

ленные в банаховом пространстве U операторы, действующие в банахово про-

странство V. Рассмотрим эволюционное уравнение дробного порядка

Dα
t Lu(t) = Mu(t), t ≥ 0, (1)

где α > 0, Dα
t — дробная производная Капуто. Предполагается выполнение

условия вырожденности уравнения kerL 6= {0}. В работе исследуется задача

Коши

u(k)(0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2)

для уравнения (1). Здесь m — наименьшее целое число, не превосходимое чис-

лом α.

В [1] получены необходимые и достаточные условия однозначной разреши-

мости задачи (2) для разрешенного относительно производной уравнения

Dα
t u(t) = Au(t), t ≥ 0, (3)

c© 2016 Романова Е. А., Федоров В. Е.
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c линейным замкнутым плотно определенным в U оператором A в терминах се-

мейств разрешающих операторов, представляющих собой обобщение полугрупп

операторов. В частности, на оператор A получены необходимые и достаточ-

ные условия существования аналитических в секторе �θ0
≡ {t ∈ C : | arg t| <

θ0 − π/2, t 6= 0} семейств разрешающих операторов уравнения (3), экспонен-

циально ограниченных в каждом меньшем подсекторе. Для класса операторов

A, удовлетворяющих таким условиям, используется обозначение A α(θ0, a0) при

θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0.

В [2] эти результаты в некотором смысле обобщены на случай уравнения (1):

определен класс пар операторов Hα(θ0, a0) при θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, такой, что

при (L,M) ∈ Hα(θ0, a0) уравнение (1) имеет аналитическое в секторе семей-

ство разрешающих операторов и задача Коши для него однозначно разреши-

ма. При этом отметим, что рассмотренный класс уравнений является слабо

вырожденным — его подпространство вырождения совпадает с ядром kerL,

при этом оператор L не имеет M -присоединенных векторов, которые, вообще

говоря, тоже лежат в подпространстве вырождения (в более простом случае

(L, p)-ограниченного оператора M см. [3, 4]).

В данной работе некоторые результаты статьи [2] получили свое развитие —

уточняется оценка экспоненциальной ограниченности на операторы разрешаю-

щего семейства уравнения (1) при (L,M) ∈ Hα(θ0, a0), решение задачи Коши

для него строится в явном виде. Полученные результаты используются при

исследовании однозначной разрешимости начально-краевой задачи для линеа-

ризованной квазистационарной системы уравнений фазового поля.

Условия существования, вообще говоря, сильно вырожденных семейств раз-

решающих операторов уравнения (1), аналитических в комплексной плоскости

с разрезом вдоль отрицательной полуоси, получены в [3]. Эти условия были ис-

пользованы для исследования соответствующего неоднородного уравнения в [4],

для изучения однозначной разрешимости начально-краевых задач для систем

уравнения Соболева и Осколкова в [5]. Некоторые классы полулинейных урав-

нений дробного и высокого порядков, линейная часть которых имеет вид (1)

с (L, p)-ограниченным оператором M , разрешимость начальных задач и задач

оптимального управления для них исследованы в работах М. В. Плехановой

[6–9]. Обобщение понятия (L, p)-ограниченного оператора на случай локально

выпуклых пространств используется в [10] для вырожденного эволюционного

уравнения первого порядка и в [11] для уравнения (1). Различные типы раз-

решающих операторов для некоторых дробных дифференциальных уравнений,

в том числе вырожденных, в секвенциально полных локально выпуклых про-

странствах рассмотрены в работах М. Костича и его соавторов (см. [11–13] и

библиографию в них). Во многих статьях [14–17] уравнения вида (1), не раз-

решенные относительно дробной производной, рассматриваются при условии

существования обратного оператора L−1 : V → U, который предполагается

непрерывным или даже компактным. В них получены интересные результаты,

но они не касаются вырожденных эволюционных уравнений (при kerL 6= {0}).
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В § 2 приведены используемые далее результаты работы [1] об уравнении

(3) и статьи [2] для (1). Кроме того, в этом параграфе проведено некоторое

дополнительное исследование семейств операторов, построенных в [2]. Третий

параграф содержит формулировки и доказательства двух теорем об однознач-

ной разрешимости задачи (1), (2). В отличие от [2] решение этой задачи здесь

построено в явном виде с использованием результатов предыдущего параграфа.

В § 4 результаты о задаче Коши в банаховом пространстве использованы при

исследовании начально-краевой задачи для одной системы уравнений в частных

производных, не разрешимой относительно дробной производной по времени.

§ 2. Аналитические в секторе разрешающие операторы

вырожденного дробного эволюционного уравнения

При β > 0 обозначим gβ(t) = tβ−1/� (β) для t > 0,

Jβ
t h(t) = (gβ ∗ h)(t) =

t∫

0

gβ(t− s)h(s) ds =
1

� (β)

t∫

0

(t− s)β−1h(s) ds.

Пусть α > 0, m − 1 < α ≤ m, Dm
t — обычная производная порядка m ∈ N,

Dα
t — дробная производная Капуто [18], называемая часто также производной

Герасимова — Капуто [19], т. е.

Dα
t h(t) = Dm

t J
m−α
t

(
h(t) −

m−1∑

k=0

h(k)(0)gk+1(t)

)
.

Пусть U, V — банаховы пространства, обозначим через L (U; V) банахо-

во пространство всех линейных непрерывных операторов из U в пространство

V. Множество всех линейных замкнутых операторов с областями определения,

плотными в U, действующих в пространство V, обозначим через C l(U; V). Если

V = U, то соответствующие обозначения примут вид L (U) и C l(U). Обозначим

также R+ = R+ ∪ {0}, N0 = N ∪ {0}, DA — область определения оператора A,

снабженная нормой его графика.

Функция u ∈ C(R+;DA) ∩Cm−1(R+; U), для которой

gm−α ∗
(
u−

m−1∑

k=0

u(k)(0)gk+1

)
∈ Cm(R+; U),

называется решением уравнения (3), если при всех t ∈ R+ справедливо равен-

ство (3).

Множество операторов {Z(t) ∈ L (U) : t ∈ R+} называется семейством

разрешающих операторов уравнения (3), если

(i) оператор-функция Z(·) сильно непрерывна на R+, Z(0) = I;

(ii) Z(t)[DA] ⊂ DA, Z(t)Au0 = AZ(t)u0 при каждом u0 ∈ DA для всех

t ∈ R+;

(iii) для любого u0 ∈ DA функция Z(t)u0 является решением задачи Коши

u(0) = u0, u
(k)(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1, для уравнения (3).
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Следуя [1], будем говорить, что линейный замкнутый плотно определен-

ный в U оператор A принадлежит классу A α(θ0, a0) при θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0,

если существует разрешающее семейство операторов {Z(t) ∈ L (U) : t ∈ R+}
уравнения (3), аналитически продолжимое в сектор �θ0

≡ {t ∈ C : | arg t| <
θ0 −π/2, t 6= 0}, и при каждых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такая константа

C(a, θ), что ‖Z(t)‖L (U) ≤ C(a, θ)eaRet для всех t ∈ �θ. Согласно теореме 2.14

в [1] (см. также более общую теорему I.2.1 в [20] для эволюционных инте-

гральных уравнений) A ∈ A α(θ0, a0) при α ∈ (0, 2) тогда и только тогда, когда

выполняются следующие два условия:

(i) при всех λ ∈ Sa0,θ0
≡ {µ ∈ C : | arg(µ − a0)| < θ0, µ 6= a0} выполняется

включение λα ∈ ρ(A);

(ii) при любых a > a0, θ ∈ (π/2, θ0) существует такая константа K =

K(a, θ) > 0, что для всех µ ∈ Sa,θ

‖(µαI −A)−1‖L (U) ≤
K(a, θ)

|µα−1(µ− a)| .

Показано также, что оператор A ∈ A α(θ0, a0) при α > 2 ограничен на

пространстве U .

Пусть операторы L,M ∈ C l(U; V) имеют области определения DL, DM ⊂ U,

kerL 6= {0}. Множество точек µ ∈ C таких, что оператор µL−M : DL∩DM → V

инъективен и (µL − M)−1L ∈ L (U), L(µL − M)−1 ∈ L (V), называется L-

резольвентным множеством ρL(M) оператора M . Обозначим

RL
µ (M) = (µL−M)−1L, LL

µ(M) = L(µL−M)−1.

Определение 1. Пусть α > 0. Будем говорить, что пара операторов

(L,M) принадлежит классу Hα(θ0, a0), если

(i) существуют a0 ≥ 0 и θ0 ∈ (π/2, π) такие, что для всех λ ∈ Sa0,θ0
выпол-

няется λα ∈ ρL(M);

(ii) при любых a > a0, θ ∈ (π/2, θ0) существует такая константа K =

K(a, θ) > 0, что для всех µ ∈ Sa,θ

max
{∥∥RL

µα(M)
∥∥L (U)

,
∥∥LL

µα(M)
∥∥L (V)

}
≤ K(a, θ)

|µα−1(µ− a)| .

Замечание 1. Если при α ∈ (0, 2) существует обратный оператор L−1 ∈L (V; U), то (L,M) ∈Hα(θ0, a0) тогда и только тогда, когда L−1M ∈ A α(θ0, a0)

и ML−1 ∈ A α(θ0, a0).

Нетрудно показать, что kerRL
µ(M) = kerL, imRL

µ(M), kerLL
µ(M), imLL

µ(M)

не зависят от µ ∈ ρL(M). Введем обозначения kerRL
µ (M) = U0, kerLL

µ(M) = V0.

Через U1 (V1) обозначим замыкание линеала imRL
µ(M) (imLL

µ(M)) в норме

пространства U (V). Через Lk (Mk) будет обозначаться сужение оператора L

(M) на DLk
≡ DL ∩ Uk (DMk

≡ DM ∩ Uk), k = 0, 1.
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Теорема 1. Пусть (L,M) ∈ Hα(θ0, a0). Тогда при α > 0, β ∈ R, � =

∂Sa0,θ0
+ 1 семейства операторов

{
Uα,β(t) =

1

2πi

∫

�

µα−βRL
µα(M)eµt dµ ∈ L (U) : t ∈ R+

}
,

{
Vα,β(t) =

1

2πi

∫

�

µα−βLL
µα(M)eµt dµ ∈ L (V) : t ∈ R+

}

допускают аналитическое продолжение в сектор �θ0
. При любых a > a0, θ ∈

(π/2, θ0), n ∈ N0 существует такое Cn,β = Cn,β(a, θ), что для всех τ ∈ �θ

∥∥U (n)
α,β(τ)

∥∥L (U)
≤ Cn,β(a, θ)eaReτ

|τ |n+1−β
,
∥∥V (n)

α,β (τ)
∥∥L (V)

≤ Cn,β(a, θ)eaReτ

|τ |n+1−β
. (4)

При этом

d

dt
Uα,β = Uα+1,β,

d

dt
Vα,β = Vα+1,β ,

Jk
t Uα,β = Uα,β+k, Jk

t Vα,β = Vα,β+k, k ∈ N, β > 0.
(5)

Доказательство. Основная часть теоремы доказана в [2]. Уточним лишь

оценки (4), которые в [2] имеют несколько другой вид, и покажем выполнение

равенств (5).

Возьмем контур

� = �ε = {µ ∈ C : µ = ε− |x| − ix tg θ0, x ∈ R}, ε > a0.

В [2] показано, что от выбора ε > a значения рассматриваемых интегралов не

меняются, поэтому можно выбрать ε = a(1 + 2 sin−1 θ0). При θ ∈ (π/2, θ0),

δ = 1
2 (θ0 − θ), k ∈ N0 выберем также контур

�2 =

{
ν ∈ C : ν = ε− |x| − ix tg

(
π

2
+ δ

)
, x ∈ R

}
.

Для любого τ ∈ �θ построим контур �τ = {µ ∈ C : µ = a+ ντ−1, ν ∈ �2}. Легко

увидеть, что �τ ⊂ Sa,θ1
, где θ1 = 1

2 (θ0+θ) ∈ (π/2, θ0). Действительно, при µ ∈ �τ

| arg(µ−a)| = | arg(ντ−1)| = | arg ν−arg τ | ≤ | arg ν|+ | arg τ | < 1

2
(θ0− θ)+ θ = θ1.

Нетрудно непосредственно показать сходимость интегралов
∫

�τ

µk+α−βRL
µα(M)eµτ dµ =

∫

�

µk+α−βRL
µα(M)eµτ dµ = 2πiU

(k)
α,β(τ),

так как µτ = aτ + ν, | arg ν| = π/2 + δ ∈ (π/2, π). Равенство интегралов в этом

случае следует из аналитичности подынтегральных выражений на множестве

Sa0,θ0
.
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Для β ≤ k + 1

∥∥U (k)
α,β(τ)

∥∥L (U)
≤ K(a, θ1)

2π

∫

�τ

|µ|k+1−β |eµτ |
|µ− a| |dµ|

≤ K(a, θ1)e
aReτ

2π

∫

�τ−a

(|λ| + a)k+1−β |eλτ |
|λ| |dλ|

≤ K(a, θ1)e
aReτ

2π

(
1 +

a

(ε− a) sin θ0

)k+1−β ∫

�τ−a

|λ|k−β |eλτ | |dλ|

=
(3/2)k+1−βK(a, θ1)e

aReτ

2π

∫

�τ−a

|λ|k−β |eλτ | |dλ|.

В случае β > k + 1 имеем

∥∥U (k)
α,β(τ)

∥∥L (U)
≤ K(a, θ1)e

aReτ

2π

∫

�τ−a

(|λ| − a)k+1−β |eλτ |
|λ| |dλ|

≤ K(a, θ1)e
aReτ

2π

(
1 − a

(ε− a) sin θ0

)k+1−β ∫

�τ−a

|λ|k−β |eλτ | |dλ|

=
2β−k−1K(a, θ1)e

aReτ

2π

∫

�τ−a

|λ|k−β |eλτ | |dλ|.

Сделаем замену переменной λ = ντ−1, тогда правые части неравенств примут

вид
bk+1−βK(a, θ1)e

aReτ

2π|τ |k+1−β

∫

�2

|ν|k−β |eν | |dν| =
Ck,β(a, θ)eaReτ

|τ |k+1−β
,

где

Ck,β(a, θ) =
bk+1−βK(a, θ1)

2π

(
1 − a

ε cos θ0

)k+1−β ∫

�2

|ν|k−β |eν | |dν|,

b = 3/2 при β ≤ k + 1, b = 1/2 в противном случае.

Для доказательства равенств (5) запишем при k ∈ N

t∫

0

(t− s)k−1

(k − 1)!
eµs ds = − tk−1

(k − 1)!µ
+

t∫

0

(t− s)k−2

(k − 2)!µ
eµs ds

= · · · = −
k−1∑

l=1

tk−l

(k − l)!µl
+

t∫

0

eµs

µk−1
ds = −

k∑

l=1

tk−l

(k − l)!µl
+
eµt

µk
,

поэтому при β > 0

Jk
t Uα,β(t) = Uα,β+k(t) −

1

2πi

k∑

l=1

tk−l

(k − l)!

∫

�

µα−β−lRL
µα(M) dµ. (6)
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Последние интегралы сходятся, ибо норма подынтегральных выражений огра-

ничивается сверху функцией |µ|−β−1. Проинтегрируем функции µα−β−lRL
µα(M)

по части � , лежащей внутри круга BR(ε) ≡ {µ ∈ C : |µ− ε| < R}, дополненной

правой частью �R окружности ∂BR(ε) до замкнутого контура, и получим нуль

по теореме Коши. При этом интеграл по части � , лежащей вне круга ∂BR(ε),

стремится к нулю при R → ∞ в силу сходимости интегралов из (6) и
∥∥∥∥
∫

�R

µα−β−lRµα(A) dµ

∥∥∥∥L (U)

≤ 2πRc

Rβ+l
→ 0 при R → ∞.

В результате ∫

�

µα−β−lRL
µα(M) dµ = 0, l ∈ N, β > 0,

и равенства (5) доказаны.

Аналогичные утверждения для операторов Vα,β(t) доказываются таким же

образом. �

Теорема 2 [2]. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, пара

операторов (L,M) принадлежит Hα(θ0, a0). Тогда

(i) U = U0 ⊕ U1, V = V0 ⊕ V1;

(ii) проектор P (Q) на подпространство U
1 (V1) вдоль подпространства U

0

(V0) имеет вид P = s- lim
n→∞

nRL
n(M) (Q = s- lim

n→∞
nLL

n(M));

(iii) L0 = 0, M0 ∈ C l(U0; V0), L1,M1 ∈ C l(U1; V1);

(iv) существуют обратные операторы L−1
1 ∈ C l(V1; U1), M−1

0 ∈ L (U0; V0);

(v) при всех t > 0

Uα,β(t) = U1
α,β(t)P, U

0 ⊂ kerUα,β(t), imUα,β(t) ⊂ U
1,

Vα,β(t) = V 1
α,β(t)Q, V

0 ⊂ kerVα,β(t), imVα,β(t) ⊂ V
1,

где U1
α,β(t) = Uα,β(t)|U1 , V 1

α,β(t) = Vα,β(t)|V1 .

Введем обозначения S = L−1
1 M1 : DS → U1, DS = {u ∈ DM1

: M1u ∈ imL1};
T = M1L

−1
1 : DT → V1, DT = {v ∈ imL1 : L−1

1 v ∈ DM1
}.

Теорема 3 [2]. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, α ∈
(0, 2), (L,M) ∈Hα(θ0, a0).

(i) Если L1 ∈ L (U1; V1) или M1 ∈ L (U1; V1), то S ∈ A α(θ0, a0) и семейство

операторов {U1
α,1(t) ∈ L (U1) : t ∈ R+} разрешающее для уравнения Dα

t u(t) =

Su(t).

(ii) Если L−1
1 ∈ L (V1; U1) или M−1

1 ∈ L (V1; U1), то T ∈ A α(θ0, a0) и

семейство операторов {V 1
α,1(t) ∈ L (V1) : t ∈ R+} разрешающее для уравнения

Dα
t v(t) = Tv(t).

Следствие 1. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, α ∈
(0, 2), (L,M) ∈Hα(θ0, a0).
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(i) Если L1 ∈ L (U1; V1) или M1 ∈ L (V1; U1), то существуют пределы

s- lim
t→0+

Dk
t Uα,k+1(t) = P, k ∈ N0.

(ii) Если L−1
1 ∈ L (V1; U1) или M−1

1 ∈ L (V1; U1), то существуют пределы

s- lim
t→0+

Dk
t Vα,k+1(t) = Q, k ∈ N0.

Доказательство. (i) Существование предела s- lim
t→0+

Uα,1(t) = P доказа-

но в [2]. Возьмем k ∈ N, тогда в силу формул (5)

s- lim
t→0+

Dk
t Uα,k+1(t) = s- lim

t→0+
Dk

t J
k
t Uα,1(t) = s- lim

t→0+
Uα,1(t) = P.

Утверждение (ii) доказывается аналогично. �

Следствие 2. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, (L,M) ∈Hα(θ0, a0), αθ0 > π, L1 ∈ L (U1; V1), L−1
1 ∈ L (V1; U1). Тогда оператор M

(L, 0)-ограничен [3, 4].

Доказательство. Условие L1 ∈ (U1; V1) c необходимостью используется

для определения (L, σ)-ограниченности оператора M [3, 4]. Поэтому из теоре-

мы 2 и условия αθ0 > π вытекает, что для всех µ 6= a0 оператор

(µL−M)−1 = (µL1 −M1)
−1Q−M−1

0 (I −Q) = L−1
1 LL1

µ (M1)Q−M−1
0 (I −Q)

непрерывен как разность двух непрерывных операторов. �

Замечание 2. Таким образом, случай αθ0 > π, в частности α ≥ 2, мо-

жет представлять интерес только если L1 : U1 → V1 не является гомеоморфиз-

мом, поскольку уравнение (1) с (L, p)-ограниченным операторомM исследовано

в [3, 4].

§ 3. Задача Коши для вырожденного дробного

эволюционного уравнения в банаховом пространстве

При α ∈ (0, 2) рассмотрим уравнение

Dα
t Lu(t) = Mu(t), t ≥ 0. (7)

Его решением назовем функцию u ∈ C(R+;DL ∩DM ), для которой

Lu ∈ Cm−1(R+; V), gm−α ∗
(
Lu−

m−1∑

k=0

(Lu)(k)(0)gk+1

)
∈ Cm(R+; V)

и для всех t ≥ 0 справедливо равенство (7). Решением задачи Коши

u(k)(0) = uk, k = 0, . . . ,m− 1, (8)

для уравнения (7) называется решение уравнения u ∈ Cm−1(R+; U), для кото-

рого выполняются условия (8).

Замечание 3. Очевидно, что m = 1 при α ∈ (0, 1], m = 2 для α ∈ (1, 2).
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Теорема 4. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, α ∈ (0, 2),

(L,M) ∈ Hα(θ0, a0), L1 ∈ L (U1; V1) или M1 ∈ L (U1; V1), uk ∈ DL−1

1
M1

, k =

0, . . . ,m− 1. Тогда существует единственное решение задачи (7), (8), при этом

оно имеет вид

u(t) =

m−1∑

k=0

Uα,k+1(t)uk. (9)

Доказательство. Положим u0(t) ≡ (I − P )u(t), u1(t) ≡ Pu(t). В силу

теоремы 2 уравнение (7) может быть редуцировано к системе двух уравнений:

0 = u0(t) и

Dα
t u

1(t) = Su1(t). (10)

В силу первого из уравнений uk должны принадлежать U1, k = 0, . . . ,m − 1.

Если L1 ∈ L (U1; V1) или M1 ∈ L (U1; V1), то по теореме 3 S ∈ A α(θ0, a0),

поэтому существует единственное решение задачи Коши u1(k)(0) = uk ∈ DS ,

k = 0, . . . ,m− 1, для уравнения (10), и оно имеет вид

u1(t) =

m−1∑

k=0

Jk
t Uα,1(t)uk =

m−1∑

k=0

Uα,k+1(t)uk. �

Теорема 5. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, α ∈ (0, 2),

(L,M) ∈ Hα(θ0, a0), L
−1
1 ∈ L (V1; U1) или M−1

1 ∈ L (V1; U1), uk ∈ DM1
, k =

0, . . . ,m− 1. Тогда существует единственное решение задачи (7), (8), при этом

оно имеет вид (9).

Доказательство. Если L−1
1 ∈ L (V1; U1) или M−1

1 ∈ L (V1; U1), вместо

уравнения (10) будет получено уравнение

Dα
t v

1(t) = Tv1(t), (11)

где v(t) = L1u
1(t). По теореме 3 T ∈ A α(θ0, a0), поэтому существует единствен-

ное решение задачи Коши v(k)(0) = L1uk ∈ DT , k = 0, . . . ,m− 1, для уравнения

(11). Ее решение имеет вид

v(t) =

m−1∑

k=0

Jk
t Vα,1L1uk =

m−1∑

k=0

Vα,k+1L1uk = L1

m−1∑

k=0

Uα,k+1uk

в силу очевидного равенства LUα,β(t) = Vα,β(t)L. Следовательно,

u(t) = u1(t) = L−1
1 v(t) =

m−1∑

k=0

Uα,k+1uk. �

§ 4. Линеаризованная система уравнений

фазового поля дробного порядка по времени

Рассмотрим начально-краевую задачу

∂kv

∂tk
(x, 0) = vk(x),

∂kw

∂tk
(x, 0) = wk(x), x ∈ �, k = 0, . . . ,m− 1, (12)
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θv(x, t)+(1−θ)∂v
∂n

(x, t) = θw(x, t)+(1−θ)∂w
∂n

(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂�×R+, (13)

Dα
t v(x, t) + νDα

t w(x, t) = κ�v(x, t), (x, t) ∈ �× R+, (14)

�w(x, t) + βw(x, t) + γv(x, t) = 0, (x, t) ∈ �× R+. (15)

Здесь � ⊂ R
n — ограниченная область с гладкой границей ∂�, κ > 0, β, γ, ν ∈ R,

v = v(x, t), w = w(x, t) — неизвестные функции.

Замечание 4. В случае α = 1 система уравнений (14), (15) представля-

ет собой линеаризацию квазистационарной системы уравнений фазового поля,

описывающей в линейном приближении фазовые переходы первого рода в рам-

ках мезоскопической теории [21, 22].

Пусть оператор A : DA → L2(�) имеет область определения DA = H2
0 (�) ≡

{z ∈ H2(�) : z(x) = 0, x ∈ ∂�} ⊂ L2(�), Az = �z при z ∈ H2
0 (�). Через {λk}

обозначим собственные значения оператора A, занумерованные по невозрас-

танию с учетом их кратности. Ортонормированная система соответствующих

собственных функций {ϕk}, как известно, образует базис в L2(�).

Положим U = V = (L2(�))2, DM =
(
H2

0 (�)
)2

,

L =

(
I νI
O O

)
∈ L (U; V), M =

(
κA O

γI βI +A

)
∈ C l(U; V). (16)

Лемма 1 [2]. Пусть α > 1,

∃θ1 ∈ (π/2, π) ∃a1 ≥ 0 ∀µ ∈ Sa1,θ1
µα ∈ ρL(M),

∃C1 > 0 ∀µ ∈ Sa1,θ1
max

{∥∥RL
µα(M)

∥∥L (U)
,
∥∥LL

µα(M)
∥∥L (V)

}
≤ C1

|µα − a1|
.

Тогда (L,M) ∈Hα(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, θ1), a0 ≥ a1, a0 > 1.

Лемма 2 [2]. Пусть α ∈ (0, 1),

∃θ1 ∈ (π/2, π) ∃a0 ∈ [0, 1) ∀µ ∈ Sa0,θ1
µα ∈ ρL(M),

∃C1 > 0 ∀µ ∈ Sa0,θ1
max

{∥∥RL
µα(M)

∥∥L (U)
,
∥∥LL

µα(M)
∥∥L (V)

}
≤ C1

|µα − a0|
.

Тогда (L,M) ∈Hα(θ0, a0) для некоторого θ0 ∈ (π/2, θ1).

Лемма 3. Пусть α ∈ (0, 2), κ > 0, β, γ, ν, θ ∈ R, γν−β /∈ σ(A), при α ∈ (0, 1)

max

{
κλk(β + λk)

β − γν + λk
: k ∈ N

}
< 1, (17)

операторы L и M определены формулами (16). Тогда (L,M) ∈ Hα(a0, θ0) при

некоторых a0 ≥ 0, θ0 ∈ (π/2, π), проекторы имеют вид

P =

(
(β +�)(β − γν +�)−1 ν(β +�)(β − γν +�)−1

−γ(β − γν +�)−1 −γν(β − γν +�)−1

)
,

Q =

(
I κν�(β − γν +�)−1

O O

)
.
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Доказательство. Пространства U = V = (L2(�))2 гильбертовы, а зна-

чит, рефлексивны. Возьмем α ∈ [1, 2), δ ∈ (0, π(1/α− 1/2)), θ1 = π/2 + δ, µ ∈ C.

Тогда

µαL−M =

(
µαI − κA µανI

−γI −βI −A

)
.

Обозначим

δk =
κλk(β + λk)

β − γν + λk
∈ R,

тогда lim
k→∞

δk = −∞, так как κ > 0. Пусть a1 = max{δk : k ∈ N}, тогда при

µ ∈ Sa1,θ1
непрерывны операторы

(µαL−M)−1 =

∞∑

k=1

(
β+λk

(β−γν+λk)(µα−δk)
µαν

(β−γν+λk)(µα−δk)
−γ

(β−γν+λk)(µα−δk)
−µα+κλk

(β−γν+λk)(µα−δk)

)
〈·, ϕk〉ϕk,

RL
µα(M) =

∞∑

k=1

(
β+λk

(β−γν+λk)(µα−δk)
(β+λk)ν

(β−γν+λk)(µα−δk)
−γ

(β−γν+λk)(µα−δk)
−γν

(β−γν+λk)(µα−δk)

)
〈·, ϕk〉ϕk,

LL
µα(M) =

∞∑

k=1

(
1

µα−δk
κνλk

(β−γν+λk)(µα−δk)

0 0

)
〈·, ϕk〉ϕk,

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в L2(�), при этом

max
{∥∥RL

µα(M)
∥∥L ((L2(�))2)

,
∥∥LL

µα(M)
∥∥L ((L2(�))2)

}
≤ C1

|µα − a1|
,

где можно взять

C1 = max

{
1,max{1, |ν|}max

k∈N

{∣∣∣∣
β + λk

β − γν + λk

∣∣∣∣,
∣∣∣∣

γ

β − γν + λk

∣∣∣∣,
∣∣∣∣

κνλk
β − γν + λk

∣∣∣∣
}}

.

Если α = 1, то (L,M) ∈H1(a1, θ1). В случае α ∈ (1, 2) будет (L,M) ∈Hα(a0, θ0)

при некоторых a0 ≥ a1, a0 > 1, θ0 ∈ (π/2, θ1) в силу леммы 1.

Для α ∈ (0, 1) предыдущие рассуждения справедливы для любого θ1 ∈
(π/2, π) и (L,M) ∈ Hα(0, θ0) при некотором θ0 ∈ (π/2, π) согласно лемме 2 при

выполнении дополнительного условия (17).

Формулы для проекторов могут быть легко найдены с использованием тео-

ремы 2(ii). �

Замечание 5. Нетрудно показать, что предыдущая теорема справедлива

и при κ, β, γ, ν ∈ C, если Reκ > 0.

Из вида проекторов P , Q следует, что при γ 6= 0

U
0 = kerP = {(−νz, z) : z ∈ L2(�)},

U
1 = imP = {(−γ−1(β +�)z, z) : z ∈ H2

0 (�)},
V

0 = kerQ = {(−κν�(β − γν +�)−1z, z) : z ∈ L2(�)},
V

1 = imQ = L2(�) × {0}.
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При γ = 0

U
1 = L2(�) × {0}.

При γ 6= 0 очевидно, что

L1 ∈ L (U1; V1), M1 /∈ L (U1; V1), L−1
1 ∈ L (V1; U1),

поскольку ему соответствует оператор −γ(β − γν + A)−1. Только при κ 6= 0,

0,−β /∈ σ(A) существует оператор M−1
1 ∈ L (V1; U1) и ему соответствует опера-

тор −κ−1γA−1(β +A)−1. При γ = 0 отличие в том, что L−1
1 = I ∈ L (V1; U1), а

M−1
1 = κ−1A−1 ∈ L (V1; U1) при κ 6= 0, 0 /∈ σ(A).

Теорема 6. Пусть κ > 0, β, ν ∈ R, γ ∈ R \ {0}, γν − β /∈ σ(A), wk ∈ H2
0 (�),

vk = −γ−1(β +�)wk ∈ H2
0 (�), k = 0, . . . ,m− 1. Тогда существует единственное

решение задачи (12)–(15).

Доказательство. Как отмечено выше, в условиях данной теоремы опе-

ратор L−1
1 принадлежит L (V1; U1), при этом (vk, wk) ∈ DM ∩ U1. По теореме 5

получим требуемое. �

Теорема 7. Пусть κ > 0, β, ν ∈ R, γ = 0, −β /∈ σ(A), vk ∈ H2
0 (�), wk = 0,

k = 0, . . . ,m− 1. Тогда существует единственное решение задачи (12)–(15).

Доказательство. В данной ситуации также (vk, wk) ∈ DM ∩ U1 и из тео-

ремы 5 следует существование единственного решения. �
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RESOLVING OPERATORS OF A LINEAR

DEGENERATE EVOLUTION

EQUATION WITH CAPUTO

DERIVATIVE. THE SECTORIAL CASE

E. A. Romanova and V. E. Fedorov

Abstract. Unique solvability of the Cauchy problem for an equation in a Banach space

with degenerate operator at the fractional Caputo derivative is studied. Previously
found conditions of the existence of analytic in a sector resolving operators family for
the equation with the degeneration on the kernel of the operator at the derivative is
used. The form of the resolving operators is established. Under the satisfied conditions,
the existence is shown for the unique solution of the Cauchy problem to the researched
equation with initial data from the complement of the kernel of the operator at the
derivative and the solution is presented using the resolving operators. The obtained
results are applied to studying the linearized quasistationary time-fractional order system
of the phase field equations.

Keywords: degenerate evolution equation, fractional Caputo derivative, analytic in
a sector resolving operators family, Cauchy problem, initial boundary value problem,
system of partial differential equations.
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ПРИМЕНЕНИЕ СТАЦИОНАРНОГО

МЕТОДА ГАЛЁРКИНА К ПЕРВОЙ

КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

СМЕШАННОГО ТИПА ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

И. М. Тихонова

Аннотация. Рассматривается первая краевая задача для уравнения смешанного
типа четного порядка. Доказано, что при определенных условиях на коэффици-
енты уравнения единственное регулярное решение краевой задачи находится как
предел приближенных решений, вычисляемых по методу Галёркина. Также полу-
чена оценка погрешности стационарного метода Галёркина для этой задачи.

Ключевые слова: метод Галёркина, уравнение смешанного типа, краевая задача,
регулярное решение, оценка погрешности.

Исследования краевых задач для неклассических уравнений математиче-

ской физики начались с работ Трикоми , Геллерстеда [1, 2] в 20–30 гг. прошлого

века. Далее теорию краевых задач для таких уравнений развивали М. А. Лав-

рентьев, А. В. Бицадзе, И. Н. Векуа, С. А. Чаплыгин, К. Г. Гудерлей и др.

[3, 4]. В 1970-х гг. В. Н. Врагов [5] и др. [6, 7] начали построение общей теории

краевых задач для уравнений смешанного типа второго и высокого порядков с

произвольным многообразием изменения типа. К исследованию краевых задач

для уравнений смешанного типа применялись теория сингулярных интеграль-

ных уравнений [1–4, 8, 9], функциональные методы, метод регуляризации, неста-

ционарный метод Галёркина [5–7, 10, 11]. Метод Галёркина широко применяется

к решению краевых задач для уравнений математической физики в [12–14] и

др. В [13, 14] получены оценки погрешности метода Галёркина для эллиптиче-

ских и параболических уравнений. В данной работе с помощью стационарного

метода Галёркина исследуется краевая задача для уравнения смешанного типа

четного порядка, которая впервые была изучена А. Н. Тереховым для уравне-

ния второго порядка [10]. Случай уравнения смешанного типа второго порядка

был рассмотрен в [15].

Пусть � ⊂ Rn — ограниченная односвязная область с гладкой границей S.

Положим

Q = �× (0, T ), ST = S × (0, T ), T > 0; �t = �× {t}, t ∈ [0, T ].

c© 2016 Тихонова И. М.
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В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение

Lu =

2s∑

i=1

ki(x, t)D
i
tu−

n∑

i=1

uxixi + a(x)u = f(x, t), (1)

где Dtu = ∂u
∂t .

Отметим, что коэффициент k2s(x, t) может менять знак внутри области Q

произвольным образом. Поэтому в класс уравнений вида (1) входят эллиптико-

параболические, гиперболо-параболические, эллиптико-гиперболические и дру-

гие уравнения. Предполагается, что коэффициенты уравнения — гладкие функ-

ции.

Введем множества

P±
0 = {(x, 0) : x ∈ �, (−1)s−1k2s(x, 0)>0

<0},

P±
T = {(x, T ) : x ∈ �, (−1)s−1k2s(x, T )>0

<0}.
Введем в рассмотрение пространство СоболеваWm,s

2 (Q) со скалярным про-

изведением

(u, v)m,s =

∫

Q

[
Ds

tuD
s
tv +

∑

|α|≤m

DαuDαv
]
dQ

и нормой

‖u‖2
m,s = (u, u)m,s,

а также L2(Q) c

(u, v) =

∫

Q

uv dQ, ‖u‖2 = (u, u).

Краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области Q такое, что

u|ST = 0, (2)

Di
tu
∣∣
t=0

= 0, i = 0, s− 1; Ds
tu
∣∣
P

+

0

= 0;

Dj
tu
∣∣
t=T

= 0, j = 0, s− 2; Ds−1
t u

∣∣
P

−

T
= 0.

(3)

Пусть CL — класс гладких функций, удовлетворяющих условиям (2), (3),

а W̃ 1,s
2 (Q) — замыкание CL по норме ‖u‖1,s. Через Ŵ 1,s

2 (Q) обозначим подпро-

странство W 1,s
2 (Q), выделенное условиями (2) и

Di
tu
∣∣
t=0
t=T

= 0, i = 0, s− 2; Ds−1
t u

∣∣
P

−

0

= 0; Ds−1
t u

∣∣
t=T

= 0.

Лемма 1. Пусть коэффициент a(x) > 0 достаточно большой и

(−1)s−1k2s(x, T ) < 0, (−1)s−1[2k2s−1 + (1 − 2s)k2s,t] ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ] такие, что

для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξut + ηu) ≥ C1 ‖u‖2
1,s , C1 = const > 0. (4)
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Доказательство. Поскольку (−1)sk2s(x, T ) < 0, существуют числа T0, δ1
такие, что 0 < T0 < T и выполнено неравенство

(−1)s−1k2s(x, t) ≤ −δ1 < 0, T0 ≤ t ≤ T.

Функции ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(T ) = 0,

ξ(t) = µ, 0 ≤ t ≤ T0; ξt ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T ;

η(t) = −2s− 1

2
ξt + 1, 0 ≤ t ≤ T.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий (2), (3)

получаем соотношение

(Lu, ξut + ηu) = − (−1)s−1µ

2

∫

P−

0

k2s

(
Ds

tu
)2
dx

+

∫

Q

{
(−1)s−1

2
[2k2s−1 + (1 − 2s)k2s,t]ξ

+ (−1)sk2s

[
2s− 1

2
ξt + η

]}(
Ds

tu
)2
dQ+

∫

Q

(
η − 1

2
ξt

)[ n∑

i=1

u2
xi

+ au2

]
dQ+ . . . ,

(5)

где члены, обозначенные многоточием, играют подчиненную роль.

Выберем µ ≥ 2δ−1(δ1 + max |k2s|). Тогда

(−1)s−1

2
[2k2s−1 +(1− 2s)k2s,t]ξ+(−1)sk2s

[
(2s− 1)

2
ξt + η

]
≥ δ1 > 0, η− 1

2
ξt ≥ 1.

В силу выбора ξ(t), η(t) и условий леммы из (5) получаем априорную оценку

(4). При этом для оценки подчиненных членов использованы неравенства [16]∥∥Dj
tu
∥∥2 ≤ ε‖u‖2

1,s + Cε‖u‖2, ε > 0, j = 0, s− 1. Лемма доказана.

Следствие 1. Пусть выполнены все условия леммы 1. Тогда краевая за-

дача (1)–(3) может иметь не более одного решения из пространства W 2,2s
2 (Q).

Лемма 2. Пусть выполнены условия

k2s(x, t) = k2s(t), (−1)s−1k2s(0) < 0, (−1)s−1k2s(T ) < 0

и

(−1)s−1[2k2s−1 + (1 − 2s)k2s,t] ≥ δ > 0, (−1)s−1[2k2s−1 + k2st] ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ] такие, что

для любой u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξ�̃ut + η�̃u) ≥ C3

∫

Q

[
(
D2s

t u
)2

+

n∑

i=1

(
Ds

tuxi

)2
+ (�u)2

]
dQ

− C4‖u‖2
1,s, C3, C4 > 0, (6)
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где

�̃u = (−1)sD2s
t u−�u.

Доказательство. Поскольку

(−1)s−1k2s(0) < 0, (−1)s−1k2s(T ) < 0,

существуют положительные числа t0 < T0, δ1 такие, что

(−1)s−1k2s(t) ≤ −δ1 < 0 при 0 ≤ t ≤ t0,

(−1)s−1k2s(t) ≤ −δ1 < 0 при T0 ≤ t ≤ T.

Функции ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T0,

ξt ≥ 0, 0 ≤ t ≤ t0; ξt ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





2s+1
2 ξt + 1, 0 ≤ t ≤ t0;

1, t0 ≤ t ≤ T0;

− 2s−1
2 ξt + 1, T0 ≤ t ≤ T.

При этом число µ удовлетворяет условию µ ≥ 2δ−1(max |k2s| + δ1).

В силу такого выбора функций ξ(t), η(t) получаем

(−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 2s

2
k2s,t

)
ξ+(−1)sk2s

(
η +

2s− 1

2
ξt

)
+

(
η − 2s+ 1

2
ξt

)
≥ δ1,

(−1)s−1

(
k2s−1 +

1

2
k2s,t

)
ξ + (−1)sk2s

(
η − 1

2
ξt

)
≥ δ1,

η − 1

2
ξt ≥ 1, η − 2s+ 1

2
ξt ≥ 1, η +

2s− 1

2
ξt ≥ 1.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий (2), (3)

получаем

(Lu, ξ�̃ut + η�̃u) =

∫

Q

{[
(−1)s−1

(
k2s−1 +

1

2
k2s,t

)
ξ

+ (−1)sk2s

(
η − 1

2
ξt

)](
D2s

t u
)2

+

(
η − 1

2
ξt

)
(�u)2

+

[
(−1)s−1

(
k2s−1 +

1 − 2s

2
k2s,t

)
ξ

+ (−1)sk2s

(
η +

2s− 1

2
ξt

)
+

(
η − 2s+ 1

2
ξt

)] n∑

i=1

(
Ds

tuxi

)2
}
dQ+ . . . , (7)

где многоточием обозначены подчиненные члены.

Используя неравенство Коши, из равенства (7) получаем априорную оценку

(6). Лемма доказана.
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Отметим, что априорная оценка (4) остается справедливой для новых функ-

ций ξ(t), η(t) при выполнении условий леммы 1 и дополнительного условия

(−1)s−1k2s(0, x) < 0.

Пусть функции {ϕk(x, t)}∞k=1 ортонормированы в L2(Q) и являются реше-

нием спектральной задачи

�̃v ≡ (−1)sD2s
t v −�v = λv, (x, t) ∈ Q,

v|ST = 0, Di
tv
∣∣
t=0
t=T

= 0, i = 0, s− 1.

В дальнейшем будем считать, что собственные числа данной спектральной за-

дачи пронумерованы следующим образом: 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . , λk → +∞ при

k → ∞. Положим

ψk(x, t) = ξ(t)ϕkt + η(t)ϕk, k = 1, 2, . . . ,

где функции ξ(t), η(t) из леммы 2.

Теорема 1. Функции {ψk(x, t)} линейно независимы, и множество их ли-

нейных комбинаций плотно в L2(Q).

Доказательство теоремы совпадает с доказательством теоремы 1 из

[15].

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда для любой функ-

ции f ∈ L2(Q) такой, что ft ∈ L2(Q), существует единственное регулярное

решение краевой задачи (1)–(3) из пространства W 2,2s
2 (Q).

Доказательство. Приближенное решение краевой задачи (1)–(3) ищется

в виде

uN =

N∑

k=1

cNk ϕk.

Коэффициенты cNk определяются как решение системы алгебраических уравне-

ний

(LuN , ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (8)

Из равенств (8) нетрудно получить соотношения

(
LuN , ξuNt + ηuN

)
=
(
f, ξuNt + ηuN

)
,

(
LuN , ξ�̃uNt + η�̃uN

)
=
(
f, ξ�̃uNt + η�̃uN

)
.

Отсюда ввиду гладкости функций ϕk(x, t) и лемм 1, 2 для приближенных ре-

шений uN справедливы априорные оценки (4), (6). Следовательно, существуют

подпоследовательность uNk(x, t) и функция u(x, t) ∈ W 2,2s
2 (Q) ∩ W̊ 1,s

2 (Q) такие,

что uNk → u слабо в W 2,2s
2 (Q). При этом справедлива оценка

‖u‖2,2s ≤ C5(‖f‖ + ‖ft‖), C5 > 0.
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Переходя к пределу при Nk → ∞ в равенстве (8), получаем

∫

Q

[
2s∑

i=1

ki(x, t)D
i
tu−

n∑

i=1

uxixi + a(x)u

]
ψk dQ =

∫

Q

f(x, t)ψk dQ, k = 1, 2, . . . .

Отсюда в силу теоремы 1 уравнение Lu = f(x, t) выполняется для почти всех

(x, t) ∈ Q и краевые условия (2), (3) удовлетворяются в среднем. Теорема 2

доказана.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для погрешности

стационарного метода Галёркина справедлива оценка

‖u− uN‖1,s ≤ C6(‖f‖ + ‖ft‖)λ−1/4
N+1 , C6 > 0,

где постоянная C6 не зависит от N .

Доказательство. В силу теоремы 2 краевая задача (1)–(3) имеет един-

ственное решение u(x, t) такое, что u ∈ W 2,2s
2 (Q). Имеем разложение функции

u(x, t) в ряд Фурье:

u =

∞∑

k=1

ckϕk, ck = (u, ϕk). (9)

При этом ряд (9) сходится сильно в W̊ 1,s
2 (Q) и L2(Q). Из уравнения (1) получаем

равенства

(Lu, ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (10)

С другой стороны, в силу равенства Парсеваля имеет место неравенство

∞∑

l=1

c2l λ
2
l = ‖�̃u‖2 ≤ C7(‖f‖2 + ‖ft‖2), C7 > 0. (11)

ПустьHN — линейное подпространство W̊ 1,s
2 (Q), натянутое на ϕ1, . . . , ϕN , и

PN — оператор проектирования на HN . Из равенств (8), (10) нетрудно получить

равенство

(L(u− uN), ξvt + ηv) = 0 ∀v ∈ HN .

Полагая в последнем равенстве v = w−uN с произвольной функцией w из HN ,

имеем

(L(u− uN), ξ(ut − uNt ) + η(u − uN)) = (L(u− uN), ξ(ut − wt) + η(u − w)).

Отсюда в силу леммы 1 получаем оценку

‖u− uN‖2
1,s ≤ C8(‖f‖ + ‖ft‖)‖u− w‖1,s, C8 > 0. (12)

С другой стороны,

‖u− PNu‖2
1,s ≤ C9

∞∑

k=N+1

λkc
2
k ≤ C9λ

−1
N+1

∞∑

k=N+1

c2kλ
2
k, C9 > 0. (13)

Из неравенства ?12(11), (13), получаем оценку скорости сходимости стационар-

ного метода Галёркина. Теорема 3 доказана.
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APPLICATION OF THE STATIONARY GALËRKIN

METHOD TO THE FIRST BOUNDARY VALUE

PROBLEM FOR A MIXED HIGH–ORDER EQUATION

I. M. Tikhonova

Abstract. We consider the first boundary value problem for a mixed even-order
equation and construct an approximate solution using the stationary Galërkin method.
The existence of a regular solution for the boundary value problem is proved under
certain conditions on coefficients of the equation. We obtain the error estimate of the
Galërkin method.

Keywords: Galërkin method, mixed type equation, regular solution, a priori estimate.
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УДК 517.633

О СТАЦИОНАРНОМ МЕТОДЕ ГАЛЁРКИНА

В ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

СМЕШАННОГО ТИПА ВТОРОГО ПОРЯДКА

В. Е. Федоров, И. М. Тихонова

Аннотация. Доказана однозначная регулярная разрешимость в пространстве Со-
болева краевой задачи для уравнения смешанного типа второго порядка, которая
ранее была изучена авторами с помощью нестационарного метода Галёркина в со-
четании с методом ε-регуляризации. В настоящей работе для этой краевой задачи
применяется стационарный метод Галёркина, при этом существенно упрощается
методика исследования. Кроме того, получена оценка погрешности стационарного
метода Галёркина через собственные значения оператора Лапласа по переменным
x ∈ Rn и t.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, краевая задача, априорная оцен-
ка, стационарный метод Галёркина, погрешность.

1. Введение. Начало исследованиям уравнений смешанного типа было

положено в работах Геллерстедта и Трикоми [1–3]. Далее модельные уравнения

смешанного типа изучались в работах многих авторов [4–7].

Построение общей теории краевых задач для уравнений смешанного типа с

произвольным многообразием изменения типа было начато в 70-е гг. прошлого

века В. Н. Враговым и рядом других авторов [8–12]. В дальнейшем эта теория

развивалась во многих направлениях [13–20]. При исследовании краевых задач

для уравнений смешанного типа общего вида применялись функциональные

методы [21], метод регуляризации [17], метод Галёркина.

В работах [22–25] стационарный метод Галёркина применяется к решению

первой краевой задачи и краевой задачи Врагова для уравнения смешанного ти-

па, а также для этих задач получена оценка погрешности стационарного метода

Галёркина через собственные числа оператора Лапласа по переменным x ∈ R
n

и t. В [26] к решению краевой задачи для уравнения смешанного типа в поста-

новке В. Н. Врагова применен модифицированный метод Галёркина и получена

оценка его погрешности. В [27] аналогичные результаты получены для первой

краевой задачи. Вопросам оценки погрешности метода Галёркина для других

классов уравнений посвящены, например, [28–30].

Работа выполнена в рамках Государственного задания Минобрнауки России на 2014-2016
годы (проект №3047).

c© 2016 Федоров В. Е., Тихонова И. М.
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2. Постановка задачи. Пусть � ⊂ Rn — ограниченная односвязная

область с гладкой границей S. Положим

Q = �× (0, T ), ST = S × (0, T ), T = const > 0; �t = �× {t}, t ∈ [0, T ].

В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение

Lu ≡ k(x, t)utt −�u+ a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t). (1)

Коэффициент k(x, t) может менять знак внутри области Q произвольным обра-

зом, поэтому уравнение (1) является уравнением смешанного типа с произволь-

ным многообразием изменения типа.

Предполагается, что коэффициенты уравнения (1) — гладкие функции.

Введем множества

P±
0 = {(x, 0) : x ∈ �, k(x, 0)>0

<0}, P±
T = {(x, T ) : x ∈ �, k(x, T )>0

<0}.

Краевая задача. Найти в области Q решение уравнения (1) такое, что

u |ST = 0, (2)

ut|P−

0

= 0, u |
P

+

T
= 0, ut|t=T = 0. (3)

Впервые постановка краевой задачи (1)–(3) рассмотрена авторами в [31],

где была использована другая методика — нестационарный метод Галёркина с

привлечением метода ε-регуляризации. В настоящей работе используется ста-

ционарный метод Галёркина, а также получена оценка его погрешности через

собственные значения спектральной задачи для (n+ 1)-мерного уравнения Ла-

пласа по x ∈ Rn и t.

3. Априорные оценки. Через CL обозначим класс гладких функций,

удовлетворяющих условиям (2), (3). В работе [31] доказано следующее утвер-

ждение.

Лемма 1. Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой и выполнены

условия:

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ] такие, что

для любой u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξut + ηu) ≥ C1‖u‖2
1, C1 = const > 0. (4)

Следствие 1. Пусть выполнены все условия леммы 1. Тогда краевая за-

дача (1)–(3) может иметь не более одного решения из пространства W 2
2 (Q).
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Лемма 2. Пусть выполнены условия

k(x, t) ≡ k(t), k(0) < 0, k(T ) < 0, a± 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ] такие, что

для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξ�̃ut + η�̃u) ≥ C2

∫

Q

[
u2
tt +

n∑

i=1

u2
txi

+ (�u)2

]
dQ−C3‖u‖2

1, C2, C3 > 0, (5)

где �̃u = −utt −�u.

Доказательство. Поскольку k(0) < 0, k(T ) < 0, существуют положи-

тельные числа t0 < T0 < T , δ1 такие, что

k(t) ≤ −δ1 < 0, 0 ≤ t ≤ t0; k(t) ≤ −δ1 < 0, T0 ≤ t ≤ T.

Функции ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T0,

ξt ≥ 0, 0 ≤ t ≤ t0; ξt ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





3
2ξt + 1, 0 ≤ t ≤ t0,

1, t0 ≤ t ≤ T0,

− 1
2ξt + 1, T0 ≤ t ≤ T.

При этом число µ удовлетворяет условию µ ≥ 2δ−1(max
Q

|k|+ δ1). В силу такого

выбора функций ξ(t), η(t) получаем
(
a− 1

2
kt

)
ξ − k

(
η +

1

2
ξt

)
+

(
η − 3

2
ξt

)
≥ δ1 + 1,

(
a+

1

2
kt

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)
≥ δ1,

η − 1

2
ξt ≥ 1, η − 3

2
ξt ≥ 1, η +

1

2
ξt ≥ 1.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий (2), (3)

получаем

(Lu, ξ�̃ut + η�̃u) =

∫

Q

{[(
a+

1

2
kt

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)]
u2
tt +

(
η − 1

2
ξt

)
(�u)2 +

+

[(
a− 1

2
kt

)
ξ − k

(
η +

1

2
ξt

)
+

(
η − 3

2
ξt

)] n∑

i=1

u2
txi

}
dQ+ . . . , (6)

где многоточием обозначены подчиненные члены. Используя неравенство Коши

и теоремы вложения [17], из равенства (6) получаем априорную оценку (5).



О стационарном методе Галёркина 85

Замечание 1. Априорная оценка (4) остается справедливой и для новых

функций ξ(t), η(t) из доказательства леммы 2.

4. Разрешимость задачи. Пусть функции {ϕk(x, t)}∞k=1 ортонормирова-

ны в L2(Q) и являются решением спектральной задачи

�̃v ≡ −vtt −�v = λv, (x, t) ∈ Q,

v|ST = 0, vt|t=0 = 0, vt|t=T = 0.
(7)

В дальнейшем будем считать, что собственные числа задачи (7) пронумерованы

следующим образом: 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · ·, и λk → +∞ при k → ∞. Положим

ψk(x, t) = ξ(t)ϕkt(x, t) + η(t)ϕk(x, t),

где ξ(t), η(t) из леммы 2.

Теорема 1. Функции {ψk(x, t)}∞k=1 линейно независимы, и множество их

линейных комбинаций плотно в L2(Q).

Доказательство теоремы 1 полностью совпадает с доказательством тео-

ремы 1 в [22].

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда для любой функ-

ции f ∈ L2(Q) такой, что ft ∈ L2(Q), существует единственное регулярное

решение краевой задачи (1)–(3) из пространства W 2
2 (Q).

Доказательство. Приближенное решение краевой задачи (1)–(3) ищется

в виде

uN =

N∑

k=1

cNk ϕk(x, t).

Коэффициенты cNk определяются как решение системы алгебраических уравне-

ний

(LuN , ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (8)

Из равенств (8) нетрудно получить соотношения
(
LuN , ξuNt + ηuN

)
=
(
f, ξuNt + ηuN

)
,

(
LuN , ξ�̃uNt + η�̃uN

)
=
(
f, ξ�̃uNt + η�̃uN

)
.

Отсюда с учетом гладкости функций ϕk(x, t) и лемм 1 и 2 вытекает, что для

приближенных решений uN справедливы априорные оценки (4), (5). Следова-

тельно, существуют подпоследовательность uNk(x, t) и функция u(x, t) ∈ W 2
2 (Q)

такие, что uNk → u слабо в W 2
2 (Q). При этом справедлива оценка

‖u‖2 ≤ C4(‖f‖ + ‖ft‖), C4 > 0.

Переходя к пределу при Nk → ∞ в равенстве (8), получаем

∫

Q

[
kutt −

n∑

i=1

uxixi + a(x, t)ut + c(x)u

]
ψkdQ =

∫

Q

f(x, t)ψkdQ, k = 1, 2, . . . .
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Тем самым в силу теоремы 1 уравнение Lu = f(x, t) выполняется для почти

всех (x, t) ∈ Q и краевые условия (2), (3) удовлетворяются в среднем. Теорема 2

доказана.

5. Оценка погрешности.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для погрешности

стационарного метода Галёркина справедлива оценка

‖u− uN‖1 ≤ C5(‖f‖ + ‖ft‖)λ−1/4
N+1 , C5 > 0,

где постоянная C5 не зависит от N .

Доказательство. В силу теоремы 2 краевая задача (1)–(3) имеет един-

ственное решение u ∈ W 2
2 (Q). Имеем разложение функции u(x, t) в ряд Фурье:

u =

∞∑

k=1

ckϕk, ck = (u, ϕk). (9)

При этом ряд (9) сходится в W 1
2 (Q) и L2(Q). Из уравнений (8) получаем равен-

ства

(Lu, ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (10)

С другой стороны, в силу равенства Парсеваля имеет место неравенство

∞∑

l=1

c2l λ
2
l = ‖�̃u‖2 ≤ C6(‖f‖2 + ‖ft‖2), C6 > 0. (11)

Пусть HN — линейное подпространство W̊ 1
2 (Q), натянутое на ϕ1, . . . , ϕN , и

PN — оператор проектирования на HN . Из равенств (8), (10) нетрудно получить

равенство

(L(u− uN), ξvt + ηv) = 0 ∀v ∈ HN .

Полагая в последнем равенстве v = ω− uN с произвольной функцией ω из HN ,

имеем

(L(u− uN ), ξ(ut − uNt )) + η(u− uN ) = (L(u− uN), ξ(ut − ωt)) + η(u − ω).

Отсюда в силу леммы 1 получаем оценку

‖u− uN‖2
1 ≤ C7(‖f‖ + ‖ft‖)‖u− ω‖1,1, C7 > 0. (12)

С другой стороны,

‖u− PNu‖2
1 ≤ C8

∞∑

k=N+1

λkc
2
k ≤ C8λ

−1
N+1

∞∑

k=N+1

c2kλ
2
k, C9 > 0. (13)

Из неравенства (12), полагая в нем ω = PNu и используя (11), (13), получаем

оценку погрешности стационарного метода Галёркина.
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THE STATIONARY GALËRKIN METHOD

FOR A BOUNDARY VALUE PROBLEM

FOR A MIXED SECOND–ORDER EQUATION

V. E. Fedorov and I. M. Tikhonova

Abstract: We prove the existence of the unique regular solution for the boundary value
problem for the mixed type second-order equation in the Sobolev space. The stationary
Galërkin method is applied, for which the error estimate is obtained using eigenvalues
of the spectral problem for the Laplace equation in the variables x ∈ Rn and t.
Keywords: mixed type equation, boundary value problem, a priori estimate, stationary
Galërkin method, error.
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ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ

В ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ЧАСТИ

ДЛЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИ НАГРУЖЕННОГО

ГИПЕРБОЛО–ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

К. У. Хубиев

Аннотация. Для модельного уравнения смешанного гиперболо-параболического
типа с характеристической нагрузкой доказана теорема существования и единствен-
ности решения нелокальной задачи с интегральным условием в гиперболической
части. Единственность решения доказывается методом Трикоми, существование —
методом интегральных уравнений.
Ключевые слова: нагруженное уравнение, уравнение смешанного типа, гипербо-
ло-параболическое уравнение, нелокальная задача, интегральное условие.

Введение

Рассмотрим характеристически нагруженное уравнение гиперболо-парабо-

лического типа
{
uxx − uy + λ(x, y)u(x, 0) = 0, y > 0,

uxx − uyy + µ1(x − y)u(x− y, 0) + µ2(x + y)u(x+ y, 0) = 0, y < 0,
(1)

в области �, ограниченной отрезками AA0, BB0, A0B0 прямых x = 0, x = 1,

y = h > 0 соответственно и характеристиками волнового уравнения AC : x+y =

0, BC : x− y = 1, где λ = λ(x, y), µi(t), i = 1, 2, — заданные функции. Через �+

и �− обозначим параболическую и гиперболическую части смешанной области

� соответственно, а через J — интервал 0 < x < 1 прямой y = 0.

В настоящее время задачи для уравнений в частных производных основных

и смешанных типов с нелокальными условиями, в том числе и интегральными,

активно изучаются. Различные краевые задачи для уравнений гиперболиче-

ского и параболического типов с интегральными условиями рассматривались в

работах многих авторов (см., например, работы [1–5] и библиографию в них).

В некоторых случаях для исследования разрешимости нелокальных краевых

задач весьма эффективен метод, основанный на сведении их к локальным за-

дачам для нагруженного уравнения [6–9].

В данной работе рассматривается задача с интегральным условием в гипер-

болической части для уравнения гиперболо-параболического типа с характери-

стической нагрузкой, в [10] была исследована задача с интегральным условием

в гиперболической части для уравнения (1) при µ1(t) ≡ µ2(t) = 0.

c© 2016 Хубиев К. У.
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1. Постановка задачи

Регулярным в области � решением уравнения (1) назовем функцию u(x, y)

из класса C(�) ∩C1(�) ∩C2(�−) ∩C2
x(�+), удовлетворяющую уравнению (1) в

�+∪�−, такую, что uy(x, 0) может обращаться в бесконечность порядка меньше

единицы на концах интервала J .

Функция ρ(x) удовлетворяет условию монотонности M [11, с. 42], если

для любых x и y из ]0,1[

ρ(x) ∈ C1]0, 1], ρ(x) ≥ 0,

1∫

0

ρ(x) dx <∞,

ρ(x) ≥ ρ(y), ρ′(x) < ρ′(y) ∀x < y.

Задача. Найти регулярное в области � решение u(x, y) уравнения (1), удо-

влетворяющее краевым условиям:

u(0, y) = ϕ0(y), u(1, y) = ϕ1(y), 0 ≤ y ≤ h, (2)

u(x/2,−x/2) +

1∫

0

K(x, ξ)u(ξ, 0) dξ = ψ(x), 0 ≤ x ≤ 1, (3)

где ϕ0(y), ϕ1(y), ψ(x), K(x, ξ) — заданные функции.

Для задачи (1)–(3) справедлива

Теорема. Пусть ϕ0(y), ϕ1(y) ∈ C[0, h], ψ(x) ∈ C1[0, 1] ∩ C2]0, 1[, λ(x, y) ∈
C(�

+
) удовлетворяет условию Гёльдера по x, µ1(x) ∈ C[0, 1], µ2(x) ∈ C[0, 1] ∩

C1]0, 1[ и выполняются условия

λ(x, 0) ≤ 0, µ1(x) ≥ 0, µ2(x) ≥ 0, µ′
2(x) ≥ 0,

функция K(x, ξ) представима в виде

K(x, ξ) = p(ξ) + sgn(x− ξ)ρ(|x − ξ|),

где ρ′(t) удовлетворяет условию M, p(t), ρ′′(t) ∈ L[0, 1]. Тогда задача (1)–(3)

имеет решение и притом единственное.

2. Функциональные соотношения

между u(x, 0) и uy(x, 0)

Пусть существует решение u(x, y) задачи (1)–(3). Положим τ(x) = u(x, 0),

x ∈ J , ν(x) = uy(x, 0), x ∈ J, тогда τ(x) ∈ C(J)∩C1(J), ν(x) ∈ C(J)∩L(J), а из

условий (2) получим

τ(0) = ϕ0(0), τ(1) = ϕ1(0). (4)

Переходя в уравнении (1) к пределу при y → +0, получим функциональное

соотношение, принесенное из параболической части �+ смешанной области �

на AB:

τ ′′(x) + λ(x, 0)τ(x) − ν(x) = 0. (5)
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Если µ1(x), µ2(x) ∈ C[0, 1], то, учитывая гладкость функций τ(x), ν(x), ре-

шение задачи Коши для уравнения (1) в �− можно представить в виде [12,

с. 59]

u(x, y) =
τ(x + y) + τ(x− y)

2
− 1

2

x−y∫

x+y

ν(ξ) dξ

+
1

2

0∫

y

x−y+η∫

x+y−η

[µ1(ξ − η)τ(ξ − η) + µ2(ξ + η)τ(ξ + η)] dξdη. (6)

Учитывая в (6) условие (3) задачи и дифференцируя, после несложных преоб-

разований получим функциональное соотношение, принесенное из гиперболи-

ческой части �− смешанной области �:

τ ′(x) +
x

2
µ1(x)τ(x) +

1

2

x∫

0

µ2(ξ)τ(ξ) dξ − ν(x) = 2ψ′
0(x). (7)

где

ψ0(x) = ψ(x) −
1∫

0

K(x, ξ)τ(ξ) dξ.

3. Единственность решения задачи

Пусть ϕ0(y) = ϕ1(y) = 0. Умножая тождество (5) на функцию τ(x) и

интегрируя от 0 до 1, с учетом того, что τ(0) = ϕ0(0) = 0, τ(1) = ϕ1(0) = 0,

получим

1∫

0

τ(ξ)[τ ′′(ξ) + λ(ξ, 0)τ(ξ) − ν(ξ)] dξ

= −
1∫

0

τ(ξ)ν(ξ) dξ +

1∫

0

([
1

2
τ2(ξ)

]′′
− [τ ′(ξ)]2 + λ(ξ, 0)τ2(ξ)

)
dξ

= −
1∫

0

τ(ξ)ν(ξ) dξ −
1∫

0

([τ ′(ξ)]2 − λ(ξ, 0)τ2(ξ)) dξ = 0,

откуда непосредственно следует

1∫

0

τ(ξ)ν(ξ) dξ = −
1∫

0

([τ ′(ξ)]2 − λ(ξ, 0)τ2(ξ)) dξ.

По условию теоремы λ(x, 0) ≤ 0, следовательно,

1∫

0

τ(ξ)ν(ξ) dξ ≤ 0. (8)



94 К. У. Хубиев

С другой стороны, выражая ν(x) из (7) при ψ(x) = 0, получим

1∫

0

τ(ξ)ν(ξ) dξ =

1∫

0

τ(ξ)


τ ′(ξ) +

ξ

2
µ1(ξ)τ(ξ) +

1

2

ξ∫

0

µ2(s)τ(s)ds − 2ψ′
0(ξ)


 dξ

=
1

2

1∫

0

[τ2(ξ)]′ dξ +
1

2

1∫

0

ξµ1(ξ)τ
2(ξ) dξ +

1

2

1∫

0

ξ∫

0

µ2(s)τ(s)τ(ξ) dsdξ

+ 2

1∫

0

τ(ξ)

1∫

0

Kξ(ξ, t)τ(t) dtdξ =
1

2

1∫

0

ξµ1(ξ)τ
2(ξ) dξ +

1

4
µ2(0)




1∫

0

τ(ξ) dξ




2

+
1

4

1∫

0

µ′
2(ξ)




1∫

ξ

τ(s) ds




2

dξ + 2

1∫

0

1∫

0

Kξ(ξ, t)τ(ξ)τ(t) dtdξ. (9)

Учитывая, что Kx(x, ξ) = ρ′(|x − ξ|), а функция ρ′(|x − ξ|) удовлетворяет

условию монотонности M и, следовательно [11, с. 43],

1∫

0

1∫

0

Kξ(ξ, t)τ(ξ)τ(t) dtdξ =

1∫

0

1∫

0

ρ′(|ξ − t|)τ(ξ)τ(t) dtdξ ≥ 0,

при выполнении условий теоремы µ1(x) ≥ 0, µ2(x) ≥ 0, µ′
2(x) ≥ 0 имеем

1∫

0

τ(ξ)ν(ξ) dξ ≥ 0.

Отсюда и из (8) получим, что

1∫

0

τ(ξ)ν(ξ) dξ = 0.

Поскольку левая часть (9) равна нулю, а слагаемые справа неотрицательны, то

1∫

0

1∫

0

ρ′(|ξ − t|)τ(ξ)τ(t) dtdξ = 0

и, следовательно, τ(x) = 0 [11, с. 43], из чего нетрудно заключить единствен-

ность решения задачи (1)–(3).

4. Существование решения задачи

Подставляя ν(x) из (7) в (5), получим уравнение вида

τ ′′(x) − τ ′(x) = g(x), (10)
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где

g(x) = −2ψ′
0(x) −

[
λ(x, 0) − x

2
µ1(x)

]
τ(x) +

1

2

x∫

0

µ2(ξ)τ(ξ) dξ.

Решение задачи Дирихле (4) для уравнения (10) имеет вид

τ(x) =

1∫

0

G(x, ξ)g(ξ) dξ +Gξ(x, 1)ϕ1(0) −Gξ(x, 0)ϕ0(0), (11)

где G(x, ξ) — функция Грина

G(x, ξ) =

{ (ex−e)(1−e−ξ)
e−1 , 0 ≤ ξ ≤ x,

(ex−1)(1−e1−ξ)
e−1 , x ≤ ξ ≤ 1,

Gξ(x, 0) =
ex − e

e− 1
, Gξ(x, 1) =

ex − 1

e− 1
.

Подставляя g(x) в (11), получим уравнение

τ(x) +

1∫

0

Q(x, ξ)τ(ξ) dξ = f(x), (12)

где

f(x) = Gξ(x, 1)ϕ1(0) −Gξ(x, 0)ϕ0(0) − 2

1∫

0

G(x, ξ)ψ′(ξ) dξ,

Q(x, ξ) =

[
λ(ξ, 0) − ξ

2
µ1(ξ)

]
G(x, ξ) − µ2(ξ)

2

1∫

ξ

G(x, t) dt − 2

1∫

0

G(x, t)Kt(t, ξ) dt

=

[
λ(ξ, 0) − ξ

2
µ1(ξ)

]
G(x, ξ) − µ2(ξ)

2

1∫

ξ

G(x, t) dt− 2

1∫

0

G(x, t)ρ′(|t− ξ|) dt.

Учитывая свойства функций λ(x, 0), µ1(x), µ2(x), ψ(x), ρ(x) и G(x, ξ), за-

ключаем, что уравнение (12) является интегральным уравнением Фредгольма

второго рода, безусловная разрешимость которого следует из единственности

решения задачи (1)–(3), причем его решение τ(x) принадлежит C[0, 1]∩C2]0, 1[.

Далее ν(x) находим из (7), откуда видно, что ν(x) ∈ C1]0, 1[.

После нахождения функции τ(x) регулярное решение задачи (1)–(3) в �−

находится по формуле (6), а в �+ — как решение первой краевой задачи для

неоднородного уравнения теплопроводности (см., например, [13, с. 267]) с пра-

вой частью f(x, y) = −λ(x, y)τ(x), причем f(x, y) принадлежит C(�
+
) и удо-

влетворяет условию Гёльдера по x, откуда следует, что решение u(x, y) задачи

(1)–(3) регулярно и в �+.

Теорема доказана.
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МЕТОД МНОЖИТЕЛЕЙ ЛАГРАНЖА

ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ОБ ОДНОСТОРОННЕМ

КОНТАКТЕ УПРУГИХ ТЕЛ

С ОГРАНИЧЕННОЙ ЗОНОЙ КОНТАКТА

А. В. Жильцов

Аннотация. Рассматривается задача об одностороннем контакте двух упругих
тел. Это статическая задача в перемещениях. Тела находятся под воздействи-
ем объемных и поверхностных сил, силы трения отсутствуют. Дано обоснование
использования метода модифицированных функционалов Лагранжа. Приведены
результаты численных расчетов.

Ключевые слова: контакт упругих тел, функционалы Лагранжа, метод конечных
элементов, методы двойственности.

Введение

Важным приложением теории вариационных неравенств является задача

об одностороннем контакте упругих тел. Один из простейших случаев этой

задачи — контакт двух тел при отсутствии сил трения с ограниченной зоной

контакта.

В статье рассматривается модель, в которой на границе контакта тел зада-

но условие взаимного непроникновения берегов. Использование функционалов

Лагранжа позволяет снять подобное ограничение. Однако в полукоэрцитивных

задачах использование классического функционала Лагранжа не гарантирует

сходимость известных методов поиска седловых точек. В данной работе ис-

следуется модифицированный функционал Лагранжа, позволяющий построить

алгоритм, сходящийся к седловой точке как по прямой, так и по двойственной

переменной.

1. Описание модели

Пусть �′, �′′ ⊂ R2 — два плоских упругих тела с липшицевыми граница-

ми ∂�′, ∂�′′ (в дальнейшем один и два штриха соответствуют телам �′ и �′′).

Границы тел разбиты на участки:

∂�′ = �u ∪ � ′
τ ∪ �K , ∂�′′ = �0 ∪ � ′′

τ ∪ �K ,

причем �u и �K имеют положительную меру.

c© 2016 Жильцов А. В.
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На тела действуют объемные силы F и поверхностные силы P , силы трения

отсутствуют. Обозначим через uM =
(
uM1 , u

M
2

)
вектор перемещений (M =′,′′).

Введем элементы тензора деформации

εij(u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

и тензора напряжений σij = cijkmεkm [1]. Для компонент тензора упруго-

сти cijkm выполняется свойство симметрии cijkm = cjikm = ckmij и существу-

ет константа c0 > 0 такая, что всюду в � = �′ ∪ �′′ справедлива оценка

cijkmεijεkm ≥ c0εijεij для любых εij .

Формулы (1)–(7) представляют краевую постановку задачи [2, 3]:

σij,j + Fi = 0, в �, (1)

σijnj = Pi на �τ = � ′
τ ∪ � ′′

τ , (2)

u′ = 0 на �u ⊂ ∂�′, (3)

u′′n = u′′i n
′′
i = 0 на �0 ⊂ ∂�′′, (4)

в зоне контакта �K выполняется условие взаимного непроникновения

u′n + u′′n ≤ 0, σ′
n = σ′′

n ≤ 0, (5)

(u′n + u′′n)σ′
n = 0, (6)

σ′
τ = σ′′

τ = 0. (7)

Для записи вариационной формы задачи определяются пространства функ-

ций перемещенийH k(�) = {v : v = (v′, v′′) ∈ [Hk(�′)]2 × [Hk(�′′)]2},

возможных перемещений

V = {v ∈H 1(�) : v′ = 0 на �u, v
′′
n = 0 на �0},

и допустимых перемещений

K = {v ∈ V : v′n + v′′n ≤ 0 на �K}.

На множестве K необходимо найти минимум функционала энергии:L (v) =
1

2
A(v, v) − FP (v) → min

v∈K
, (8)

где

A(u, v) =

∫

�

σij(u)εij(v) d�, FP (v) =

∫

�

Fivi d�+

∫

�τ

Pivi ds.

Решение задачи (8) называется слабым решением (1)–(7). Каждое класси-

ческое решение является слабым решением. А если слабое решение достаточно

гладкое, то оно и классическое [2].
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2. Рассматриваемый случай и существование решения

Если одно из тел зафиксировано (условие (3)), то пространство жестких

перемещений трехмерное:

R = {z ∈H 1(�) : z = (z′, z′′), z′ = 0, z′′1 = a′′1 − b′′x2, z
′′
2 = a′′2 + b′′x2}, (9)

где a′′1 , a
′′
2 , b

′′ ∈ R1. Оно является ядром билинейной формы A(·, ·).
В работе рассматривается случай, когда тела представляют собой прямо-

угольники со сторонами, параллельными координатным осям, �0 — часть гра-

ницы тела �′′, параллельная Ox2.

-

6

x1

x2

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

�′

�′′

�K

�0

�u

Рис. 1. Расположение тел и их границ.

Для верхнего тела на �0 вектор нормали n′′ = (1, 0), так что z′′n = 0 при

любых x1, x2 ∈ �0 только в случае, когда a′′1 = b′′ = 0. Таким образом,

R ∩ V = {z ∈H 1(�) : z = (z′, z′′), z′ = (0, 0), z′′ = (0, a)}.

На �K вектор нормали n′′
2 = (0,−1), так что для y ∈ K ∩R ⊂ V ∩R

y′n + y′′n = an′′
2 ≤ 0 на �K ⇐⇒ a > 0.

В таком случае при выполнении условия

V ′′
2 =

∫

�

F ′′
2 dx+

∫

� ′′
τ

P ′′
2 ds < 0 (10)

будет справедливо следующее:

∀y ∈ K ∩R FP (y) ≤ 0, ∀y ∈ (K ∩R) \ {0} FP (y) < 0.

Таким образом, согласно теореме 2.4 из [2, с. 127] функционал L (·) коэрци-

тивен на K и существует единственное слабое решение задачи. В дальнейшем

предполагаем, что условие разрешимости (10) выполняется и решение принад-

лежит пространству H 2(�).
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3. Модифицированная схема двойственности

Для решения задачи (8) мы применяем модифицированные функционалы

Лагранжа. Этот метод двойственности позволяет снять ограничение v′n+v′′n ≤ 0,

и вместо минимизации функционала L (·) на K в задаче (8) проводить мини-

мизацию на более широком пространстве V .

Обозначим Km = {v ∈ V : (v′n + v′′n) ≤ m на �K}. Если функция m ∈
L2(�K) ограничена снизу на �K , то соответствующее ей множествоKm непустое.

Множество Km может быть пустым, если m принадлежит L2(�K) \H 1/2(�K) и

не ограничена снизу на �K [4].

Определим вспомогательный функционал KL(·, ·, ·) соотношением

KL(v, l,m) =

{ L (v) +
∫
�K

lm ds, если Km 6= ∅,

+∞, если Km = ∅.

Тогда для l ∈ (L2(�K))+ классический функционал Лагранжа можно сформи-

ровать следующим образом:

L(v, l) = inf
m∈L2(�K)

KL(v, l,m) = L (v) +

∫

�K

l(v′n + v′′n) ds.

Теорема 1. Если решение u задачи (8) принадлежит H 2(�), то клас-

сический функционал Лагранжа L(·, ·) обладает седловой точкой (u,−σ′
n) на

V × (L2(�K))+, т. е.

L(u, l) ≤ L(u,−σ′
n) ≤ L(v,−σ′

n) ∀(v, l) ∈ V × (L2(�K))+.

Доказательство. Так как (u′n+u′′n) ≤ 0, σ′
n ≤ 0, (u′n+u′′n)σn = 0, получаем

левую часть неравенства седловой точки:

L(u, l) =
1

2
A(u, u) − FP (u) +

∫

�K

l(u′n + u′′n) ds ≤ 1

2
A(u, u) − FP (u)

=
1

2
A(u, u) − FP (u) +

∫

�K

(−σ′
n)(u′n + u′′n) ds = L(u,−σ′

n).

Чтобы показать выполнение правой части неравенства седловой точки, по-

кажем неотрицательность разности

L(v,−σ′
n) − L(u,−σ′

n) = L (v) −L (u) +

∫

�K

(−σ′
n)((v′n + v′′n) − (u′n + u′′n)) ds

=

∫

�

cijkmεij(u)εkm(v − u) d�−
∫

�

Fi(vi − ui) d�−
∫

�K

Pi(vi − ui) ds

−
∫

�K

σ′
n((v′n + v′′n) − (u′n + u′′n)) ds+

1

2

∫

�

cijkmεij(v − u)εkm(v − u) d�.
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Здесь первые четыре слагаемых в сумме дают нуль, а пятое слагаемое неотрица-

тельно. Таким образом, (u,−σ′
n) — седловая точка классического функционала

Лагранжа. �

Теперь определим функционал KM (·, ·, ·):

KM (v, l,m) =

{ L (v) +
∫
�K

lm ds+ r
2

∫
�K

m2 ds, если Km 6= ∅,

+∞, если Km = ∅,

и построим модифицированный функционал Лагранжа

M(v, l) = inf
m∈L2(�K)

K(v, l,m) = inf
m∈L2(�K):
(v′

n+v′′
n)≤m

{L (v) +

∫

�K

(
lm+

r

2
m2
)
ds

}

= L (v) +
1

2r
inf

m∈L2(�K):
(v′

n+v′′
n)≤m

∫

�K

((l + rm)2 − l2) ds

= L (v) +
1

2r

∫

�K

(((l + r(v′n + v′′n))+)2 − l2) ds,

где r = const > 0, (l + r(v′n + v′′n))+ = max{0, l+ r(v′n + v′′n)}.
Определение 1. Пара (v∗, l∗) ∈ V × L2(�K) называется седловой точкой

функционала M(·, ·), если выполняется двустороннее неравенство

M(v∗, l) ≤M(v∗, l∗) ≤M(v, l∗) ∀(v, l) ∈ V × L2(�K).

Введем функционалы

M(l) = inf
v∈V

M(v, l), M(v) = sup
l∈L2(�K)

M(v, l).

Если v ∈ K, то выполняется условие (v′n+v′′n) ≤ 0 на �K . ТогдаKM (v, l, 0) =L (v) для всех l ∈ L2(�K) и, следовательно, можно точно сказать, что

M(v, l) = inf
m∈L2(�K)

KM (v, l,m) ≤ L (v) ∀v ∈ K.

Тем самым

M(v) = sup
l∈L2(�K)

M(v, l) ≤ L (v) ∀v ∈ K. (11)

Если (v′n + v′′n) ≤ m, то

KM (v, 0,m) = L (v) +
r

2

∫

�K

m2 ds.

Поэтому для всех v ∈ V будет верно следующее:

M(v, 0) = inf
m∈L2(�K)

KM (v, 0,m) = inf
m∈L2(�K):
(v′

n+v′′
n)≤m

{L (v) +
r

2

∫

�K

m2 ds

}

= L (v) +
r

2
inf

m∈L2(�K):
(v′

n+v′′
n)≤m

∫

�K

m2 ds ≥ L (v),



104 А. В. Жильцов

так что

M(v) = sup
l∈L2(�K)

M(v, l) ≥M(v, 0) ≥ L (v) ∀v ∈ V. (12)

Из (11) и (12) следует, что

M(v) = L (v) ∀v ∈ K. (13)

Очевидно, что KM (v, l,m) ≥ KL(v, l,m), и тем самым

M(v, l) ≥ L(v, l) ∀l ∈ (L2(�K))+.

Тогда M(v) ≥ L(v), где L(v) = sup
l∈(L2(�K))+

L(v, l).

Если v /∈ K, то

L(v) = sup
l∈(L2(�K))+

L(v, l) = +∞. (14)

Из (13) и (14) следует, что

M(v) =

{ L (v), если v ∈ K,

+∞, если v /∈ K.
(15)

Поэтому, используя модифицированный функционал Лагранжа, можно исход-

ную задачу представить в виде

M(v) → min
v∈V

, (16)

а двойственную задачу — в виде

M(l) → max
l∈L2(�K)

. (17)

На L2(�K) определим функционал чувствительности

χ(m) =

{
inf

v∈Km

L (v), если Km 6= ∅,

+∞, если Km = ∅.

Этот функционал является выпуклым на domχ. По определению χ(0) =

inf
v∈K

L (v).

Теорема 2. Функционал чувствительности χ(·) является слабо полунепре-

рывным снизу функционалом на L2(�K).

Доказательство. По аналогии с [4, 5]. �

Функционал для M(·) имеет два представления [7]

M(l) = inf
v∈V

{L (v) +
1

2r

∫

�K

(((l + r(v′n + v′′n))+)2 − l2) ds

}
, (18)

M(l) = inf
m∈L2(�K)

{
χ(m) +

∫

�K

lm ds+
r

2

∫

�K

m2 ds

}
. (19)

Первое используется непосредственно в алгоритме поиска седловой точки, а

второе необходимо для доказательства представленных далее теорем.
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Теорема 3. Точка (v∗, l∗) тогда и только тогда является седловой точкой

модифицированного функционала Лагранжа M(·, ·), когда v∗ — решение исход-

ной задачи (8) и для всех m ∈ L2(�K) выполняется неравенство

χ(m) +

∫

�K

l∗mds+
r

2

∫

�K

m2 ds ≥ χ(0).

Доказательство. Предположим, что (v∗, l∗) — седловая точка M(·, ·).
Это значит, что выполняется двустороннее неравенство

M(v∗, l) ≤M(v∗, l∗) ≤M(v, l∗) ∀(v, l) ∈ V × L2(�K).

Тогда

sup
l∈L2(�K)

M(v∗, l) = M(v∗, l∗) = inf
v∈V

M(v, l∗),

M(v∗) = M(l∗). (20)

Кроме того, из определения M(·) и M(·) ясно, что

inf
v∈V

M(v) ≥ sup
l∈L2(�K)

M(l). (21)

Из (20) и (21) следует, что v∗ — решение (16), а l∗ — решение (17). Из (15)

теперь следует, что v∗ — решение задачи (8). Можно записать такую цепочку

равенств:

M(l∗) = M(v∗) = χ(0),

которая означает, что

M(l∗) = inf
m∈L2(�K)

{
χ(m) +

∫

�K

l∗mds+
r

2

∫

�K

m2 ds

}
= χ(0),

χ(m) +

∫

�K

l∗mds+
r

2

∫

�K

m2 ds ≥ χ(0) ∀m ∈ L2(�K).

Теперь предположим, что v∗ = u есть решение задачи (8) и выполняется

неравенство

χ(m) +

∫

�K

l∗mds+
r

2

∫

�K

m2 ds ≥ χ(0) ∀m ∈ L2(�K). (22)

Согласно (19)

M(l) = inf
m∈L2(�K)

{
χ(m) +

∫

�K

lm ds+
r

2

∫

�K

m2 ds

}
.

Вместе с (22) это дает

M(l∗) ≥ χ(0) = M(u).
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Так как M(v) ≥M(l) ∀v ∈ V , ∀l ∈ L2(�K), получаем M(l∗) = M(u), или

inf
v∈V

M(v, l∗) = sup
l∈L2(�K)

M(u, l).

Очевидно, что для M(u, l∗) выполняется двойное неравенство

inf
v∈V

M(v, l∗) ≤M(u, l∗) ≤ sup
l∈L2(�K)

M(u, l),

тем самым (по предположению v∗ = u)

inf
v∈V

M(v, l∗) = M(u, l∗) = sup
l∈L2(�K)

M(v∗, l),

Это приводит нас к неравенству седловой точки

M(v∗, l) ≤M(u, l∗) ≤M(v, l∗) ∀(v, l) ∈ V × L2(�K). �

Теорема 4. Пусть u ∈ H 2(�). Тогда (u,−σ′
n) — седловая точка модифи-

цированного функционала Лагранжа M(·, ·).
Доказательство. По теореме 1

L(u, l) ≤ L(u,−σ′
n) ≤ L(v,−σ′

n) ∀(v, l) ∈ V × (L2(�K))+.

Это означает, что

sup
l∈(L2(�K))+

L(u, l) = L(u,−σ′
n) = inf

v∈V
L(v,−σ′

n) ∀(v, l) ∈ V × (L2(�K))+.

L(u) = L(u,−σ′
n) = L(−σ′

n).

Имеем

L(u) = sup
l∈(L2(�K))+

{L (u) +

∫

�K

l(u′n + u′′n) ds

}
= L (u) = χ(0),

L(u,−σ′
n) = inf

v∈V
L(v,−σ′

n) = inf
v∈V

inf
m∈L2(�K)

KL(v,−σ′
n,m)

= inf
m

inf
v
KL(v,−σ′

n,m) = inf
m

inf
v∈V :

(v′
n+v′′

n)≤m

{L (v) +

∫

�K

(−σ′
n)mds

}

= inf
m

{
χ(m) +

∫

�K

(−σ′
n)mds

}
.

Из написанного следует, что

χ(0) = inf
m

{
χ(m) +

∫

�K

(−σ′
n)mds

}
,

или

χ(m) +

∫

�K

(−σ′
n)mds ≥ χ(0) ∀m ∈ L2(�K).
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На основании того, что

χ(m) +

∫

�K

(−σ′
n)mds+

r

2

∫

�K

m2 ≥ χ(m) +

∫

�K

(−σ′
n)mds ≥ χ(0),

и теоремы 3 делаем вывод, что (u,−σ′
n) — седловая точка модифицированного

функционала Лагранжа M(·, ·). �

Рассмотрим функционал, построенный при фиксированном l ∈ L2(�K)

Fl(m) = χ(m) +

∫

�K

lm ds+
r

2

∫

�K

m2 ds, r > 0 — const .

Благодаря третьему слагаемому этот функционал сильно выпуклый, а с учетом

теоремы 2 он еще и слабо полунепрерывный в L2(�K).

Так как χ(·) слабо полунепрерывный снизу в L2(�K), его надграфик epiχ

есть выпуклое замкнутое множество в L2(�K) × R, R = (−∞,+∞). По теореме

отделимости существуют такие α ∈ L2(γ) и a ∈ R, что

∫

�K

αmds+ χ(m) + a ≥ 0 ∀m ∈ domχ.

Следовательно, для функционала Fl(·) справедлива оценка

Fl(m) ≥ −
∫

�K

αmds+

∫

�K

lm ds+
r

2

∫

�K

m2 ds− a ∀m ∈ L2(�K).

Поэтому Fl(m) −→ +∞ при ‖m‖0,�K −→ ∞, т. е. Fl(·) коэрцитивен в L2(�K).

Из слабой полунепрерывности снизу и коэрцитивности Fl(·) следует суще-

ствование элемента m(l) = argmin
m∈L2(�K)

Fl(m). Сильная выпуклость Fl(·) на domχ

обеспечивает единственность элемента m(l) для любого l ∈ L2(�K).

Теорема 5. Двойственный функционал M(·) непрерывен в L2(�K).

Доказательство. Для любого m ∈ domχ сильная выпуклость Fl(·) дает

χ(m(l)) +

∫

�K

lm(l) ds+
r

2

∫

�K

m2(l) ds+
r

2
‖m−m(l)‖2

0,�K

≤ χ(m) +

∫

�K

lm ds+
r

2

∫

�K

m2 ds.

Возьмем два произвольных элемента l1, l2 ∈ L2(�K), и пусть m1 = m(l1),
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m2 = m(l2). Из последнего неравенства следует, что

χ(m1) +

∫

�K

l1m1 ds+
r

2

∫

�K

m2
1 ds+

r

2
‖m2 −m1‖2

0,�K

≤ χ(m2) +

∫

�K

l1m2 ds+
r

2

∫

�K

m2
2 ds,

χ(m2) +

∫

�K

l2m2 ds+
r

2

∫

�K

m2
2 ds+

r

2
‖m1 −m2‖2

0,�K

≤ χ(m1) +

∫

�K

l2m1 ds+
r

2

∫

�K

m2
1 ds.

(23)

Складывая неравенства (23), получаем неравенство

r‖m1 −m2‖2
0,�K ≤

∫

�K

(l1 − l2)(m2 −m1) ds,

которое дает оценку

‖m1 −m2‖0,�K ≤ 1

r
‖l1 − l2‖0,�K . (24)

Из неравенств (23) также получается соотношение
∫

�K

l2(m2 −m1) ds+
r

2

∫

�K

(
m2

2 −m2
1

)
ds ≤ χ(m1) − χ(m2)

≤
∫

�K

l1(m2 −m1) ds+
r

2

∫

�K

(
m2

2 −m2
1

)
ds.

Перейдем в этом соотношении к пределу при l2 −→ l1 в L2(�K). С учетом (24)

получаем

lim
l2→l1

χ(m2) = χ(m1).

Отсюда делаем вывод о том, что функционал M(·) непрерывен в L2(�K). �

Теорема 6. Двойственный функционал M(·) дифференцируем по Гато в

L2(�K) и его производная ∇M(·) удовлетворяет условию Липшица с константой

1/r, т. е.

‖∇M(l1) −∇M(l2)‖0,�K ≤ 1

r
‖l1 − l2‖0,�K ∀l1, l2 ∈ L2(�K).

Доказательство. Из непрерывности вогнутого функционалаM(·) следу-

ет его субдифференцируемость. Пусть t ∈ ∂M(l) — некоторый субдифференци-

ал для l ∈ L2(�K). Тогда для любого ξ ∈ L2(�K) справедливо соотношение

M(ξ) ≤M(l) + (t, ξ − l)0,�K ,
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из которого получаем неравенство

χ(m(ξ)) +

∫

�K

ξm(ξ) ds+
r

2

∫

�K

m2(ξ) ds

≤ χ(m(l)) +

∫

�K

lm(l) ds+
r

2

∫

�K

m2(l) ds+ (t, ξ − l)0,�K

≤ χ(m(ξ)) +

∫

�K

lm(ξ) ds+
r

2

∫

�K

m2(ξ) ds+ (t, ξ − l)0,�K .

Из этих неравенств следует, что

∫

�K

m(ξ)(ξ − l) ds ≤ (t, ξ − l)0,�K ∀ξ ∈ L2(�K).

Для произвольных h ∈ L2(�K) и β > 0 положим ξ = l+βh. Тогда последнее

неравенство запишется в виде

∫

�K

m(l + βh)h ds ≤ (t, h)0,�K ∀h ∈ L2(�K).

Устремляя β к нулю и учитывая (24), получаем

∫

�K

m(l)h ds ≤ (t, h)0,�K ∀h ∈ L2(�K),

следовательно, ∫

�K

m(l)h ds = (t, h)0,�K ∀h ∈ L2(�K).

В силу единственности элементаm(l) для любого l ∈ L2(�K) из полученного

равенства следует, что функционал M(·) дифференцируем по Гато в L2(�K),

причем ∇M(l) = t = m(l). Неравенство (24) дает константу Липшица, завершая

доказательство теоремы. �

Вычисление M(l) само по себе требует решения экстремальной задачи. Но

поскольку градиент функционала M(·) липшиц-непрерывен, для решения двой-

ственной задачи (17) можно использовать градиентный метод

lk+1 = lk + θk∇M(lk), k = 0, 1, 2, . . . , (25)

с любым начальным l0 ∈ L2(�K), шагом θk ∈ [β, 2r − β] при β ∈ (0, r] и гради-

ентом

∇M(lk) = argmin
m∈L2(�K)

{
χ(m) +

∫

�K

lkmds+
r

2

∫

�K

m2 ds

}
.
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Теорема 7. Для алгоритма (25) выполняется предельное равенство

lim
k→∞

‖∇M(lk)‖L2(�K) = 0.

Доказательство аналогично [8, c. 31]. �

Алгоритм (25) можно переписать следующим образом [5, 7]:

(i) uk+1 = arg min
v∈V

{L (v) +
1

2r

∫

�K

(((lk + r(v′n + v′′n))+)2 − (lk)2) ds

}

(ii) lk+1 = lk + rmax

{
(u′n + u′′n)k+1,− l

k

r

}
.

(26)

Алгоритм (26) сходится по функционалу, т. е.

lim
k→∞

L (uk) = min
v∈K

L (v).

С одной стороны, слабая полунепрерывность χ(·) обеспечивает выполнение

неравенства

lim
k→∞

{
χ(m(lk))+

∫

�K

lkm(lk) ds+
r

2

∫

�K

m2(lk) ds

}
= lim

k→∞

χ(m(lk)) ≥ χ(0) = L (u∗).

С другой стороны,

M(lk) = χ(m(lk)) +

∫

�K

lkm(lk)ds+
r

2

∫

�K

m2(lk) ds

= inf
m∈L2(�K)

{
χ(m) +

∫

�K

lkmds+
r

2

∫

�K

m2 ds

}
≤ χ(0), k = 0, 1, 2, . . . .

Отсюда получается неравенство

lim
k→∞

{
χ(m(lk)) +

∫

�K

lkm(lk) ds+
r

2

∫

�K

m2(lk) ds

}
≤ χ(0).

Следовательно, существует предел

lim
k→∞

{
χ(m(lk)) +

∫

�K

lkm(lk) ds+
r

2

∫

�K

m2(lk) ds

}
= χ(0) = L (u∗).

Из теоремы 7 теперь следует, что

lim
k→∞

L (uk) = lim
k→∞

χ(m(lk)) = χ(0) = L (u∗).

В предположении, что решение u∗ задачи (8) обладает H2(�)-гладкостью,

можно доказать [4], что метод (26) сходится к единственной седловой точке

(u∗,−σn) функционала Лагранжа.
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4. Численный эксперимент

В проведенных расчетах � является единичным квадратом, состоящим из

двух одинаковых прямоугольников (рис. 2). Правая стенка �′′ может переме-

щаться только в вертикальном направлении (�0 = {(x, y) : x = 1, 0.5 ≤ y ≤ 1}).
На левую треть верхней стороны тела �′′ воздействует сила P ′′

2 = −60. Объем-

ные силы отсутствуют. Модуль упругости E = 73 · 103, коэффициент Пуассона

µ = 0, 34.

-

6

x1

x2 ???

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

�′

�′′

P ′′
2

�K

�0

� ′
u

Рис. 2. Распределение поверхностной силы P ′′

2
.

В таком случае условие разрешимости (10) выполняется.

Алгоритм поиска седловой точки (26) реализуется в виде двух циклов. Во

внутреннем осуществляется шаг (i), на котором ищется минимум функциона-

ла Лагранжа на всем множестве V при фиксированном lk. В данной работе

для этого используется метод покоординатного спуска. Во внешнем цикле осу-

ществляется шаг (ii), где происходит уточнение двойственной переменной.
1 repeat

2 repeat

3 uk+1 = argmin
v∈V

{L (v) + 1
2r

∫
�K

(
((lk + r(v′n + v′′n))+)2 − (lk)2

)
ds
}
;

4 until max
i

|uk+1
i − uki | ≤ 10−6 · ε · h;

5 lk+1 = lk + rmax
{
(u′n + u′′n)k+1,− lk

r

}
;

6 until max
i

|lk+1
i − lki | ≤ ε;

Для моделирования используется метод конечных элементов. Для конеч-

номерного случая можно доказать теоремы, аналогичные приведенным выше

[9]. В этом алгоритме ui и li — вектор перемещения и двойственная переменная

в i-м узле триангуляции.

При ε = 10−5 и шаге триангуляции h = 1/50 была проведена серия расчетов

для разных значений параметра метода r. Результаты представлены в табл. 1.

Как видно, при больших значениях r метод позволяет уменьшить число итера-

ций по двойственной переменной.
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Таблица 1. Зависимость числа итераций от параметра r

Параметр r Внутренние итерации Внешние итерации Время (сек.)

108 66534 4 104

109 56891 3 93

1010 52201 3 81

1011 48466 3 75

1012 48042 3 74

Рис. 3. Вид зоны контакта �K в месте расхождения тел (при h = 1

200
).

На небольшом участке [0.715, 0.990] ⊂ �K тела разошлись. Вид зоны кон-

такта в месте расхождения показан на рис. 3, сделанном для шага триангуля-

ции h = 1
200 .

Для решения задачи о контакте двух упругих тел можно использовать ме-

тод Зейделя с проектированием. При таких же параметрах (критерии останов-

ки счета, шаге триангуляции h, точности ε) этот метод решает задачу за 48000

итераций (76 секунд).

Заключение

Известные итерационные методы поиска седловой точки, основанные на

классическом функционале Лагранжа, не гарантируют сходимость, если ядро

билинейной формы функционала энергии не является тривиальным. В статье

дано обоснование использования метода Удзавы с модифицированным функци-
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оналом Лагранжа для решения задачи о контакте двух тел и доказана сходи-

мость по прямой и по двойственной переменной.

Численные расчеты показали, что рассмотренный метод дает решение за

то же время, что и метод точечной релаксации с проектированием. Преимуще-

ством метода Удзавы является то, что одновременно находится и значение двой-

ственной переменной, что можно использовать в аналогичных задачах, учиты-

вающих трение.
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MODIFIED DUALITY SCHEME FOR NUMERICAL

SIMULATION OF THE CONTACT

BETWEEN ELASTIC BODIES

A. V. Zhiltsov

Abstract. We consider the problem of unilateral contact of two elastic bodies, a static
problem in displacements. Bodies are influenced by volume and surface forces, while
frictional forces are absent. Justification of use of the modified Lagrangian functionals
method is given. We provide the results of numerical calculations.
Keywords: Lagrangian functional, finite element method, duality scheme, elastic con-
tact.
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