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���� ������
�������� ��������� �
�	���

��� ���������� ��	����

∂u

∂t
�
∂�u

∂x�
� f�x, t�, �x, t� ∈ Q�

T ,

∂u

∂x
� −∂

�u

∂t�
� g�x, t�, �x, t� ∈ Q−

T ,

u�x, �� � ϕ�x�, − � x �  ,

u� , t� � μ��t�, � � t �  ,

u�x,  � � μ��x�, − � x � �,

∂u

∂x
��−, t� � ∂u

∂x
���, t�, � < t �  .

� �

!	��


Q�
T � {�x, t� | � < x <  , � < t �  },

Q−
T � {�x, t� | − � x < �, � < t <  }.

Ǳ���
 γ # 
���� x � �$ ���	�
����� ��
���� Q−
T � Q�

T % &�	��

�����
 ������'���� � Q−
T ∪Q�

T ∪ γ ��(����%

)����'� ��	��� �����*���� 	
� ��	�

�'+ 
���,�'+ ��������,

������
�������� ���� �����������
��
 � ������+-% .% &����	�$ Ǳ% /���

����$ )% 0% Ǳ�����$ /% 1�
����$ 2% 3���'$ .% 3% 1��������$ 3% -% 4��

+�(���$ 5% 6% 6������$ 3% 3% )���7���$ 4% 8% )��
���$ .% /% Ǳ������
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� 	����+ ������� ����
�����7�� ������� � ������ :;<�% 3��
������

=��� ������� ��*�� �������
 �����(�����
 � �	�����������
 �������


����, ��	��� ��� � ������������+ .���
���$ ��� � � ������������+

/>�

	���%

?��
���'� ���
���@�� 	
� ��	�� �����*���� �����������
��
 �

������+ :A$ B$ C<% 8 	����, ������ � ��
���� �� =��+ ����� ������������

���� �
������ ���
������ ��(���� 	
� �
���� ��������

�'+ �������%

8 �	��, ����� ��
���� ��������������� ��������� ���
������	�����$ �

	����, ����� ���*� ��������� ���
������	�����$ �	���� ��

 �������

�	��
 ������ ���������������� ����������%

�� ���������� ����
�

0
� ���
����, ���
���@�� ��	��� � � ����

���� ��������', ���

��	% 8��
��� ����������� �� x, t �����% Ǳ���
 h, τ # (��� �����

�������������� �� x � t$ x � ih$ Nh �  $ t � kτ $ Mτ �  $ i � �, N $

k � �,M %

!������ ��	��� � � ���������, ��	���,�

y�t � y
�σ��
�xx � fh, �ih, kτ� ∈ Q�

T ,

y�x � −y�σ−�
�tt � gh, �ih, kτ� ∈ Q−

T ,

y�i � ϕ�ih�, − � ih �  ,

yk
N � μ��kτ�, � � kτ �  ,

yM
i � μ��ih�, − � ih � �,

yk
� − yk

−� � yk
� − yk

� , � < kτ �  .

�A�

!	��


y � yi � yk
i � y�ih, kτ�, Dy � y�ih, �k −  �τ�,

y�t �
y − Dy

τ
, y�x �

yh
i − yk

i−�

h
,

yx �
yk

i�� − yk
i

h
, y�xx �

yk
i−� − Ayk

i � yk
i��

h�
,(

yk
i

)�σ��
� σ�yk

i � � − σ��yk−�
i ,(

yk
i

)�σ−�
� σ−yk

i � � − σ−�yk
i−�, � � σ�, σ− �  .
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�� ������������ ��������

0
� ���
����, ���
���@�� ��	��� �A� �������� �
�	����, ����

��@����', �
������% !�	�	�� �� 
���� x � � �����@������ ��
����

ys��, kτ� � ξs
��kτ�, � � kτ �  .

1��	� ��	��� �A� �����	����� �� ��� ��	����

ys��
�x � −(

y
�σ−�
�tt

)s��
� gh, �ih, kτ� ∈ Q−

T ,

y�,s��
i � ϕ�ih�, − � ih � �,

yM,s��
i � μ��ih�, − � −ih � �,

yk,s��
−� � ξk,s��

−� �kτ�, � � kτ �  E

�F�

yk,s��
�t �

(
y
�σ��
�xx

)s��
� fh, �ih, kτ� ∈ Q�

T ,

yk,s��
N � μ��kτ�, � � kτ �  ,

yk,s��
−� � ξk,s��

−� �kτ�, � � kτ �  ,

y�,s��
i � ϕ�ih�, � � ih �  ,

yk,s��
� − yk,s��

−� � yk,s��
� − yk,s��

� , � � kτ �  E

�9�

yk,s��
−� − yk,s

�

h
�

(
y
�σ−�
�tt

)s��
�−h, kτ� � �gh�−�, � � kτ �  ,

ys,k
� � ξs

��kτ�, � � kτ �  ,

y�,s��
−� � ϕ�−h�, yM,s��

−� � μ��−h�.

�B�

!	��
 ξs��
−� �kτ� �'���
����� ��� ��(���� ��	��� �B�% 0���*�� �+��

	�����
 ��(���� �����@����'+ ��	�� �F�G�B� � ��(���� ���������,

��	��� �A�%

2	����	��� ��	��� �A� ����� ��

�� ��
���� ��(����$ ��=���� ���

(���� ���������, ��	��� �A� ���������� � �	���������% ����������

���������� zk,s
i � yk

i −yk,s
i % 2����	��$ =�� ���������� ��	�� ��(�����

�
�	����+ ��	���

zs��
�x � −(

z
�σ−�
�tt

)s��
, �ih, kτ� ∈ Q−

T , �;�

z�,s��
i � �, − � ih � �, �C�



; 
��
�
� �� ��

zM,s��
i � �, − � −ih � �, �H�

zk,s��
−� � Iξs��

� �kτ�, � � kτ �  E �J�

zk,s��
�t �

(
z
�σ��
�xx

)s��
, �ih, kτ� ∈ Q�

T , � ��

zk,s��
N � �, � � kτ �  , �  �

zk,s��
−� � Iξs��

−� �kτ�, � � kτ �  , � A�

z�,s��
i � �, � � iτ �  , � F�

zk,s��
� − zk,s��

−� � zk,s��
� − zk,s��

� , � < kτ <  E � 9�

zk,s��
−� − zk,s

�

h
� �z�tt�

s���−h, kτ�, � � kτ �  , � B�

zk,s��
� � Iξs

��kτ�, � � kτ �  , � ;�

z�,s��
−� � �, zM,s��

−� � �. � C�

0���*�� ������ �+�	�����
 �����@�, ��� x � � � ��� x � −h%
0
� =���� ���
������ ������� :A$ B< �����

������ ����@���� ������

����%

���������� ��	��� � B�G� C�% Ǳ� ����@��� ���������

KLM
��kτ��

‖z�− , kτ�s��‖C��,�� � KLM
��kτ��

‖z��, kτ�s‖C��,��. � H�

Ǳ���
 Ns � KLM
i,k

∣∣zk,s
i

∣∣ � ��
���� Q�
T � �� 
����+ x � � � x � −h%

���������� ��	���

Izk,s
�t �

(
Iz
�σ��
�xx

)s
, �ih, kτ� ∈ Q�

T , Izk,s
N � �, � � kτ �  ,

Izk,s
−� � Ns, � � kτ �  ,

Izk,s
� − Izk,s

−� � Izk,s
� − Izk,s

� , � < kτ <  ,

Iz�,s
i � � − �i�  �h�Ns, −h � ih �  − h.

� J�

��(���� ��	��� � J� ��*������� ��(���� ��	��� � ��G� 9�$ � 	
� ���

����� �@����

KLM
��kτ��

‖z��, kτ�s‖C��,�� � KLM
��kτ��

‖Iz��, kτ�s‖C��,��. �A��
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� !���"� C

!�	��� � J� ����� ������ ��(���� Izk,s
i � � − �i �  �h�Ns. 5���

���

=�� ��(����$ �����

KLM
��kτ��

‖Iz��, kτ�s‖C��,�� � � − h�Ns � � − h� KLM
��kτ��

‖Iz�−h, kτ�s‖C��,��

� � − h� KLM
��kτ��

‖z�−h, kτ�s‖C��,��. �A �

Ǳ�	����
�� �A � � �A�� � ��O�	���� � ������������ � H�$ �����

KLM
��kτ��

‖z�−h, kτ�s��‖C��,�� � � − h� KLM
��kτ��

‖z�−h, kτ�s‖C��,��.

2���	�

KLM
��kτ��

‖z�−h, kτ�s��‖C��,�� � � − h�s‖z�−h, kτ��‖C��,��.

P�� ��������$ ��� z�−h, kτ�s → � ��� s → ∞% 8���������
 � �A �$

��
���� z��, kτ�s → � ��� s→ ∞%

0���*�� �����
 �+�	�����
 �����@�, �� ���, ��
���� Q�
T % 0
�

=���� ���	�� ���
������ ������ : < �
�	����� ������������

�u, v� �

N−�∑
i��

uivih, �u, v< �

N∑
i��

uivih,

:u, v� �

N−�∑
i��

uivih, :u, v< �

N∑
i��

uivih.

Q���*�� ��������� � �� �� Ahτ
(
zk,s��

i

)�σ��
� ������������ �� i ��  

	� N −  �

�zs��, zs��� � Aτ�σ� − �.B�
(
zs��
�t , zs��

�t

)
� Aτ

((
zs��
�xx

)�σ��
, �zs����σ

��
]
� �Dzs��, Dzs���.

Q�������� � 9� ������(�� � ��	�

� � Aτ
(
zk,s��
�

)�σ��((
zk,s��
� − zk,s��

�

)− (
zk,s��
� − zk,s��

−�

))�σ��
/h.

.
�*�� 	�� ���
�	��+ ��������� � �������� 7����
� /�����

�zs��, zs��� � Aτ�σ� − �.B�
(
zs��
�t , zs��

�t

)
� Aτ

((
zs��
�x

)�σ��
,
(
zs��
�x

)�σ��]
� �Dzs��, Dzs���− Aτ

(
zs��
−�

)�σ��(
zs��
�x,�

)
�σ��.



H 
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�
� �� ��

5���

���� ����������� )�(� � ������������ �� k ��  	� M �

�zM,s��, zM,s��� � Aτ�σ� − �.B�

M∑
k��

(
zk,s��
�t , zk,s��

�t

)
� Aτ

M∑
k��

((
zk,s��
�x

)�σ�)
,
(
zk,s��
�x

)�σ��
� �

� −Aτ
M∑

k��

(
zk,s��
−�

)�σ��(
zk,s��
�x,�

)�σ��
. �AA�

Ǳ�����(�� ��������� � B� � ��	�(
zk,s��
−� − zk,s

�

h

)�σ��

� ��z�tt�
s���−h, kτ���σ��, � � kτ �  .

Q���*�� =�� ��������� �� Aτ
(
zk,s��

i,−�

)�σ��
$ ������������ �� k ��  	�

M �$ ����

��� 7����
� /����$ ��
����

−Aτ

M∑
k��

(
zs��
−�

)�σ�� (zk,s��
� − zk,s

−�

h

)�σ��

� Aτ

M∑
k��

(
zk,s��
�t

)�
−�

� �. �AF�

Ǳ�	������ �AF� � ����������� �AA��

�zM,s��, zM,s��� � Aτ�σ� − �.B�
M∑

k��

(
zk,s��
�t , zk,s��

�t

)
� Aτ

M∑
k��

((
zk,s��
�x

)�σ��
,
(
zk,s��
�x

)�σ��)
� Aτ

M∑
k��

(
zk,s��
�t

)�
−�

� Aτ

M∑
k��

(
zs��
−�

)�σ��((
zk,s��
� − zk,s

−�

h

)�σ��

− (
zk,s��
�x,�

)�σ��)
. �A9�

Ǳ����� ����
 ����������� �A9� ��������� � ��
� ��� s → ∞% P��

��������$ ��� ��(���� ��	�� �9�$ �B� ��� s → ∞ ��������� � Q�
T � ���

(���� ��	��� �A�% ��������'� �������	�'� �y�x�
k,s
i � �y�t�

k,s
i ��� s→ ∞

��������� � Q�
T � ��������������� ��������'� �������	�'� ��	���

�A�%
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8 ��
���� Q−
T ���	�� �
�	����� ������������

�u, v� �

M−�∑
k��

uk
i v

k
i τ, �u, v< �

M∑
k��

uk
i v

k
i τ,

:u, v� �

M−�∑
k��

uk
i v

k
i τ, :u, v< �

M∑
k��

uk
i v

k
i τ.

Q���*�� ��������� �;� �� Ahτzk,s��
i % Ǳ����������� �� k ��  	�M− %

5���

��� 7����
� /���� � �������� �� i$ ��
����(
zk,s��

m , zk,s��
m

)
� h

k∑
i�−�

((
zs��
�x , zs��

�x

)
� A

(
zs��
�t , zs��

�t

])
<�

(
zs
�, z

s
�

)
. �AB�

P�� ��������$ ��� ��(���� ��	��� �F� yk,s
i ��� s → ∞ ��������� �

Q−
T � ��(���� ��	��� �A�% ��������'� �������	�'� �y�x�

k,s
i � �y�t�

k,s
i

��	��� �C� ��� s→ ∞ ��������� � Q−
T � ��������������� ��������'�

�������	�'� ��	��� �A�%

�� ���������� 
��������� ���������

���������� �������
 ��*	� ��(������ 	�77����@��

��, ��	��

�� � � � ���������, ��	��� �A�� wk
i � u�ih, kτ� − yk

i % P�� �������
$ �

���� �����	
$ ��
����� ��(����� ��	���

w�t � w
�σ��
�xx � fh, �ih, kτ� ∈ Q�

T ,

w�x � −w�σ−�
�xx � gh, �ih, kτ� ∈ Q−

T ,

w�
i � �, − � ih �  , wk

N � �, � � kτ �  ,

wM
i � �, − � ih � �, wk

� − wk
−� � wk

� − wk
� , � < kτ <  .

�A;�

�����
�� ��	��� �A;� �� 	�� ��	����

w �t � w 
�σ��
�xx � fh, �ih, kτ� ∈ Q�

T ,

w �x � −w �σ−�
�xx � gh, �ih, kτ� ∈ Q−

T ,

w �i � �, − � ih �  ,

w k
N � �, � � kτ �  ,

w M
i � �, − � ih � �,

w k
� − w k

−� � w k
� − w k

� , � < kτ <  E

�AC�



 � 
��
�
� �� ��

wA�t � wA
�σ��
�xx , �ih, kτ� ∈ Q�

T , �AH�

wA�x � −wA�σ−�
�xx , �ih, kτ� ∈ Q−

T , �AJ�

wA�i � �, − � ih �  , �F��

wAk
N � �, � � kτ �  , �F �

wAM
i � �, − � ih � �, �FA�

wAk
� − wAk

−� � wAk
� − wAk

� , � < kτ <  . �FF�

R���@�� w ����� ��
���, �
�	 �� 
���� γ%

Q���*�� ��������� �AH� � �FF� �� Aτh�wAk
i �

�σ��% .
�*�� =�� �����

����� � ������������� �� i ��  	� N− � �� k ��  	�M $ ���
������

�AA� ��
����

�wAM , wAM � � Aτ�σ� − �.B�

M∑
k��

(
wAk

�t , wA
k
�t

)
� Aτ

M∑
k��

((
wAk

�x

)�σ��
,
(
wAk

�x

)�σ��) � −Aτ

M∑
k��

(
wAk

−�

)�σ��(
wAk

�x,�

)�σ��
. �F9�

5� ��������� �AJ� ��� i � − $ σ− �  ���
������ �AF� ��
����

− Aτ
M∑

k��

(
wAk

−�

)�σ��(
wAk

�x,�

)�σ��
� Aτ

M∑
k��

((
wAk,s��

�x

)�σ��)�
−�

�
((
wAk

−�

)�σ��
,
(
wAk

−�

)�σ��)
. �FB�

.
�*�� �F9� � �FB��

�wAM , wAM ��Aτ�σ�−�.B�

M∑
k��

(
wAk

�t , wA
k
�t

)
�Aτ

M∑
k��

((
wAk

�x

)�σ��
,
(
wAk

�x

)�σ��]
� Aτ

M∑
k��

((
wAk,s��

�t

)�σ��)�
−�

�
((
wAk

−�

)�σ��
,
(
wAk

−�

)�σ��)
. �F;�



��������� ���
���� ������� �
�����
�  
��� ��
� !���"�   

Q���*�� ��������� �AJ� �� Aτh�wAk
i �

�σ−� � ����������$ ��
���� � Q−
T

�wAN , wAN � � Ah�σ− − �.B�

N∑
i��

��wA�x�i, �wA�x�i�

� Ah

N∑
i��

���wA�t�i�
�σ−�, ��wA�t�i�

�σ−�< � �wA�, wA��. �FC�

5� ��������� �AJ� ��� i � − $ σ− �  ��*�� ��
����
((
wAk

−�

)�σ��
,
(
wAk

−�

)�σ��) �
((
wAk

�

)�σ��
,
(
wAk

�

)�σ��)
. �FH�

.�
�	'��� �F;�G�FH�$ �����

�wAM , wAM � � �wAN , wAN � � Aτ�σ� − �.B�

M∑
k��

(
wAk

�t , wA
k
�t

)
� Aτ

M∑
k��

((
wAk

�x

)�σ��
,
(
wAk

�x

)�σ��]
� Aτ

M∑
k��

((
wAk,s��

�t

)�σ��)�
−�

� Ah�σ− − �.B�

N∑
i��

((
wA�x

)
i
, �wA�x�i

)
� Ah

N∑
i��

���wA�t�i�
�σ−�, ��wA�t�i�

�σ−�< � A
((
wAk

�

)�σ��
,
(
wAk

�

)�σ��)
. �FJ�

S���� �����@����', �
������$ ���
������ �;�G� C� ��*�� �������
$

��� wA��, kτ�s → � ��� s → ∞% 1�� ��� wA��, kτ� ��
����� ���	�
��

wA��, kτ�s ��� s→ ∞$ �� wA��, kτ� � �.

0
� ��	��� �AC� ��*�� ��
����
 �@����

�.B�w M , w M � � �.B�w N , w N � � Aτ�σ� − �.B�
M∑

k��

(
w k

�t , w 
k
�t

)
� Aτ

M∑
k��

((
w k

�x

)�σ��
,
(
w k

�x

)�σ��]
� Ah�σ− − �.B�

N∑
i��

��w �x�i, �w �x�i�

� Ah

N∑
i��

���w �t�i�
�σ−�, ��w �t�i�

�σ−�< � Ah

N∑
i��

(
f�h

)
� Aτ

M∑
k��

(
g�h

)
. �9��



 A 
��
�
� �� ��

2�O�	���� �FJ� � �9�� � �������� ����������� ������

����$ ��
����

�.B�wM , wM � � �.B�wN , wN � � Aτ�σ� − �.B�

M∑
k��

(
wk
�t , w

k
�t

)
� Aτ

M∑
k��

((
wk
�x

)�σ��
,
(
wk
�x

)�σ��]
� Ah�σ− − �.B�

N∑
i��

��w�x�i, �w�x�i� � Ah

N∑
i��

���w�t�i�
�σ−�, ��w�t�i�

�σ−�<

� Ah

N∑
i��

(
f�h

)
� Aτ

M∑
k��

(
g�h

)
. �9 �

5� ���
�	���� ����������� �
�	���$ ��� ��� h, τ → � ��(���� y �+�	���

�� �
��� � W �,�
� �Q−

T � ∪W �,�
� �Q�

T � � u�x, t�%

1���� �������$ 	������� �
�	�����

 ������� #������ ��!�
���
� !���"� �A� ���$
 �%
����� �

W �,�
� �Q−

T � ∪W �,�
� �Q�

T �  ������& ��''����(�����
� !���"� � ��

!� "�������� ���
���

0
� �������� �����

����� ������������+ �'�
�	�� �����	�
��


�
�	����� ���
���'� ������'%

Ǳ�� f�x, t� � �$ g�x, t� � x ��	��� � � ����� ������ ��(����

u�x, t� � t− x�

A
� Q−

T � u�x, t� � t�
x�

A
� Q�

T .

4� 
���� x � � �����@������ ��
���� ��	���
��
 � ��	� y���, kτ� �

�, � � kτ �  . Ǳ�� h � �.� $ τ � �.� ���
�  �� �����@�, �������

���

�����(����
 ��*	� ����'� � ����
�*���'� ��(������ �����
��


�%��� %

Ǳ�� f�x, t� � �$ g�x, t� � � � x�e−t ��	��� � � ����� ������ ��(��

��� u�x, t� � xe−t � Q−
T � u�x, t� � e−t TUV�x� � Q�

T % 4� 
���� x � �

�����@������ ��
���� ��	���
��
 � ��	� y���, kτ� �  , � � kτ �  . Ǳ��



��������� ���
���� ������� �
�����
�  
��� ��
� !���"�  F

W��%� $ τ � �.� ���
�  �� �����@�, �������

��� �����(����
 ��*	�

����'� � ����
�*���'� ��(������ �����
��
 �%���B%

Ǳ�� f�x, t� � � −x�et−�x�/��$ g�x, t� � −x�et��x�/�� ��	��� � � �����

������ ��(���� u�x, t� � et−�x�/�� � Q−
T � u�x, t� � et��x�/�� � Q�

T % 4�


���� x � � �����@������ ��
���� ��	���
��
 � ��	� y���, kτ� � �$

� � kτ �  . Ǳ�� h � �.� $ τ � �.� ���
�  �� �����@�, �������

���

�����(����
 ��*	� ����'� � ����
�*���'� ��(������ �����
��
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 Ǳ�
�#��������� �
��
�
�! � ��
!&'���! 
�"
����
��� �
���%

�� ������#�
��� ������ ��23�

�� Ǳ���� �
 �
 4�
����
�� �� ���  �! ��
��
�� �
��
�
�� �������������� *�%
���� (( ���� ������� 56�� ����� ,� �� ��"� �� 7� 3208��

�� 	������ �
 �
 �����
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���
�� � 
�� �
����� �� ���  �! "�
�#��������$�
�
��
�
�! � ��
!&'���! 
�"
����
��� �
���
� (( ���� ������� 56�� ���8�
,� �� ��"� �� 7� �0��

�� Ǳ����� �
 �
 ������
�� �������� ��#����

�� *�
�9�� ��
��
�� "����� ((
7�#� ���� :�

� ��2�� ,� �;� - /� 7� ���0�+/�

�� �������� �
 �
� �� ����� !
 	
 �����

�� 
���
�� �� �� ��"��"
��� 
���� �
��
!&'���! 
�"
����
��� �
���
� (( ���� ������� 56�� ���3� ,� +� ��"� +�
7� 2/0���

�� ������ �	 
��
�
 ���� ��



��� ��-��

� ���
����
���	����� �	�	��
�	�Ǳ��������� � �
���������
Ǳ���Ǳ��
���� ��	�
�����
	� 
� ���
��� �� Ǳ� �����
����

Ǳ���
 ������� �������'� ���*�����

E � {E�, E�, . . . , En}, S � {S�, S�, . . . , Sm},

������

�'� ���
� mi �����$ ���

i ∈ I � { , A, . . . ,m}, m ∈ N, n ∈ N, m � n,

m∑
i��

mi � n.

4������ =
�����' ���*����� E ��������	 
���
�
����	�$ � =
��

����' ���*����� S # ������	���	 
���
�
����	�% ?��
� mi ���


��
������� ��O�����$ �� �����'� ������	��� �������� Si.

Ǳ���
 ������ xi �
(
xi
�, x

i
�, . . . , x

i
n

)
�����$ ��� xi

j ��������� 
���

�$ 
���  $
n∑

j��
xi

j � mi. 8����� xi ������� �����
�� ������ ������	�

�� Si% 2�������� ����� X i �i ∈ I� ���*����� ���+ �������� ������

��������� Si.

Ǳ���


X �
{
�x�, x�, . . . , xm� ∈

m∏
i��

X i | �∀p, q ∈ I, p 	� q��〈xp, xq〉 � ��

}
.

P
�����' ���*����� X ��	�� ���������
 ����� x$ � ���� ���*�����

��	�� ���'���
 ���������� 
�����	��� 
���
�
����	�%

2© ���* ��
�
� �
 �
� ����
�
�
� �
 Ǳ




. ��
�
 ����������
� !���"� ���/���������  B

2�������� ����� f i � X i −→ R� ������*���� �����$ ���

KLM
xi∈Xi

f i�xi� �  , KUV
xi∈Xi

f i�xi� � � �i ∈ I�.

!�	��� ���
������� � ���$ ����' ������	�
��
 ��O���' Ej ��*	�

����������� Si ���
���� �+ 	�
��mi � ������	�
���� � ������*�����

f i$ �����'� ������� �����	������	 ��	�
��� ������	�� i ∈ I�

f��x�� −→ KLM, . . . , fm�xm� −→ KLM,

�x�, x�, . . . , xm� ∈ X.

&�	�� �������
$ ��� ������	�
���� x∗ ∈ X �
�������
��� ����	�

������� �
	��	�� Ǳ�
�������	��������	$ ��
� �'��
������ �
�	��

���� ��
�����

��∀i ∈ I��∀x ∈ {y ∈ X |f i�yi� > f i�x∗i�}����∃j ∈ I\{i}�
��f j�xj� < f j�x∗j�� ∧ �f j�xj� � f i�x∗i����.

.��������� ��	 ��	�� ������	�
����$ �����'� 
���� ��
�	'�����

�� � 	����� �+���$ ��%$ ��������$ : <% 2	���� � �������'+ ��	���+

������	�
���� �'���� ���	�� ����	�
��
 7���@�� f i, ��=���� ���'�

������ ���,���
 ��� ��	���� 7���@�, f i. 8 	�

��,(�� ��
�*���� ���

���@��

�'+ �������� ��	�� ����

�����
 �
�	����� �������� ���	�

����	��$ ����(���� ���	�������� � 	�% :A<% Ǳ���
 	
� 
����� i ∈ I

������� ��������� ����(���� ���	�������� �i �� ���*����� X i%

8 	����� �
���� ���������� �������������

��, ��	��� �������

	�
���� ��*�� �'�
�	��
 �
�	����� ��������

|{y ∈ X | xi �i y
i}| −→ KLM, i ∈ I, � �

�x�, x�, . . . , xm� ∈ X, �A�

�	� |A| ���������� �������
 ���*����� A.

&�	�� ���'���
 ������	�
���� x ∈ X ��
������	�$ ��
� �� �����

������ y ∈ X ������$ ��� yi �i x
i 	
� ���+ i ∈ I � ���������� j ∈ I$

yj �j x
j .



 ; ,�
�
� #� *�0 ����
�
�
� �� Ǳ�

Ǳ���
 ������� �������', ���	����	�� �s �� X � �'��
������

��
����

��∀i ∈ I��xi
∼i y

i�� ⇒ ¬��x �s y� ∨ �y �s x��, �F�

�	� x, y ∈ X. 8��	�� �
�	����� ������������

Sx � {y ∈ X | y �s x}, Sx � {y ∈ X | x �s y}, x ∈ X.

 ������ �� Ǳ2��� x∗ ∈ X �� 
�0 "�
 Sx∗ /2��
� +
��� ��� �
�


"�
$� x∗ $��
 /����
�� �� ���/����������0 ��
$%
���
 ��/
������

2��
���

�∀y ∈ Sx∗
��∃i ∈ I��x∗i �i y

i�.

���������	
���� Ǳ��	��
�*�� ���������% Ǳ���
 �'��
������

��
���� ������' �

�∃z ∈ Sx∗
��∀i ∈ I��zi �i x

∗i�.

1�� ��� x∗ �s z$ ���	� ��
���� �F� ���������� j ∈ I �����$ ���

zj �j x∗j . 3 =�� ������������ ����$ ��� x∗ # ����������� �������

	�
����% 1������ 	�������%

0����� ������� �����
��� ������ ������� ��(���� �������������

�

��, ��	��� ������	�
���� � ����(������ ���	�������� �i � ���	�

����	��� �s . 0�,������

��$ ���������� �������������

��� ��	��

�� ������	�
���� � ����(������ ���	�������� �i � �$ �A�% ����'�

����������� ������	�
���� � =��, ��	��� ���������� ����'���� ���

�����' 
����� ��	�

�� ������� ���������% 6�
� ������ �������',

���	����	�� �� X $ �
�*���, ����� X=��
����Y$ �� �������� X������

����Y ��� ��������� ������	�
����$ �� ��*�� �*� ��
�� ���'�
����

�����
 ��(���� �������������

��, ��	��� ������	�
���� � ����(��

����� ���	�������� ���������� � �������'� ���	����	��� �� X %

Q����*	���� ������' 	��� ����+�	���� ��
����$ �������� 	�
�

*�� �	��
�������
 ���	����	�� �� X % ��������������� � �������

������	�
���� x∗ ��*�� �
�*��
 ��(����� ����, ��	���%
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�� ���������� ������� 	��+ 	�77����@��

�'+ ��������,

dx

dt
� h��y�x � h��x�y � P �x, y�,

dy

dt
� f	�x� � h
�x�y. � �

8��	� � 	�

��,(�� ���	��
�������$ ��� 7���@��$ �+�	���� � ������

����
 =��, ������'$ ������'��' ��� ���+ ��������+ ����+ ����������E

f	��� � � � h��x� > � ��� x ∈ RE �'��
���' ��������'� ��
����

����� # /����@�

h��y� � h
�x� < �, h��y�h
�x�− h��x�h	�x� > �, xy 	� �, �A�

�	� h	�x� � f	�x�/x$ x 	� �%

Ǳ��
� ���	���� ������ ��������� τ �� 7����
�

τ �

t∫
�

h��x�t�� dt �F�

��
���� �������

dx

dτ
�
h��y�

h��x�
x� y,

dy

dτ
�
f	�x�

h��x�
�
h
�x�

h��x�
y. � ′�

��(���� x � y � � ������ � � � � ′� 
��� �	���������� ��������������
����,���'$ 
��� �	���������� �����'�� �� ��
�����% 0������ �
����

��$ �������������� �F� ��
����� 	
� ������' � � 	��������, ������,

������� : < �� ����(���� � ����,������� � @�
��%
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�
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� *�
�
����� "�  �
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Ǳ
���
���� 
$����� /����5����  J

�� Ǳ��	��
�*��$ ���

h��y� � �, h
�x� � �. �9�

Ǳ���
 H��x� � h��ϕ�x��, �	� ϕ�x� # �	��Z������� ������'����

������� 7���@��$ ����	�
����� ���������� P �x, y� � �% [���$ ���

7���@�� H��x� ����	�
��� ��� ���+ x ∈ R%

8 ������ : < 	������� �
�	�����

 ������� Ǳ2��� ��/
����� 2��
��� #�2!� 6 72���(� �A� � �28

9����2&� "���� r > �0 d > � �� ��0 "�


r�H�h
 − h�h	� > A�h�h
 − h�h	� �B�

/�� |x| > d� +
��� � ��2"�� �9� ��� ����/�
��"�� 
� 2��
�"��
��� �

(��
� ������� x � y � � ������� � � ��
$%
���
0 "�
$� ��/
����
��


��
 �! 2��
���:

 � ����� ����
 ��������


±∞∫
�

|h	�x�|
h��x�

xdx �

∣∣∣∣∣∣
±∞∫
�

h
�x�

h��x�
dx

∣∣∣∣∣∣ � �∞E �;�

A� 2�������� P �x, y� � � 
/�������� ����������2& ��/������2&

 ���2& L0 /�
%
��92& "���! ��"��
  

������0 ��
��  
�
�
�

T\] y � �∞, UV^ y � −∞. �C�

0�
�� ���	��
�*��$ ��� ��
���� �;� � �C� ����(�����% 1��	�

��������� ����
��� ���������� ��
���� �����*���� ��������� ����

�������% 0����� ����
��� ��
����� �	��, �� ���	�'+ � ��	��������

�� �����������'+ ����
�� �����������, ������ 	�77����@��

�'+

��������,% )��7�����@�� ��
���� �����*���� ����������� �������

�� ����$ ����� ������� ����(����� ��
���� �;� � �C�%

8����*�' �
�	����� �������'%

_% `��� �' �	�� �� ��
���, �;� � �C� �'��
������ ��� x < � � ��

�'��
������ ��� x > �$ �% �%
�∞∫
�

|h	�x�|
h��x�

xdx �

∣∣∣∣∣∣
�∞∫
�

h
�x�

h��x�
dx

∣∣∣∣∣∣ < �∞, �H�



A� *���
�� ;� 
�

−∞∫
�

|h	�x�|
h��x�

xdx �

∣∣∣∣∣∣
−∞∫
�

h
�x�

h�
dx

∣∣∣∣∣∣ � �∞, �J�

T\] y < �∞, x > �, � ��

UV^ y � −∞, x < �. �  �

__% `��� �' �	�� �� ��
���, �;� � �C� �'��
������ ��� x > � � ��

�'��
������ ��� x < �$ �% �%

�∞∫
�

|h	�x�|
h��x�

xdx �

∣∣∣∣∣∣
�∞∫
�

h
�x�

h��x�
dx

∣∣∣∣∣∣ � �∞, �H′�

−∞∫
�

|h	�x�|
h��x�

xdx �

∣∣∣∣∣∣
−∞∫
�

h
�x�

h�
dx

∣∣∣∣∣∣ < �∞, �J′�

T\] y � �∞, x > �, � �′�

UV^ y < −∞, x < �. �  ′�

___% Q�
���� �;� � �C� �� �'��
������ ��� ��� x < �$ ��� � ���

x > �$ �% �%
±∞∫
�

|h	�x�|
h��x�

xdx �

∣∣∣∣∣∣
±∞∫
�

h
�x�

h��x�
dx

∣∣∣∣∣∣ < �∞, � A�

|y| < �∞, x ∈ R. � F�

�� 8 �
���� _ ��������� ����	���� �����������'+ ����'+$ �����

���������+ ��
���
 �����*���� ��������� ����������$ � _ � _a �����

	�����'+ ��������+% .�����	
��� �
�	�����

 ������ �� Ǳ���/
�
5��0 "�
 ��/
���&��� ��� 2��
��� ��
����

: <0 !� �� �&"����� �;�$ �C�0  
�
��� ���2��&��� /�� x→ �∞� +
���

��� ��''����(�����
�
 2��������

d y

d x
�
h	�x�x � h
�x�y

h��y�x� h��x�y
� 9�

�29����2&�
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 � ������� y � y∗�x�0 ��5�9�� � /���
� "������� � �� 
�0 "�


bUK
x→�∞ y∗�x� � K�, ��� K� � K�<

A� ������� y � y∗∗�x�0 ��5�9�� � "������
� "������� � �� 
�0 "�


bUK
x→�∞ y∗∗�x� � −AK
.

���������	
����  % 5� ��
���, �H� � � �� �
�	���$ ��� �����

������ ��
�*���

�'� ���
� K�$ K	 � K
 �����$ ���

y � ϕ�x� � K� < �∞ �]� x > �, � B�

�∞∫
�

|h	|
h�

xdx � K	 < �∞,

∣∣∣∣∣∣
�∞∫
�

h

h�

dx

∣∣∣∣∣∣ � K
 < �∞. � ;�

1��	� ���������� ����������$ �� ����'������ ��� t→ �∞ � ����
�

����	����% Ǳ���*�� =��%

8��	�� � ������������ 7���@�� : <

V	�x, y� � r

x∫
�

H�h
 − h�h	
h��

xdx�
 

A

⎛⎝y − x∫
�

h

h�

dx

⎞⎠�

, � C�

�������	��� ������, � ��
� ������' � ′�

dV	
dτ

> � � ��
���� D� �

⎧⎨⎩�x, y� � x > d, y −
x∫

�

h

h�

dx > A�K� �K
�

⎫⎬⎭ .

1�� ��� �������


�∞∫
�

H�h
 − h�h	
h��

xdx

�+�	���� ���% : <�$ ��
�*��

K� �

�∞∫
�

H�h
 − h�h	
h��

xdx � H�

� ���������� 
���� ������

V	�x, y� � rK� � A�K� �K
�
� � K � J�
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�

7���@�� � C�% 8�
�	����� � H� ��� ���������� � ������� �� 	��+ ����

��,$ 	��� �	��, �� �����'+ ��	��*���� � D�$ �	� dV	/dτ > �% Ǳ�=����

�D� ������ � J� ������������ ������������ � ′� � ������� �����������

7���@�� � C�% )���� ����$ � D�

dx

dτ
�
h�
h�
x� y �

⎛⎝h�
h�
x�

x∫
�

h

h�

dx

⎞⎠ �

⎛⎝y − x∫
�

h

h�

dx

⎞⎠
� −�K��K
��

⎛⎝y − x∫
�

h

h�
dx

⎞⎠ > −A�K��K
��

⎛⎝y − x∫
�

h

h�

dx

⎞⎠ > �.

Ǳ�=���� ���������� � ′�$ ������������ ��� t � � � ��
����

D� �

⎧⎨⎩�x, y� � x > d, y −
x∫

�

h

h�

dx > A�K� �K
�, V	�x, y� > K

⎫⎬⎭ ,

� 	�

��,(�� �� �� ����	���% .
�	�����

��$ ��(���� x � y � � ���

����' � ′� �� ��
����� �������������� ����,���'� � @�
��% 1�� ���

�������������� �F� ��
����� 	��������, ������, �������$ �� � ��(��

��� x � y � � ������' � � �� ��
����� �������������� ����,���'� �

@�
��%

1���� �������$ ���������� ����������$ �+�	���� � ������������
$

�% �% ���������� ���*����� E � {y} ����� ��, y�$ ����� �����'� ���+��

	�� ��
�*���

�'� ��
�����������$ �+�	���� � ������������
% .��

������� ���������� ������' �������������� ����,���� �� c�������$

��=���� ���*����� E ���������� �����$ � =�� ��������$ ��� ��� �����

������ ��*��� ����
 y∗% 2�������� ����� y � y∗�x� ��
�*���

�

��� ��
�����������$ �'+�	���� �� ����� ��, y∗�% 2����	��$ 	�����

���������� ��	�� �����, ��*��, ����
� ���������,$ �+�	���+ � ����

���������
%

Ǳ���
 y � y∗�x� # ��
�����������$ �� �+�	���� � ������������
%

1��	� ������� 	�� ���������

 � y � y∗�x� # ��
�*���

��� ����,����� ����������$ �� =�� ����

��������� ������� � ������'���, ����������� ��(���, �� ����

�'+



Ǳ
���
���� 
$����� /����5���� AF

	���'+$ ��� � 
���, ���

 ���	�� ��
�, ����������� ����� N 	����,

���������� ���������� �����$ ����� �����'� ���+�	�� ������,���'�

���������� � ��������� �����������, ���@����,E

A� y � y∗�x� # ��
�*���

��� ������,����� ����������$ �� ���

=��� �� �+�	�� � ������������
$ �% �% ��� ����� ��������� ���	�

�

��� ���������� L�% 1�� ��� ��
���
$ ���
������� ������ L�$ @�
����

�����	
�*�� ��
���� ����	�
���� ������'$ ������ L� 
�*�� �� ���,�

��, ���� �	�� ��������� ����������$ ��� ������������ �	������������

��������� ����������%

1���� �������$ y � y∗�x� # ��
�����������$ �+�	���� � ������

�������
% 2����	��$ ��� �	��
�������� �Z
����

bUK
x→�∞ y∗�x� � K�,

�	� K� # ��������� ���
�$ ������� ��

(� 
��� ����� K�%

A% ���������� 7���@��

V −
� �x, y� �

x∫
�

h

h�
dx− y, �A��

�������	��� ������, � ��
� ������' � ′� ���% : <�

dV −
�

dτ
> � ��� x > �. �A �

0�
��$ ���������� 
���� ������

V −
� � K
 �AA�

7���@�� �A��% ��(�� ��������� �AA� ��������

�� ���������, y$ ���

+�	�� ��(����$ ������� ��������� �����

y∗∗� �x� �

x∫
�

h

h�

dx−K
. �AF�

8��	� � ;� y∗∗� �x� → −AK
 ��� x→ �∞% Ǳ�� x � � �����

y∗∗� ��� � −K
.
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[���$ ��� ������ �AB� 
�*�� � ��
����

D	 �

⎧⎨⎩�x, y� � x > �, y <

x∫
�

h

h�

dx

⎫⎬⎭ .

1�� ���
dV −

�

dτ
> � � =��, ��
����$ ������ �AF� ������������ ����������

��� ������' � ′� � ������� ����������� 7���@��%

8��	�� � ������������ 
���� ������

V	 �
 

A
K�


 � rK� �A9�

7���@�� � C�% 3��
������$ ��(�� ��������� �A9�$ ��
����� �
�	���

��, ��	 ��*��, ������

y∗∗� �x� �

x∫
�

h

h�

dx−

√√√√√ArK� �K�

 − Ar

x∫
�

H�h
 − h�h	
h��

xdx. �AB�

8 ��
� � H�$ � ;� ������ y∗∗� �x� ��������� � −AK
 ��� x → �∞% Ǳ��

x � � ����� y∗∗� ��� � −√
ArK� �K�


 $ ������� 
�*�� ��*�$ ��� �����

��E−K
�% )����� �AB� ���*� �����	
�*�� ��
���� D	% 1�� ���
dV	
dτ

<

� � ��
����

D
 �

⎧⎨⎩�x, y� � x � d, y −
x∫

�

h

h�

dx < A�K� �K
�

⎫⎬⎭
� ��� ��
�� � ��
���� D	$ =�� ������ ������������ ������������ ���

����' � ′� � ������� ��'����� 7���@��%

���������� ��
���


D� � {�x, y� � y∗∗� �x� < y < y∗∗� �x�}.
/����@' y � y∗∗� �x� � y � y∗∗� �x� ��
���� D� ��
����� ������� �������

�� �+�	�% Ǳ�=���� �� ������� 8�*������� :A< ���������� +��� �' �	��

��(����$ ������� 
�*�� ��*	� 
������ ������, �AA�$ �A9�% 2������

��� ����� y � y∗∗�x� ������ ���+��� ����
 ��(���, ������ ��	�% P��

��(���� �	��
�������� ��
���� bUK
x→�∞ y∗∗�x� � −AK
%
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$����� /����5���� AB

������	��� Ǳ
�2���� �
��� f��p, t�0 
$����&9�� ��
����
�

bUK
t→�∞ f��p, t� � ��∞, K��,

�������� ��/��������
� /
�2���� �
����0 
�����&9�� ��������
 /
8

�2���� �
��� �
 ��
����
�

bUK
t→�∞ f��p, t� � ��∞, K��


� ��������� /
�
5�������% /
�2�����
��� f��p, t�0  
�
��� /�����8

 �&� ���'� '2� (��

y � −h�
h�
x �A;�

� ���  
�
�
�
 p ��5�� �� /
�
5������
� "���� 
�� OY �

���������	
��� �'������ �� 	�������

���� �%  ������'  % 1��

��� ��(���� y � y∗�x� ��������� � 9� ��
����� ����, ��*��, �� ����

������,$ �+�	���+ � ������������
 ��� x → �∞$ �� 
���� ��(����

y � y�x� =���� ��������� � ����

�'� ��������� y���$ �	��
��������

��� ������������ � < y��� < y∗���$ ���������� ���7�� 7���@�� �A;�%

1����
 ����$ ��� ���7�� 7���@�� y � y∗�x� � ��
����� ��, ��
�*��

��

��, ��
�����������, f��p, t�$ ������� �	��
�������� �����������

�
�	�����%

�� )��7�����@�� ��
���� �����*���� ����������� ������� �� ���

��$ ����� ������� ����(����� ��
���� �;� � �C�% 8 �
���� _ �� ��
����

�J� �
�	���$ ��� �����*�' 	�� ��	�
����

 �

−∞∫
�

|h	�x�|
h��x�

xdx � �∞E

A�

−∞∫
�

|h	�x�|
h��x�

xdx � K−
	 < �∞ �

∣∣∣∣∣∣
−∞∫
�

h
�x�

h��x�
dx

∣∣∣∣∣∣ � �∞.

���������� �
���,  % 8��	�� � ������������ �������
�*���

�

��� 7���@��

V��x, y� �

x∫
�

|h	�x�|
h��x�

xdx �
y�

A
. �AC�



A; *���
�� ;� 
�

O x

y

y = −h1x/h2

G1

x∗∗

y0 = y∗(0)
y = y∗(x)

x∗

V1 = y2
0/2

���%  %

8 ������ : < ��������$ ���

d V��x, y�

dτ
� � ��� ���+ �x, y� ∈

◦
R
�. �AH�

0�
��$ �� ����� y∗� � y∗��� �'������ 
���� ������

V��x, y� �
y∗�

�

A
. �AJ�

2�� �������

�� ��������� ����@���

��� ��
���
 ��Z@��� � �������

��, ����� x∗% 8 ��
� ��
���� �AH� ���������� ������' � � ����������


���� ������ �AJ� �����*� �� �����
% Ǳ�=���� ���	�
*���� y � y∗�x�
� ������
���� ����@���

��, ��
���� ���@��� �� ��*�� �������
 =��


���� ������% 1��	� ��� ��������� ����@���

��� ��
���
 Ox � �����

����, ����� x∗∗ > x∗% 0�
��$ �����*�' A �
�����

 L� ���������� y � y∗�x� �� ���������� ���7��� 7���@�� �A;�E

 �� ���������� y � y∗�x� ���������� =��� ���7�� 7���@��%

���������� ��
���
 ����% �

G� � {�x, y� � −∞ < x < �∞, y < y∗�x�}.
 ������ �� = ��2"��  �� G� �������� 
$�����& /����5���� �
8

��
���� ����
����� ������� � ��



Ǳ
���
���� 
$����� /����5���� AC

���������	
���� 1�� ��� ��
���
 G� ���������� ����������,

y � y∗�x�$ ��� ����� ������, �+�	�� � ������������
$ ��(���� �x�t�, y�t��

������' � � ��	�� ����	� �������
�� � ��� ���*����� �G� �
� R
� \G��,

� ������� 
�*�� ����� �x�, y��$ �$ �
�	�����

��$ �� ��*�� �������
��

� ����
� ����	���� ��� t→ �∞$ ��
� �x�, y�� ∈ R
� \G�.

Ǳ���
 ��=���� �x�, y�� ∈ G�$ � ����
 x� � �$ � < y� < y∗� % 5� �
�	�

����� ������'  ��������������� ��(���� ��������� ���7�� 7���@��

�A;� � �����, ��������% !���� ���	� ����$ ���

dx < � ��� y < −h�
h�
x,

��� 
��� ��	�� �������
�� � ����
� ����	����$ 
��� ��������� ���7��

7���@�� �A;� � ����
�, ��������% 0�
��$ ��� ��� �x�t�, y�t�� �� ��*��

�������
 ��(���� y � y∗∗�x�$ ��� 
��� ��������� � ����
� ����	����$


��� ��������� ��
�*���

��� ��
���
 ��	����$ ������ � ��
� �AH� ���

*� ����� ��, y��% 1���� �������$ �' ���(
� � ��+�	���� ��
�*����%

?���� �������� ���
� �������� ������ ����
� ����	���� �x�t�, y�t�� ���

	�� �������
�� � ����� ��$��$ � ��������� �
���� ��� ��	�� �������
��

� ��
�*���� ���������� �� �����
�% 1������ 	�������%

���������� �
���,  ��% Ǳ���*��$ ��� ���������� y � y∗�x� �����
������ ����@���

��� ��
���
 ��	����% Ǳ� ���	��
�*���� ��� �������

���� ���7�� 7���@�� �A;�% 8 	�

��,(�� � ��
� ��
���� dV −
� /dτ < �

��� x < � ��� �� ��*�� �������
 
���� ������ 7���@�� �A�� �$ �
�	��

����

��$ ��������� ����@���

��� ��
���
 ��	���� � ��������, ����

��%

5� =��, *� ����� �'������ 
���� ������ 7���@�� �AC�% 8 ��
�

�AH� ���������� y � y∗�x� 
�*�� ��*� =��, 
���� � ��� x→ �∞ ��	��

�������������� �������
�� ����� � ��������, �����, y � ZeVTf$ �% �%

��
���
 �����*���� @�
���� ��	��*�� ��
�*���

��� ��
���
 Ox%

2�������� ����� G� ��
���
$ ������������ ����������, y � y∗�x�
����% A�%

 ������ �� = ��2"��  �� G� �������� 
$�����& /����5���� �
8

��
���� ����
����� ������� � ��



AH *���
�� ;� 
�

O x

y

y = −h1x/h2

G2

y = y∗(x)

���% A%

���������	
���� 1�� ��� ��
���
 G� ���������� ����������,

y � y∗�x�$ ��� ����� ������, �+�	�� � ������������
$ ��(���� �x�t�, y�t��

������' � � ��	�� ����	� �������
�� � ��� ���*����� �G� �
� R
� \G��,

� ������� 
�*�� ����� �x�, y��$ �$ �
�	�����

��$ �� ��*�� �������
��

� ����
� ����	���� ��� t→ �∞$ ��
� �x�, y�� ∈ R
� \G�.

Ǳ���
 ��=���� �x�, y�� ∈ G�$ � ����
 x� � �$ � < y� < y∗� % 0�
��

�����*	���$ ��� ��� 	�������

���� ������' A%

���������� �
���, A% 5� ��������� �AJ� ��,	�� y�

y�,��x� � ±

√√√√√y∗�
� − A

x∫
�

|h	|
h�

xdx. �F��

2���	� ��
�����$ ���

A�� ��
� y∗�
� � AK	$ �� 
���� ������ �F�� 7���@�� �AC� ����������

����@���

��� ��
���
 ��Z@��� � ��������, �����E 	�

��,(�� ����

��*	���� ���	���� � ������������ �
����  � ��
������� ��
���� G∗
�

� G∗
�$ ���
�����'� ��
����� G� � G� ��������������E

A�� ��
� y∗�
� < AK	$ �� 
���� ������ �F�� 7���@�� �AC� �� �������

���� ����@���

��� ��
���
 Ox%



Ǳ
���
���� 
$����� /����5���� AJ

O x

y

y = −h1x/h2

G3

y0 = y∗0
y = y∗(x)

V1 = y2
0/2

���% F%

5� ����� y∗� � ������� ��'����� t �'������ ����@���

��� ���


����������� y � y∗−�x�% 2�� �� ��*�� �������
 
���� ������ �F�� �

��
� ��
���� �AH� �$ �
�	�����

��$ �������������� ��	�� �������
��

����+� � �����, y � ZeVTf > �% Ǳ�
����������� y � y∗−�x� � y � y∗�x�
�������� ���������� y � y∗��x�%

���������� ��
���
 G	$ 
�*���� ��*� ���������� y � y∗��x�
����% F�%

 ������ �� = ��2"�� A�� G	 �������� 
$�����& /����5���� �
8

��
���� ����
����� ������� � ��

���������	
���� 1������ 	����'������ ���
������ ������� A%

!� ���������� �
���, __$ ���	� �'��
������ ��
���� �H′�G�  ′�%
2�������

�� ���,��� ���������, � 
���, ��
��
������� �x < �� �����

��	
��' �����*	����$ ���
�����'� �������  � ��� �
�	�����% )�����

�� �����
�*���� ��
����, ����,������� G∗
�$ G

∗
�$ G

∗
	 ��
������� �� G�$

G	$ G	 �������������� 
�(
 ��������� ��  H�◦ ������ ����
� ����	��

���% 3��
�����'� ������� 	����'������ ������' �A�G�9� ��� ������

x � −x � y � −y%



F� *���
�� ;� 
�

#� 0�
�� ���������� �
���,$ ���	� �'��
������ ��
���� � A� �

� F�% 3��
������ �����������'� �'(� �
����� _$ __ ���������� ���

(���� ��������� � 9�$ ��
�	����� �
�	������ ���,�������

 � y � y�� �x�, y�� ��� � y�� > � � bUK
x→�∞ y�� �x� � K�E

A� y � y�� �x�, y�� ��� � y�� < � � bUK
x→−∞ y�� �x� � −K�E

F� y � y−	 �x�, y−	 ��� � y	� < � � bUK
x→�∞ y−	 �x� � −AK
E

9� y � y−
 �x�, y−
 ��� � y
� > � � bUK
x→−∞ y−
 �x� � AK
%

c�������� �����*�' J �
����� ��������� �����
�*���� �����

y��, y��, y	�, y
� �� ��� ��	�����

;% � y�� � y
�, y�� � y	�E

;%A� y�� � y
�, y�� > y	�E

;%F� y�� � y
�, y�� < y	�E

;%9� y�� > y
�, y�� � y	�E

;%B� y�� < y
�, y�� � y	�E

;%;� y�� > y
�, y�� > y	�E

;%C� y�� > y
�, y�� < y	�E

;%H� y�� < y
�, y�� > y	�E

;%J� y�� < y
�, y�� < y	�.

#��� ���������� �
���, ;% % Ǳ�� 	���'+ ��
����+ ��
���������

��� y � y�� �x� � y � y−
 �x� �������� ���������� y � y�� �x�$ � ��
�����

������� y � y�� �x� � y � y−	 �x� # ���������� y � y��x�% 2��������

����� G
 ��
���
 ����% 9�

G
 � {�x, y� � −∞ < x < �∞, y��x� < y < y��x�}.

 ������ !� = ��2"�� ;% G
 �������� 
$�����& /����5���� �
8

��
���� ����
����� ������� � ′��

���������	
���� 1�� ��� ��
���
G
 ���������� ������������$

������ ������� �+�	����� � ������������
$ �� ��(���� �x�t�, y�t�� ���

����' � ′� �� ��*�� �������
�� � ����
� ����	���� ��� t → �∞$



Ǳ
���
���� 
$����� /����5���� F 

x

y

y = −h1x/h2

G4

O

y = −2K4

y = −K5

y = K5

y = 2K4

y20 = y30

y10 = y40 y = y1(x)

y = y2(x)

���% 9%

��
� �x�, y�� ∈ R
� \ G
. 6�
� *� �x�, y�� ∈ G
$ ��$ ����

��� ����

��*	����$ �����	���'� � 	�������

���� ������' A$ ���*	�����$ ���

�x�t�, y�t�� → ��, �� ��� t→ �∞% 1������ 	�������%

#��� 8 �
���� ;%A �� ����� ��, y��� �'������ ����@���

��� ���


����������� y � y−� �x�% Ǳ�� ��'����� t ��������� �

����������

�� ����@���

��� ��
����������� y � y−� �x� ��� t → −∞ �+�	��

� ������������
$ ��� ��� x�t� → �∞$ bUK
t→−∞ y�t� � c�$ �	� y	� < c� < �E

�� ����@���

��� ��
����������� y � y−� �x� ��� t → −∞ �+�	��

� ������������
$ ��� ��� x�t� → �∞$ bUK
t→−∞ y�t� � c�$ �	� � < c� < K�E

�� ��
����������� y � y−� �x� ��� t → −∞ ����'���� 	���$ 
��

*���� � �����, ��
��
������� �x > ��$ � ���������� ��
�*���

���

��
���
 ��	���� � ��������, �����%

Ǳ�
����������� y � y�� �x� � y � y−
 �x� �������� ���������� y �

y��x�$ � ��
����������� y � y�� �x� � y � y−� �x� # ���������� y � y��x�%

8 �
���� ��$ �� ��������� ����� G� �G�� ��
���
 ����% B�

G� �G�� � {�x, y� � −∞ < x < �∞, y��x� < y < y��x�}.

2�
���
 G� �G�� ��
�	��� ���� *� ���,������ � ���7�����@��,$ ��� �

G
$ �� ���
������� ����$ ��� 	
� ��� bUK
x→�∞ y��x� � c�$ �	� y	� < c� < �



FA *���
�� ;� 
�

x

y

y = −h1x/h2

G5 (G6)

O

y = y2(x) y20

C1

C2

y10 = y40 y = y1(x)

���% B%

� bUK
x→�∞ y��x� � c�$ �	� � < c� < K��$ ���	� ��� bUK

x→�∞ y��x� � −AK


	
� G
% Ǳ�=���� ���
������ �����'������$ ��� ��
���
 G� �G�� � �
��

���+ ;%A��$ ;%A�� ��
����� ��
���
� �����*���� ��������� ����������

������' � ′�%
2�������
 � �
���� ��$ �������$ ��� ��� 	�

��,(�� ��'�����

t ����� ��������� �

��������' ��$ �� � ��$ �� � 
���, ��
��
��������


��� x�t� → −∞ ��� t→ −∞$ � y�t� �������������� ��������� � ����

��, y � ZeVTf > �$ 
��� � �����, y � ZeVTf < �$ 
��� ��
�����������

y � y−� �x� ���(�� 	���$ 
�*���� � 
���, ��
��
�������$ � �������

��� ����@���

��� ��
���
 ��	���� � ����� ��, y∗�% 1���� �������$

y � y−� �x� ���(�� ������ ����
� ����	���� ����� �����
�% R���@��

�AC� ��������� ��'���� �	�

 
����� ��(���� ������' � ′�$ ��=����$
������������ �� ����	���� �	�

 ���������� y � y−� �x�$ ��,	��$ ���
y∗� > y���% 4� =�� �������*��$ ��� ��� |y∗| < |y��|% .
�	�����

��$

����
� �

��������� �� ����� �����$ �$ ������$ ���
������� ������ �

������% Ǳ���
 G
 �G�� # ��
���
$ ��	��*���� ����
� ����	���� �

������������ ����������, y � y��x�$ G
 # ��
���
$ ������� ��
�	���

���� *� ���,������ � ���7�����@��,$ ��� � ��
���
 G∗
�% Ǳ�=���� ����

������� ��
���
G� ����% ;�% 4����	�� �������
$ ��� G� � �
���� ;%A ��

��
����� ��
���
� �����*���� ��������� ���������� ������' � ′�%



Ǳ
���
���� 
$����� /����5���� FF

x

y

y = −h1x/h2

G8

O

y = y2(x) y20

y10 = y40

y = −K5

���% ;%

#��� ���������� �
���, ;%F% Ǳ��	�
*��� ��
����������� y �

y�� �x� � ������� ��'����� t% 1��	� ��
����������� y � y−� �x� ���,	��
��*� ��
����������� y � y−	 �x� � ��	�� �������������� ��������� �

�����, y � ZeVTf < −AK
% Ǳ�
����������� y � y�� �x� � y � y−
 �x�
�������� ���������� y � y��x�$ � ��
����������� y � y�� �x� � y �

y−� �x� # ���������� y � y��x�% ���������� ��
���


G� � {�x, y� � −∞ < x < �∞, y��x� < y < y��x�}.
2�
���
 G� ��
�	��� ���� *� ���,������ � ���7�����@��,$ ��� � G�$

�� ���
������� ����$ ��� 	
� ��� bUK
x→�∞ y��x� � ZeVTf < −AK
$ ���	�

��� 	
� G�

bUK
x→�∞ y��x� � ZeVTf > −AK
.

#��� ���������� �
���, ;%9% 5� ����� ��, y��� �'������ ����@��

��

��� ��
����������� y � y−� �x�% P�� ��
����������� ��� x→ −∞
��	�� �������������� ��������� ����+� � �����, y � ZeVTf > AK
% Ǳ��


����������� y � y�� �x� � y � y−� �x� �������� ���������� y � y��x�$ �

��
����������� y � y�� �x� � y � y−	 �x� �������� y � y��x�% 2��������

����� G�� ��
���


G�� � {�x, y� � −∞ < x < �∞, y��x� < y < y��x�}.



F9 *���
�� ;� 
�

4����	�� �������
$ ��� ��
���
 G�� ��
������� ��������� G� ��  H�◦

������ ����
� ����	����%

#�!� ���������� �
���, ;%B% 5� ����� ��, y��� �'������ ����@��

��

��� ��
����������� y � y−� �x�% 8�������� �

��������'�

�� ����@���

��� ��
����������� y � y−� �x� ��� t → −∞ �+�	��

� ������������
 ���$ ��� x�t� → −∞$ bUK
t→−∞ y�t� � ZeVTf > �E

�� ��
����������� y � y−� �x� ��� t→ −∞ �+�	�� � ������������


���$ ��� x�t� → −∞$ bUK
t→−∞ y�t� � ZeVTf < �E

�� ��
����������� y � y−� �x� ��� t → −∞ ����'���� 	���$ 
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�*���

��� ��
���
 ��	����g

8����*�' ��� �
�����

��� ����� ����������� 
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��� y � y�� �x� � y � y−� �x� �������� ���������� y � y��x�% 2��������
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���
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���
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t→−∞ y�t� � ZeVTf > �E
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�(
 � �	��� ���@��

��� �
����

��
����

u�x, �� �

m∑
k��

ϕk�x�u�x, tk� � u��x�, � < t� < t� < . . . < tm � T,

������� � ������ :9<% 8 ��������, ������ ��	�� ������
�� �����(��

����
 ��
���

��, ��	��� � ����������� ��
�� ����� ��
�����$ ��*��


� ��������� �'(� # ��
�����$ ���	
�*���'� i% SWLjkelTmU ���%

2© ���* �
��	
� �
 �
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:B$ ;<� � ��
���

�'+ ��	���+ 	
� ������
������+ ��������, �������

����	��% 2������$ ��� ���
�	������ �����(������ ��+ �
� ��'+ ��
��

��

�'+ ��	�� ���	����
����� ��*�'� � � ����� ������ ����������

����, ������ �����(������ �����'+ ��	�� 	
� ��������, � �����'��

�������	�'��$ � � ����� ������ ���
�*���, # ��� � �������������,

������ ���������$ ��� ���
�	������ �����(������ ������'+ ��	���$

��� � � �������������� ��	�
��������%

Ǳ���,	�� �������	������� � ���� �����'%

Ǳ���
 B # 
���,�', ��������$ ������	���, ������������

L∞
(
�, T EW 	

� �h�
)
� ������������ L��h�%

'���	�� ����
�� ?���� '2� (�& u�x, t�0 ����&92&�� � /���
8

2�
���� � Q �������� 2�������� � � � �� 2&0 "�
 ��� ��� ��/
���8

&��� 2��
���

u�x, �� � Bu� u��x�, x ∈ h, �A�

u��, t� � u� , t� � ux� , t� � �, � < t < T. �F�

)������ ��	��� � �G�F� ��
����� � ���� ��'���� ����

��������

��� ��	��� 	
� ��������� � �% )�������'� *� ������' ����������

��
���

�'+ ��	�� �' �����	�� ��*�%

Ǳ���
 W 	
�,��h�$

◦
V �

◦
V � ���
 �
�	����� �������������

W 	
�,��h� �

{
v�x� ∈ W 	

� �h�, v��� � v� � � v′� � � �
}
,

◦
V �

{
v�x, t� � v�x, t� ∈W 	,�

� �h� ∩ L∞
(
�, T EW 	

� �h�
)
,

v��, t� � v� , t� � vx� , t� � �, � < t < T
}
,

◦
V � �

{
v�x, t� � v�x, t� ∈W �,�

� �Q� ∩ L∞
(
�, T EW 	

� �h�
)
,

v��, t� � v� , t� � vx� , t� � vxxx��, t�

� vxxx� , t� � vxxxx��, t� � �, � < t < T
}
.

Ǳ��*	� ��� ���������
 � ���
�	������ �����(������ ������, ��	��

�� � �G�F�$ �����	�� ����������� 	
� 7���@�, �� ������������
◦
V �$

�����'� ��� ����	������ ��*�%
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8� �����+ ������+$ ���������'+ ��� �
� ��'� �������� ������

��������, � �����'�� �������	�'��$ ����

������ �����������$ ����

��
����� �@����
 L������' �����*�����'+ �������	�'+ ����� ����

�� L������ ����(�, �������	��, � ����, 7���@�� � ���*���
���

α�δ� � β�δ� ��������������% Ǳ�� =��� ���*���
� α�δ� � β�δ� ���
 ���


����'$ ����	�
������� �������

�'� ��
�*���

�'� ���
�� δ$ �

	
� =��+ ���*���
�, �'��
������ ������(����

bUK
δ→��

α�δ� � �, bUK
δ→��

β�δ� � �∞.

4�� ���*� ����	������ ��	���'� �����������$ � ������ �����������

�∫
�

v�x�x, t� dx � α��δ�

�∫
�

v�xxx�x, t� dx � β��δ�

�∫
�

v��x, t� dx, � � t � T,

�9�
�∫

�

v�xx�x, t� dx � α��δ�

�∫
�

v�xxx�x, t� dx � β��δ�

�∫
�

v��x, t� dx, � � t � T.

�B�

0�������

���� ������	
������ ���������� �9� � �B� 	
� 7���@�, ��

������������
◦
V � ��*�� �������� ����'�� ���������$ �	�� �� �����'+

�����	�� � ������ ������ :C<%

8������� � ��(�, ��
���

��, ��	���%

 ������ �� Ǳ2��� ��/
������� 2��
���

a�x, t� ∈ C	�Q�, a�x, t� � a� > �, �x, t� ∈ Q. �;�

�����0 /2��� 
/����
� B ����� ���

Bv � B�v �B�v,

B� � B� 6 �������� 
/����
��0 ������2&9�� �! L∞
(
�, T EW 	

� �h�
)
�

W 	
�,��h�0 /��"�� ��� @��% 
/����
�
� ��/
���&��� 2��
���

∃{tk}�k�� � � < t� < . . . < tp � T, ‖B�v�x, t�‖L����

� b� KLM
��k�p

‖v�x, tk�‖L����, v�x, t� ∈ L∞
(
�, T EW 	

�,��h�
)
E �C�
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‖B�v�x, t�‖L���� � b�‖v�x, t�‖L��Q�, v�x, t� ∈ L∞
(
�, T EW 	

�,��h�
)
E �H�

∂	

∂x	
:B�v�x, t�< � B�vxxx�x, t� �B��v�x, t�,

∂	

∂x	
:B�v�x, t�< � B�vxxx�x, t� �B��v�x, t�,

‖B��v�x, t�‖L���� � ‖B��v�x, t�‖L���� � b�||v�x, t�||
L�

(
�,T �W �

� ���
)E

�J�

∃δ� > � �
(
 � δ��

)
b�� <  ,

(
 �

 

δ��

)
b�� < Aa�. � ��

+
��� ��� �&$
� '2� (�� f�x, t� �! /�
��������� L∞
(
�, T EW 	

� ��,  �
)

�� 
�0 "�
 f��, t� � f� , t� � fx�x, t� � �0 � � t � T 0 � ��� �&$
�

'2� (�� u��x� �! /�
��������� W
	
�,��h�  ������ !���"� � �G�F� �����

������� u�x, t�0 /�������5�9�� /�
��������2
◦
V �0 � @�
 ������� ����8

������
�

���������	
���� 8����

������ ����	�� ����
�����@�� � ���

��	�� ���	�
*���� �� ���������%

0
� ��
�*���

���� ���
� ε ���������� ������� ��	���� �����

'2� (�& u�x, t�0 ����&92&�� � /���
2�
���� � Q �������� 2�����8

���

Lεu ≡ Lu− εuxxxxxx � f�x, t� � ε�

� �� 2&0 "�
 ��� ��� ��/
���&��� 2��
��� �A� � �F�0 � �� 5� 2��
���

uxxx��, t� � uxxx� , t� � uxxxx��, t� � �, � < t < T. �Fε�

Ǳ��*	� ����� ���������$ ��� ��� 7������������ �������� ���
� ε �

��� �'��
����� ��
���, �;�G� �� ������� ��	��� � ε�$ �A�$ �F�$ �Fε� ����

��(��� � ������������
◦
V � 	
� 7���@�, u��x� �� ������������W

	
�,��h�

� 	
� 7���@�, f�x, t� �� ������������ L��Q�%

8����

������ �����
 ����	�� ���	�
*���� �� ���������% 0
�

����
 λ �� ������� :�$ < ���������� ������� ��	���� ����	 �����	 

u�x, t�! ���� "� �� � �
���������	�� Q 
����	�� �
�����	� � ε� 	

���� ! ��� 
�� ��� ������� ��� �����	� �F� 	 �Fε�! � ����� �����	�

u�x, �� � λBu � u��x�, x ∈ h. �Aλ�.
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)�� ��'��� 	�
����� ��� ��������
���� �+��' ����	� ���	�
*��

��� �� ���������$ ��������� ����� n ���*����� ��+ ����
 λ �� �������

:�$ <$ 	
� �����'+ ������� ��	��� � ε�$ �A�$ �F�$ �Fε� �����(��� � ����

���������
◦
V � 	
� ���+ 7���@�, u��x� �� ������������ W 	

�,��h� � 	
�

���+ 7���@�, f�x, t� �� ������������ L��Q�% 6�
� =�� ���*����� ����

*���� ������'�$ �	���������� ����'�'� � �������'�$ �� ���$ ���

��������$ ��	�� �����	��
 �� ���� �������� :�$ <% 4� ���	� ������� ���

	��� � ε�$ �A�$ �F�$ �Fε� � ��	�� ����
 ��(����$ �����	
�*���� ����

*� ������������
◦
V �%

4�������� ���*����� n �
�	��� �� ����$ ��� ���
� � �����	
�*��

��� ���% :H<�%

2���'����
 � ����������
 ���*����� n$ ��� �����
�$ �
�	��� ��

X+���(�+Y �������'+ �@���� ��(���, ������, ��	��� � ε�$ �Aλ�$ �F�$

�Fε�% Q�������� �+ ��
����%

���������� ���������

t∫
�

�∫
�

Lεu · u dxdτ �

t∫
�

�∫
�

fu dxdτ,

�	� t # �������

��� ���
� �� ������� :�, T <% 5��������� �� ������ �

����

��� ��
���� �Aλ�$ �F� � �Fε�$ ���+�	�� � ���������

 

A

�∫
�

u��x, t� dx � ε

t∫
�

�∫
�

u�xxx dxdτ �

t∫
�

�∫
�

au� dxdτ �
 

A

t∫
�

u���, τ� dτ

�
 

A

�∫
�

{
λ�:B�u�x, t�<

� � λ�:B�u�x, t�<
� � Aλ�B�u�x, t� ·B�u�x, t�

� AλB�u�x, t� · u��x� � AλB�u�x, t� · u��x� � u���x�
}
dx�

t∫
�

�∫
�

fu dxdτ.

Ǳ������� ����������� o��� � ����

��� ��
���� �;�G�J�$ �' ��*��
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�� 	������ ��������� ����,�� � �����������

 

A

t∫
�

u��x, t� dx � ε

t∫
�

�∫
�

u�xxx dxdτ � a�

t∫
�

�∫
�

u� dxdτ �
 

A

�∫
�

u���, τ� dτ

�
(
 � δ�� � δ�

)
b��

A
‖u�x, t�‖�L∞��,T �L����

�
 

A

(
 �

 

δ��
� δ�

)
b��‖u�x, t�‖�L��Q�

�
 

A

(
 �

A

δ�

)
‖u��x�‖�L����

�
 

Aδ�
‖f�x, t�‖�L��Q�

� ����� � �����������

‖u�x, t�‖�L∞��,T �L�����
� Aε‖uxxx�x, t�‖�L��Q� � Aa�‖u�x, t�‖�L��Q�

�
(
 � δ�� � δ�

)
b��‖u�x, t�‖�L∞��,T �L�����

�

(
 �

 

δ��
� b�

)
b��‖u�x, t�‖�L��Q�

�

(
 �

A

δ�

)
‖u��x�‖�L����

�
 

δ�
‖f�x, t�‖�L��Q�.

5� ��
���� � �� �'������ ������������� ���
� δ∗ ������$ ��� ��� δ ∈
��, δ∗� ��	�� �'��
���
�� �����������(

 � δ�� � δ�
)
b�� <  ,

(
 �

 

δ��
� δ�

)
b�� < Aa�.

R������� ���
� δ �� ���������� �������
�$ �' ��
����� ������ �����

����� �@���� 	
� ��(���, ������, ��	��� � ε�$ �Aλ�$ �F�$ �Fε��

‖u�x, t�‖L∞��,T �L����� � ε‖uxxx�x, t�‖L��Q� � ‖u�x, t�|‖L��Q�

� M�:‖u��x�‖L���� � ‖f�x, t�‖L��Q�<, �  �

� ������, ���������� M� ����	�
����� 
�(
 ���
��� a�$ b� � b�%

4� �
�	����� (��� ���������� ���������

−
t∫

�

�∫
�

Lεu · uxxxxxx dxdτ � −
t∫

�

�∫
�

f · uxxxxxx dxdτ, � � t � T. � A�

5��������� �
��� �� ������ � ����

��� ��
���� �Aλ�$ �F� � �Fε�$ ���


�����

ε

t∫
�

�∫
�

u�xxxxxx dxdτ �

t∫
�

�∫
�

au�xxx dxdτ
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�
 

A

�∫
�

u�xxx�x, t� dx �
 

A

t∫
�

u�xxxx� , τ� dτ

�
λ�

A

�∫
�

:B�uxxx�x, t�<
� dx�

λ�

A

�∫
�

:B�uxxx�x, t�<
� dx

� λ�
�∫

�

B�uxxx�x, t� · B�uxxx�x, t� dx � λ

�∫
�

B�uxxx�x, t� · :λB��u�x, t�

� λB��u�x, t� � u�xxx�x�< dx � λ

�∫
�

B�uxxx�x, t�:λB��u�x, t�

� λB��u�x, t� � u�xxx< dx�
 

A

�∫
�

u��xxx�x� dx − F

t∫
�

�∫
�

axuxxuxxx dxdτ

− F

t∫
�

�∫
�

axxuxuxxx dxdτ −
t∫

�

�∫
�

axxxuuxxx dxdτ −
t∫

�

�∫
�

fuxxxxxx dxdτ.
� F�

2@���� ������ ����
 ����������� � F� ����+�% 5�����$ ������ �

������ �
�����'� �@���� ����+� � �����
� ��
���, �C� � �H�% 0�
��$

����
� �
������� �@���� �����
� � �����
� ����������� o��� � ����

*���
���
δ��
� � �

�δ��
$ ����� ��
����(���� �
�����'� �@���� � �����
�

��
���, �C� � �H�% 0
� �@���� ���������� � ������ �
�����'+ �����

�

������ ������������ o��� � ��
������ �C�G�J�% .�	
���$ ���
��� �

	������ �
�����'� �@���� � �����
� ����������� o��� � ���*����


��� ε
� � �

�ε % Ǳ�����(���� ���
� �@���� ����������$ ������$ ��	
����$

���
���� � 	������� �
�����'+ �������
' � �
�	(��� �������	�'��

�@����$ ����

��� ��
���� �J�$ ����������� �9� � �B�$ � ���*� �@����

�  �% Q���'��� ��� ��
���� �;�$ � ����

���� ��
���� �����������

ε‖uxxxxxx�x, t�‖�L��Q� � Aa�‖uxxx�x, t�‖�L��Q� � ‖uxxx�x, t�‖�L∞��,T �L�����

�
[
 � δ�� � γ��δ�

]
b��‖uxxx�x, t�‖L∞��,T �L�����

�

[
 �

 

δ��
� γ��δ�

]
b��‖uxxx�x, t�‖L��Q�
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� C�δ�

[
‖u�xxx�x�‖�L����

� ‖u��x�‖L���� �
 

ε
‖f�x, t�‖�L��Q�

]
,

� ������� δ # �������

��� ��
�*���

��� ���
�$ 7���@�� γ��δ� �

γ��δ� ��
�	��� ���,�����

bUK
δ→��

γ��δ� � bUK
δ→��

γ��δ� � �,

���
� C�δ� ����	�
����� ���
�� δ$ � ���*� 7���@��, a�x, t� � ���
���

M� � b�%

Q�
���� � �� � �����*����
 �'���� ���
� δ 	��������� ��
'� ��

���
�	����, 7����@��, ���� 	��� ��� ������ ��������� �@���� 	
�

��(���, ������, ��	��� � ε�$ �Aλ�$ �F�$ �Fε��

√
ε‖uxxxxxx�x, t�‖L��Q� � ‖uxxx�x, t�‖L��Q� � ‖uxxx�x, t�‖L∞��,T �L�����

� M�

[
‖u�xxx�x�‖L���� � ‖u��x�‖L���� �

 √
ε
‖f�x, t�‖L��Q�

]
� 9�

� ���������,M�$ ����	�
����,�� 
�(
 ���
��� b�$ b�$ b� � 7���@��,

a�x, t�%

.������� �@���� �  � � � 9�$ � ���*� ����

��� ����������� �9� �

�B� 	
� 7���@�, u�x, t� � uxxx�x, t�$ ��
�����$ ��� 	
� ��(���, ������,

��	��� � ε�$ �Aλ�$ �F�$ �Fε� ��	�� �'��
���
�� �@����

‖uxxxxxx�x, t�‖L��Q� � ‖uxxx�x, t�‖L��Q� � ‖uxxx�x, t�‖L∞��,T �L�����

� ‖u�x, t�‖L∞��,T �L����� � M	:‖u��x�‖W �
� ���

� ‖f�x, t�‖L��Q�< � B�

� ���������, M	$ ��������, 
�(
 �� ����
 b�$ b�$ b�$ 7���@�� a�x, t�$

� ���*� �� ���
� ε%

4�����@$ �� ���������

t∫
�

�∫
�

Lεu · uτ dxdτ �

t∫
�

�∫
�

uτ dxdτ � ;�

� �@���� �  � � � B� �����	�'� ������� �'������ �@���� ��' �������$

��� ����� ����� ����������� ε �  �

‖ut�x, t�‖L��Q� � M
:‖u��x�‖W �
� ���

� ‖f�x, t‖L��Q�< � C�
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� ���������,M
$ ��������, �� ����
 b�$ b�$ b�$ 7���@�� a�x, t� � ���
�

ε%

5� �@���� �  �$ � B� � � C� ��
����� ����

�������� ���������

�@����

‖u�x, t‖ ◦
V �

� M�:‖u��x�‖W �
� ���

� ‖f�x, t‖L��Q�< � H�

	
� ��(���, ������, ��	��� � ε�$ �Aλ�$ �F�$ �Fε�%

. �����
� �@���� � H� �' � 	���*�� ����'����
 � ����������


���*����� n%

Ǳ���
 λ� # ���
� �� ���*����� n% -��*����� n ��	�� ����'�'�$

��
� ���
� λ � λ� � pλ ��� ��
�, ��
����� |pλ| ���*� ��	�� ��� ����

��	
�*��
% Ǳ���
 v�x, t� ���
 �������

��� 7���@�� �� ������������
◦
V �% ���������� ������� ��	���� ����� '2� (�& u�x, t�0 ����&92&��

� (������� Q �������� 2�������� � � � �� 2&0 "�
 ��� ��� ��/
���8

&��� 2��
��� �F�0 �Fε�0 � �� 5� 2��
���

u�x, �� � λ�Bu� pλBv � u��x�, x ∈ h. �Aλ�,v�

5� ��
���, ������' �
�	���$ ��� 7���@�� Bv ��	�� �����	
�*��
 ����

��������� W 	
�,��h�% !�����$ ������� ��	��� � ε�$ �Aλ�,v�$ �F�$ �Fε� ��	��

����
 ��(����$ �����	
�*���� ������������
◦
V �% 0������ �
�����$

	����� ������� ��	��� ����*	��� �������� G$ ������	���, ���������

���� �
◦
V � ����� G�v� � u% 2@���� � B� � ��
���� �C� � �H� ��������$

��� ����� ����� �����������

‖G�v��−G�v��‖ ◦
V �

� |pλ|M ′
�‖v� − v�‖ ◦

V �

,

�	� v��x, t� � v��x, t� ���
 	�� �������

�'� 7���@�� �� ������������
◦
V �$ ���
� M

′
� ����	�
����� 
�(
 ���
��� b�$ b�$ b� � M�% 6�
� �����


���
� pλ ��	�� �����

�� ��
'�$ ��� ��	�� �'��
���
�� �����������

|pλ|M ′
� <  $ �� �������� G ��	�� �*������� �$ ������$ ��	�� ����
 �

������������
◦
V � ����	��*��� �����% 4���	��*��� ����� ���������

G 	��� 7���@�� u�x, t�$ ��
������� ��(����� �� ������������
◦
V �

������, ��	��� � ε�$ �Aλ�$ λ � λ� � pλ$ �F�$ �Fε�% 3 =�� � ��������$ ���
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5��
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���
� λ ��� ��������� �'(� ����������� �� ���
� pλ ��	�� �����	
��

*��
 ���*����� n �$ 	�
��$ ��� ���*����� n ����'��%

0���*�� �����
$ ��� ���*����� n ��������%

Ǳ���
 {λm} # ���
�	�����

����
 ����
 �� ���*����� n$ �+�	��

����� � ���
� λ�$ {um�x, t�}#���
�	�����

����
 ��(���, ��	�� � ε�$

�Aλm�$ �F�$ �Fε�% Ǳ�
�*�� wmk�x, t� � um�x, t� − uk�x, t�% 0
� 7���@��

umk�x, t� ����� ����� ���������

Lεwmk � �, �x, t� ∈ Q, wmk�x, �� � λmBwmk � �λm − λk�Buk, x ∈ h,

wmk��, t� � wmk� , t� � wmkx� , t� � wmkxxx��, t� � wmkxxx� , t�

� wmkxxxx��, t� � �, � < t < T.

2@���� � H� 	��� 	
� 7���@�, wmk�x, t� �����������

‖wmk‖ ◦
V �

� M�|λm − λk| ‖Buk‖W �
� ���

. � J�

Q�
���� �C�G�J� � ����
 �@���� � H� �
���� ����������� ����������

����
 ���
�	�����

����� {‖Buk‖W �
� ���

}% .+�	�����
 ���
�	�����

�

����� {λm} � ����������� � ;� �������� ���	�$ ��� ���
�	�����

�

����
 {um�x, t�} 7��	������

�� � ������������
◦
V �% .
�	�����

�

��$ ���������� 7���@�� u�x, t�$ �����	
�*���� ������������
◦
V � �

�����$ ��� um�x, t� → u�x, t� ��� m → ∞ � ������������
◦
V �% 2���

��	��$ ��� 	
� ���	�

��, 7���@�� u�x, t� ��	�� �'��
���
�� �����

����� � ε� � ��
���� �F� � �Fε�% 0�
��$ ��������� λmBum − λ�Bu �

�λm−λ��Bum�λ�B�um−u�$ ��
���� �C�G�J�$ �+�	�����
 ���
�	�����

�

�����, {λm} � {um�x, t�} � �@���� � H�$ �� 	
� 7���@�� wm � um − u$

	��� �+�	�����
 λmBum → λ�Bu ��� m → ∞ � ������������ W 	
� �h�%

4� ���	� 	
� ���	�

��, 7���@�� u�x, t� ��	�� �'��
���
�� ��
����

�Aλ��% Ǳ����	
�*����
 7���@�� u�x, t� ������������
◦
V �$ �'��
�����

	
� ��� ��������� � ε� � ��
���, �Aλ��$ �F�$ �Fε� ��������$ ��� ���
� λ�

��	�� �����	
�*��
 ���*����� n% Ǳ����	
�*����
 ���	�

��, �����

���*����� ��� *� � �������� ��� ����������
%
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5���$ ���*����� n �������$ ����'�� � ��������% .
�	�����

��$

��� �����	��� �� ���� �������� :�$ <% 4� ���	� ������� ��	��� � �$ �A�$

�F�$ Fε� ��	�� ����
 ��(����$ �����	
�*���� ������������
◦
V �%

Ǳ���,	�� �����
 ���������� � 	�������

���� �����(������ ����

���, ��	��� � �G�F�%

.���,���� �����'+ ��	�� � ε�$ �A�$ �F�$ �Fε� ����*	��� ����,����

�+ ��(���, {uε�x, t�}$ �����	
�*���+ ������������
◦
V �% Ǳ���*��$

��� 	
� =���� ����,���� ��� �'��
����� ���+ ��
���, ������' ��	��

����
 ����� ��������� �@����

√
ε
∥∥uε

xxxxxx�x, t�
∥∥

L��Q�
� ‖uε�x, t�‖ ◦

V
� K� �A��

� ���������, K�$ ��������, 
�(
 �� 7���@�, a�x, t�$ f�x, t� � u��x�

� �� ����
 b�$ b� � b�% Ǳ��*	� �����$ 	
� ����,���� {uε�x, t�} ��	��

����
 ����� ����������� �� ε �@���� �  �% 0�
��$ �������� �'�
�	��$

�����'� �� ��������� � F� �����
� ��� � �@���� � 9�$ �� ��� =��� � ���

�
�	��� �
������� �����, ����� ��������� � F� �'��
��� �����������

�������������� �� ������ � 
�(
 ����� �������� ����������� o���

� ���*���
��� δ�

� � �
�δ� $ �����	�� ��
����
 �����������

√
ε
∥∥uε

xxxxxx�x, t�
∥∥

L��Q�
�

∥∥uε
xxx�x, t�

∥∥
L��Q�

�
∥∥uε

xxx�x, t�
∥∥

L∞
(
�,T �W �

� ���
)

� K�:‖u��x�W �
� ���

� ‖f�x, t�‖
L�

(
�,T �W �

� ���
)< �A �

� ���������, K�$ ��������, 
�(
 �� ����
 b�$ b�$ b� � �� 7���@��

a�x, t�%

8���
 �� ���
�	��� (��� ���
������ ��������� � ;�$ �� ��� =���

����

��� �@���� �  � � �A �$ �' ��
���� ����������� �� ε �@����

�������	��, uε
t �x, t�% .������� �@���� �  �$ �A � � �@���� �������	�

��, uε
t �x, t�$ � ���*� ����

��� ����������� �9� � �B�$ �' � ���	�� �

��������, �@���� �A��%

Ǳ���*�� �����
$ ��� �� ����,���� 7���@�,
{
uε

t �x, t�
}
��*�� ���

�
��
 ���
�	�����

����
$ �+�	������ � ��(���� ������, ��	��� � �G

�F�%
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��� ���,���� �
���, ������������ ������������� � ����

��������� L� ���*����� � ���
�	�����

�� ����+�	� � ��	���
�	����

��

�����$ ��
�����$ ��� ���������� ���
�	�����

����
 {εm}$ 7����

@�� u�x, t�$ ϕ��x� � ϕ��x� �����$ ��� ��� m→ ∞ ����� ����� �+�	����

���

εm → ��,

uεm → u �
��� � W 	,�
� �Q� � ��

�� � L��Q�,

uεm�x, �� → u�x, �� �
��� � W 	
� �h� � ��

�� � L��h�,

uεm�x, tk� → u�x, tk� �
��� � W 	
� �h� � ��

�� � L��h�,

B�u
εm → ϕ��x� �
��� � W �

� �h�,

B�u
εm → ϕ��x� �
��� �W 	

� �h�,

εmu
εm
xxxxxx → � �
��� � L��Q�.

5� �+�	������ � ������������ W 	,�
� �Q� � �� ���
�	��, �+�	������

�
�	���$ ��� ���	�

��� 7���@�� u�x, t� ��
����� ��(����� �������

��� � � � ��� 	
� ��� ��	�� �'��
���
�� ��
���� �F�% 0�
��$ ��
����

�C�G�J� � ����������� �9� � �B� ��������$ ��� 7���@�� B�u � B�u ����

������ ����	�
��' ��� =
�����' ������������ W 	
� �h�% Ǳ���
 η�x� #

���������� 	�77����@������� 7������� �� ������� :�$ < 7���@��%

8�
�	����� ��

��, �+�	������ ���
�	�����

�����, {uεm�x, tk�}$ k �

 , . . . , p$ � {uεm�x, t�} � ������������+ L��h� � L��Q� ��������������

����� ����� @������ ������(���,∣∣∣∣∣∣
�∫

�

∂l

∂xl
:B�u

εm −B�u<η�x� dx

∣∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣∣�− �l

�∫
�

B��u
εm − u�η�l��x� dx

∣∣∣∣∣∣
� C KLM

��k�p
‖uεm�x, tk�− u�x, tk�‖L���� →

m→∞ �,

∣∣∣∣∣∣
�∫

�

∂l

∂xl
:B�u

εm −B�u<η�x� dx

∣∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣∣�− �l

�∫
�

B��u
εm − u�η�l��x� dx

∣∣∣∣∣∣
� C‖uεm − u‖L��Q� →

m→∞ �, l � �,  , A, F.
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. 	����, ������'$ 	
� 
��'+ �����, 	���'+ @������ ����� ����� �+��

	������

�∫
�

∂l

∂xl
:B�u

εm −B�u<η�x� dx −→
m→∞

�∫
�

∂l

∂xl
:ϕ��x� −B�u<η�x� dx,

�∫
�

∂l

∂xl
:B�u

εm −B�u<η�x� dx −→
m→∞

�∫
�

∂l

∂xl
:ϕ��x� −B�u<η�x� dx.

8 ��
� �	������������ ���	�
� �� ����� ���������� �'(� �
�	��� ���

������� ϕ��x� � B�u$ ϕ��x� � B�u% 8 ���� �����	
$ �� 	���'+ ��������

�'������$ ��� 	
� 7���@�� u�x, t� ��	�� �'��
���
�� ��
���� �A�%

8'��
����� 	
� 7���@�� u�x, t� ��������� � � � ��
���, �A�$ �F�$

� ���*� �� �����	
�*����
 ������������W 	,�
� �Q�∩L∞

(
�, T EW 	

� �h�
)
�

��������$ ��� =�� 7���@�� ��
����� ��(����� ��	��� � �G�F� �� ����

������� �
����%

6	�����������
 ��(���, �����	��% 1������ ��
����
� 	�������%

.	�
��� �����

�� ��������,%

 % 2����	��$ ��� ��������� � � ��*�� �������
 ��
�� ����� �����

������

ut � a��x, t�uxxx � a��x, t�uxx � a��x, t�ux � a�x, t�u � f�x, t�. � ′�

Q�
���� �� ��=77�@����' a��x, t�$ a��x, t�$ a��x, t� � a�x, t�$ ����+�	��

�'� 	
� ������������� ����
������ ��(���� ������, ��	��� � ′�$ �A�$
�F�$ 
���� ������
E ����	 *� 	�������

���� � @�
�� ��������� ���*�

���%

A% Ǳ� +�	� 	�������

���� ������'  7��������� ��
���� ����

�

���$ ��
����,�� ���'� � ������, ����������

��� ��������� ����

�

��� � ������������� ����
������ ��(���� ��
���

��, ������, ��	��

�� 	
� ������
�������� ��������� �'������ ����	�� ���������� � ε��%

)�� �*� ������
��
 � ����
� ����
�$ ��
���

�'� ��	��� � ��
�����

���� ��
���� �A� 	
� ������
������+ ��������, ������� ����	�� ����

��
��
 � ������+ :B$ ;< ���% ���*� :J<�$ ������$ � �������'+ ������+
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����+

�
�	��+ 7���@�,% 8 ������+ : �$   < �����
��
 �����(�����
 ��
��

��

��, �� ������� ��	��� 	
� ������
������+ ��������, � �
����+

���������'+ 7���@�,$ �� � �����

�� ���, ����������$ ��*�
� � ���

����+ :;$ J< � � ��������, ������% 3������ ��	�

�� �����������
��

�
���, ��
���

��, �� ������� ������, ��	��� 	
� ������
������+

��������, ������� ����	��$ ��� =��� ��
���

��� ��
���� ���	�����


�
� ����, ��
���� ��	� �A� � ���
� �����

�� ���, +�������$ ��*�
�

��
���� ����� :;GJ<E �����(�����
 *� 	����'��
��
 � �
����+ ������

����'+ 7���@�,% 8 ��������, ������ �' �� ��	�� ��	����� ��������


����
�� �� ���
�	������ ��
���

�'+ �����'+ ��	�� 	
� ������
����

���+ ��������,$ ���������(��
 
�(
 ��
�*����� ������' ���������

����� ��(���� ��
���

��, ������, ��	��� 	
� ��	�

���� ���������

����	�� An%

8��	�� ����������� Dk
x � ∂k

∂xk �k # ������

��� ���
��%

���������� ������� ��	���� ����� '2� (�& u�x, t�0 ����&92&��

� /���
2�
���� � Q �������� 2��������

ut � �− �nD�n
x u� a�x, t�u � f�x, t� �AA�

� �� 2&0 "�
 ��� ��� ��/
���&��� 2��
��� �A� � 2��
���

Dk
xu|x�� � Dk

xu|x�� � �, k � �,  , . . . , n−  . �AF�

 ������ �� Ǳ2��� ��/
������� 2��
���

a�x, t� ∈ C�Q�, a�x, t� � a� > �.

�����0 /2��� 
/����
� B ����� ���

Bv � B�v �B�v,

B� � B� 6 �������� 
/����
��0 ������2&9�� �! /�
���������

W �n,�
� �Q� ∩ L∞

(
�, T E

◦
Wn

� �h�
)
� /�
��������


◦
Wn

� �h�0 /��"�� ��� @��%


/����
�
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 � ��	�

s�m−�u� � �
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1���� �������$ �' ��
���
� ��������� � H�$ ������� ����� ����, *�

��	$ ��� � ��������� � F�% c���� ��	��
$ ��� ��� �'��
����� ��
���,

β�s���� � x
�s�
� ���, β�s��T � � �,
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√
B

A

T∫
�

β�s��τ� − β�s����T−τ
T

τ	/�
dτ

� A

√
B

T
β�s���� � x

�s�
� ���, s � A, . . . , l − A, � J�

��
���� ������� ��������,

α�l−���t� � β�l−���t� � x
�l−��
� ��� � F l−�

� �t�,

√
Aα�l−���t� �

√
B

π

T∫
�

(
t

τ

)�/�
β�l−���τ�

τ − t
dτ �

A

π
x
�l−��
� ���t

�
� � F l−�

� �t�.

�A��

Ǳ�������� �'��
����� ��
���,

β�l−����� � x
�l−��
� ���, β�l−���T � � �,

� ���	�� ����� ������� 7���@��

pβ�l−���t� � β�l−���t�− β�l−�����
T − t

T
.

1��	� ������� �A�� ��*�� ���������
 � ��	�

α�l−���t� � pβ�l−���t� � β�l−�����
t

T
� F l−�

� �t�,

√
Aα�l−���t� �

√
B

π

T∫
�

(
t

τ

)�/� pβ�l−���τ�

τ − t
dτ

�
9

π
β�l−�����

√
BF

(
− 

A
,  ,

F

A
E
t

T

)(
t

T

) �
�

�
A

π
x
�l−��
� ���t

�
� � F l−�

� �t�.
�AA�

1�� ��� α�l−��$ β�l−�� �����	
�*�� ������������ H���γ�/�$ 	�
*�� �'�

��
���
�� ��
����

√
B

A

T∫
�

pβ�l−���τ�

τ	/�
dτ � A

√
B

T
β�l−����� � x

�l−��
� ���. �AF�
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1��	� ��� �'��
����� �AF� � �������� ����� ���	�� � ������� �����

����,

α�l−���t� � pβ�l−���t� � F
l−�
� �t�,

√
Aα�l−���t� �

√
B

π

T∫
�

(
t

τ

)	/� pβ�l−���τ�

τ − t
dτ � F

l−�
� �t�,

�	�

F
l−�

� �t� � β�l−�����
t

T
� F l−�

� �t�,

F
l−�

� �t� �
9

π
β�l−�����

√
B

[
F

(
− 

A
,  ,

F

A
E
t

T

)
−  

](
t

T

) �
�

� F l−�
� �t�,

�����	
�*�� ������������ H���γ�/���, T �$ ������

F
l−�
� �t� � F

l−�
� �t� � O�t���γ�/��

	
� ��
'+ t%

5��
���� α�l−���t� � ������� �A9�$ ��
���� �����
����� ���������

��������

�� pβ�l−���t��

√
A pβ�l−���t�−

√
B

π

T∫
�

(
t

τ

)	/� pβ�l−���τ�

τ − t
dτ � Q�t�, �AB�

�	�

Q�t� �
√
AF

l−�
� �t�− F

l−�
� �t�.

.����
����� �������

��� ��������� �AB� ��	�� ������������
 ���

��������� ��������

�� β��t� � pβ�l�t−
�
� % 4�,	�� ��(���� β��t�$ �������

������'� ��� t � � �	���������� ����������
 ���
(� �	���@'� �

����������'� ��� t � T % 8 =��� �
���� ������������ 7���@�� χ�z�

����� �z − T �θz−θ$ θ � �
π LkZfq

√
B
A $ ��	��� κ ����� �%

.����
����� ��������� �AB� � =��� �
���� ��(���, β��t� �	�������

�� � �����
���� �����(���$ � ��(���� 	����� 7����
�, :;$ C<

pβ�l−���t� �

√
A

B �A
Q�t��

√
B

π�B �A�
�T−t�θt ��−θ

T∫
�

Q�τ�

�T − τ�θτ
�
�−θ�τ − t�

dτ.

�A;�
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1�� ��� pβ�l−�� �����	
�*�� ������������ H���γ�/�$ �� �� 7����
'

�A;� �
�	��� �'��
����� ��
����

T∫
�

Q�τ�

�T − τ���θτ
�
�−θ

dτ � �. �AC�

Ǳ�� �'��
����� �AC� 7����
� �A;� ������ ��	

pβ�l−���t�

�

√
A

B �A
Q�t� �

√
B

π�B �A�
�T − t���θt

�
�−θ

T∫
�

Q�τ�

�T − τ���θτ
�
�−θ�τ − t�

dτ.

�AH�

1�� ��� Q�t� �����	
�*�� ������������ H���γ�/���, T �$ 7���@��
pβ�l−���t�$ ���	����
����� 7����
�, �AH�$ �	��
�������� ��
���� />�

�

	��� � ��������
�� ���γ�
� �� ���+ �����+ ������� ��, T �$ ��
���'+ ��

���@��% ���������� ��� ����	���� �� ���@�+% .��
���� 7����
� ���

��	���� �������
� ���� )�(� �� ���@�+ ������� �������������� :C$

Z% C;<$ 
���� ��	��
$ ���

pβ�l−����� � pβ�l−���T � � �.

0�
��$ � ��
� 
���' � �����	
�*����� �
���� />�

	��� �������
�

���� )�(� �� ���@�+ ������� �������������� ���% : <� � ���	� �����

������ � � γ�/A <  � θ � � � γ�/A < 	
� − θ ��� � < γ <  $ ��
����$

��� � 7����
� �AH� 7���@�� pβ�l��t� �	��
�������� ��
���� />�

	��� �

��������
�� � � γ�/A%

1���� �������$ ��� �'��
����� ��
���, �J�$ � A�$ � 9�$ � C�$ � J�$

�A �$ �AF�$ �AC�$ �����'� ����� ��	

√
B

T∫
�

β′�τ�
τ�/�

dτ � x����,

√
B

A

T∫
�

β�s��τ� − x
�s�
� ���T−τ

T

τ	/�
dτ � A

√
B

T
x
�s�
� ��� � x

�s�
� ���,

s �  , . . . , l −  , β�k��T � � �, k � �,  , . . . , l −  ,

�AJ�
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�' ��
���
� 7���@�� β�t� �� �������� ������������ H�p−��/���, T �$

�	��
���������� ��
�����

β�s���� � x
�s�
� ���, s � �,  , . . . , l−  , β�l−���T � � �.

!������� β�s��t� ����	�
����� �� 7����
� 1�,
���

β�s��t� �

l−�∑
k�s

x
�k�
� ���

�k − s�y
tk−s �

 

�l − A− s�y

t∫
�

�t− τ�l−�−sβ�l−���τ� dτ,

s � �,  , . . . , l − A.

1��	� 	
� �'��
����� ��
���, β�k��T � � � ��� k � �,  , . . . , l − A$

����+�	��� � 	���������$ ����'

� �

l−�∑
k�s

x
�k�
� ���

�k − s�y
T k−s �

 

�l − A− s�y

T∫
�

�T − τ�l−�−sβ�l−���τ� dτ, �F��

s � �,  , . . . , l − A.

Ǳ�	������ ��,	���'� �������� 7���@�, β�s��t� � ����'� l ��
���, �AJ�$

��
����

√
B

A�l −  − s�y

T∫
�

τ l−s−	/� dτ

�∫
�

� − σ�l−�−sβ�l−���στ� dσ

� −
√
B

A

l−�∑
k�s��

x
�k�
� ���T k−s−�/�

�k − s�y�k − s−  /A�
�

√
B

T
x
�s�
� ��� � x

�s�
� ���, �F �

s � �, . . . , l − A,

√
B

A

T∫
�

β�l−���τ� − x
�l−��
� ���T−τ

T

τ	/�
dτ � A

√
B

T
x
�l−��
� ��� � x

�l−��
� ���. �FA�

2������$ ��� 7���@�� β�l−���t� 	��� 7����
�, �AH�$ ��� =��� α�t�$

��� � β�t�$ �����	
�*�� ������������ H�p−��/���, T �$ ������

α�s���� � � �s � �, . . . , l −  �.

5���$ 	������� �
�	�����
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 ������ �� Ǳ2��� ϕ�, ϕ� ∈ Hp0 p � Al� γ� +
��� /�� ��/
������

Al 2��
��� �AC�$ �F��G�FA� �29����2�� ����������
� ������� 2��������

�A� �! /�
��������� H
p−�,
x

�p−��/�
t 0 2�
�����
��&9�� 2��
���� �F�$ �9��


�������� �� Ǳ�� �'��
����� Al− A ��
���, �F��$ �F � ��(����$

��,	����� � �������  $ ��	�� �����	
�*��
 ������������ H
q,
x

q/�
t $ q �

Al − A �KUV{Aθ,  − Aθ}$ �	� θ � �
π LkZfq

√
B
A %


�������� �� 6�
� ���	��
�*��$ ��� ϕ��x� ∈ Hp$ ϕ��x� ∈ Hp��$

�� ��� �'��
����� Al ��
���, ��(���� ��	��� �A�G�9� ��	�� �����	
��

*��
 ������������ ���% : <��

 � H
p,p/�
x t $ ��
� � < γ < KUV{Aθ,  − Aθ}E

A� H
q,q/�
x t $ q � Al�KUV{Aθ,  − Aθ}$ ��
� KUV{Aθ,  − Aθ} < γ <  E

F� H
q−ε,�q−ε�/�
x t $ ��
� γ � KUV{Aθ,  − Aθ}$ �	� ε # ���

 ���	��

��
�� ��
�*���

��� ����������%

�� 0
� ������' ��������, �A� � ����

�'�� ��
������ �F� ����

������� �
�	����� ��
���� ��
��������

u���, t� � u�x��, t�, u�x��, t� � u�xx��, t�, � < t < T. �FF�

8 =��� �
���� �����
����� ��������� ��������

�� pβ�l−���t� ��	��

����
 ��	

√
A pβ�l−���t� �

√
B

π

T∫
�

(
t

τ

)	/� pβ�l−���τ�

τ − t
dτ � Q�t�. �F9�

.����
����� �������

��� ��������� �F9� ��	�� ������������


��� ��������� ��������

�� β��t� � pβ�l�t−
�
� � ��,	�� ��(���� β��t�$

������������'� ��� t � � �	���������� ����������
 ���
(� �	����

@'� � ����������'� ��� t � T % 8 =��� �
���� ������������ 7���@��

����� χ�z� � �z − T ��−θz−��θ, ��	��� κ ����� �%

5����

pβ�l−���t� �

√
A

B �A
Q�t�

−
√
B

π�B �A�
�T − t��−θt

�
��θ

T∫
�

Q�τ�

�T − τ��−θτ
�
��θ�τ − t�

dτ. �FB�
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1�� ��� Q�t� �����	
�*�� ������������ H���γ�/���, T �$ �� 7����

@�� pβ�l−���t�$ ���	����
����� 7����
�, �FB�$ �	��
�������� ��
����

/>�

	��� � ��������
�� ���γ�
� �� ���+ �����+ ������� ��, T �$ ��
���'+

�� ���@��% .��
���� 7����
� ����	���� �������
� ���� )�(� �� ����

@�+ ������� �������������� :C$ Z% C;<$ ��� � �'(�$ 
���� ��	��
$ ���
pβ�l−����� � pβ�l−���T � � �%

0�
��$ � ��
� 
���' ���% : <� � � ��
� ���������� γ/A <  − θ

� γ/A < �
� � θ ��� � < γ <  $ ��
����$ ��� � 7����
� �FB� 7���@��

pβ�l−���t� �	��
�������� ��
���� />�

	��� � ��������
�� γ/A%

1���� �������$ ��� �'��
����� ��
���,$ ���
�����'+ �J�$ � A�$

� 9�$ � C�$ � J�$ �A � � �AF�$ ��
���� 7���@�� β�t� �� ������������

H�p−��/���, T �$ �	��
���������� ��
�����

β�s���� � x
�s�
� ��� �s � �,  , . . . , l −  �, β�l−���T � � �.

5���$ ������	
���

 ������ �� Ǳ2��� ϕ�, ϕ� ∈ Hp0 p � Al� γ� +
��� /�� ��/
������

Al −  2��
��� ���� �F��$ �F �G�FA� �29����2�� %
�� $� 
��
 �������

2�������� H
p−�,�p−��/�
x t 0 2�
�����
��&9�� 2��
���� �F�$ �9��


�������� �� 6�
� ���	��
�*��$ ��� ϕ��x� ∈ Hp$ ϕ��x� ∈ Hp��$

��$ ��� � � ������ : < ���% ������� A�$ ��� �'��
����� Al ��
���,

��(���� ��	��� �A�G�9� ��	�� �����	
�*��
 ������������ H
p,p/�
xt %

)*+,#
+�#


�� Ǳ���#��� �
 $
� Ǳ���� �
 �
 =��
�������	 �
����� �� ��  �! "�
�#��������$�
�
��
�
�! � ��
!&'���! 
�"
����
��� �
���
� (( ���� ������� 56�� +;;+�
,� �� K �� 7� ��02+�

�� Ǳ���#��� �
 $
� Ǳ���� �
 �
 6�� ����	 
���
�� "�
�#��������� �
��
�
�� �
��
!&'���! 
�"
����
��� �
���
� � ������!�� �������
�!� �� �
:�'��� "
�%
���� 
�� "�
��$� � ���
�$� "�
! ��� (( ���� ������� 56�� +;;�� ,� �;� K ��
7� 280���

�� A������ �
� '�&��� 	
 ,�#��9� �
��$
��	
�� "
��#
�����
��� ,� +� Ǳ
��#
�%
����
�� l�����!� ?
��$
��� �� �"�9���	
�� *�
�9��� ��� ������ ���;�

�� ������� -
 -
 �
��
�
�! �����

�$� ��"�� ���#
�� "���#��  �! ������ ���
J���� ���� ��23�

�� Ǳ�M��&��N O
 ������
�� ������ ��
$��!

�� �
��
�
��� ��� ������ �����
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�� �
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�
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������������� ��	��� �������
Ǳ	�	���������� ��	������

��
���
�
� Ǳ�����	 � ����������
�	Ǳ�	������� ����� ��∗�

�� �� Ǳ� ��

8 ������$ ���	�
*����, ����
� ������ : <$ ��������� �������


������� ��������� ���������� ����	�� � ���������� ������
�����

=��
�@��$ �������'� � ����������� ������ �����
���'+ �������

�

�'+ ��������, :AGB<$ � ���*� ������ =��+ ��������, :;<%

z�

 ��������, �����' # �������
$ ��� �>�

	�������� �
���'

��(���, ������
������+ ��������, ����������� ���� ����������� ���

����� �� ��@�
��� ��������
� />�

	���$ � ���*� 7���' ��
���, ��
��

������%

8 ��
���� Q� � R�×��, T � ��	�� ������������
 ������� �������

��,

u�t � Lu�, −u�t � Lu�
(
L ≡ − ∂


∂x


)
. � �

��(���� ������' ��������, ������ �� ������������ />�

	���

H
p,p/

x t $ p � 9l � γ$ � < γ <  $ � �	��
�������� �
�	����� ����

�

�'� ��
������

u��x, �� � ϕ��x�, u��x, T � � ϕ��x�, x > �, �A�

� ��
����� ��
�������

∗� =�#��� "�  �
:�
� ��
����
����� �#
�����
�! =E� "
�$
���� >�
���
��%
���� =�����@ A�� "
����� ;/�;��;/�B�

2© ���* Ǳ
)
� �
 %




7C������
�� ��  ����� ������� HB

∂ku�

∂xk
��, t� � σk�− �k

∂ku�

∂xk
��, t� �k � �,  , A, F�. �F�

&�	�� ���	��
����
$ ��� ϕi�x� ∈ Hp�R� �i �  , A�% 1��	� 7���@��

ω��x, t� �
 

π

∫
R

U��x, tE ξ, ��ϕ��ξ� dξ,

ω��x, t� �
 

π

∫
R

U��ξ, T Ex, t�ϕ��ξ� dξ,

��
����� ��(������ ��������, � �$ �	��
����������� ��
����� �A�

� R% &�	�� ��

�����
�� �������

�'� ���	����
����� ��(���� 	
�

������' ��������, � ��

u��x, t� �

t∫
�

U��x, tE �, τ�α��τ� dτ �

t∫
�

U��x, tE �, τ�α��τ� dτ �ω��x, t�, �9�

u��x, t� �

T∫
t

U���, τ Ex, t�β��τ� dτ �

T∫
t

U���, τ Ex, t�β��τ� dτ � ω��x, t�,

�	� Ui �i � �,  , A� # 7��	������

��� � =
��������'� ��(���� &% Ǳ��

�� :C$ H$  <%

8 ��
� ����+ ����

����� :J$  �< �
������� αk$ βk �k � �,  � 	�
*�

�' �����	
�*��
 ������������ Hq �q � p−	

 �$ ������

α
�s�
k ��� � β

�s�
k �T � � � �s � �, . . . , l −  �. �B�

5� ��
���, ��
������� �F� ��
���� ������� �������

�'+ �����



H; Ǳ
/
� �� =�

����, � ����������� 3��
� ��������

�� αk$ βk�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�

v

(
�



) t∫
�

α��τ��α��τ�

�t−τ�
�
�

dτ � ω���, t�

� σ�

 v

(
�



) T∫
t

β��τ��β��τ�

�τ−t�
�
�

dτ � σ�ω���, t�,

− �
�v

(
�
�

) t∫
�

α��τ�

�t−τ�
�
�
dτ − σ�

� v
(
�
�

) T∫
t

β��τ�

�τ−t�
�
�
dτ

�ω�x��, t� � σ�ω�x��, t� � �,

− �

v

(
	



) t∫
�

α��τ�−α��τ�

�t−τ�
�
�

dτ � ω�xx��, t�

� −σ�

 v

(
	



) T∫
t

β��τ�−β��τ�

�τ−t�
�
�

dτ � σ�ω�xx��, t�,

π
� �α��t� � σ	β��t�� � ω�xxx � σ	ω�xxx � �.

�;�

0
� �	������ ������ ��	�� ������
 T �  % 5� ��������, �;� ��� ���

���� 7����
 ��������� ��������� 3��
� :9< ��
���� =�����
������

������� �����
���'+ �������

�'+ ��������,

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
A�α��t� � α��t�� � σ��β��t� � β��t��

−σ�
π

�∫
�

(
τ
t

)	/
 β��τ��β��τ�
τ−t dτ � d

dt

t∫
�

���τ�
�t−τ��/� dτ,

α��t� �
σ�
π

�∫
�

(
τ
t

)�/� β��τ�
τ−t dτ � − �

�
d
dt

t∫
�

���τ�
�t−τ��/� dτ,

√
A�α��t�− α��t��− σ��β��t�− β��t��

−σ�
π

�∫
�

(
τ
t

)�/
 α��τ�−α��τ�
τ−t dτ � − d

dt

t∫
�

���τ�
�t−τ��/� dτ,

α��t� � σ	β��t� �
�
�x	�t�,

�C�

�	�

xj�t� �
9

πv� ��j

 �

(
�− �jσj

∂jω�
∂xj

��, t�− ∂jω�
∂xj

��, t�

)
�j � �,  , A, F�.



7C������
�� ��  ����� ������� HC

8��	�� �����������

F i
��t� �

t∫
�

x
�i���
� �τ� − x

�i���
� ���

�t− τ�
�
�

dτ, F i
j �t� �

d

dt

t∫
�

x
�i�
j �τ�− x

�i�
j ���

�t− τ��−
��j
�

dτ,

F i
	�t� � x

�i�
	 �t�− x

�i�
	 ���, Gi

��t� �
d

dt

�∫
t

x
�i�
� � �− x

�i�
� �τ�

�τ − t�
�
�

dτ

�i � �, . . . , l −  , j �  , A�.

1�� ��� :9< xl−�
k ∈ Hqk $ qk �  � γ−k


 $ �� 7���@�� F l−�
k �t� �k � �,  , A, F�

�����	
�*�� ������������ H���γ�/
��,  �$ ������ F l−�
k �t� � O�t���γ�/
�

	
� ��
'+ t%

-' 	����'���� ������������� ��(���, αi$ βi ������' ��������,

�C� �� ������������ Hq �q � �p − F�/9$ p � 9l � γ$ � < γ <  �$ �	��
��

��������+ ��
����� �B�%

Ǳ��	��
�*��$ ��� 7���@�� αi$ βi �����	
�*�� �������� ����

���������% 1��	� �� ������� � ���������� ��������, ������' �C� �
��

	���$ ��� 	
� ���� ����' αi��� � �$ ����+�	��� � 	���������$ ����'

−σ�
π

�∫
�

β��τ�

τ
�
�

dτ �
 

A
x����, σ	β���� �

 

A
x	���. �H�

5� ������� � ����
��� ��������, ������' �C� �'������ �'��
�����

��
���,

σ�
π

�∫
�

β��τ� � β��τ�

τ
�
�

dτ � −x����,
σ�
π

�∫
�

β��τ�− β��τ�

τ
�
�

dτ � −x����.

�J�

Ǳ�� �'��
����� ��
���, �H�$ �J� ������� ��������, �C� ��*�� �����



HH Ǳ
/
� �� =�

�����
 ����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
A�α��t� � α��t�� � σ��β��t� � β��t��

−σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)�/
 β��τ��β��τ�
τ−t dτ � 9x′

����t
�/
 � F �

� �t�,

α��t� �
σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)�/� β��τ�
τ−t dτ � F �

� �t�,

√
A�α��t�− α��t��− σ��β��t�− β��t��

−σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)	/
 β��τ�−β��τ�
τ−t dτ � F �

� �t�,

α��t� � σ	β��t�− σ	β���� � F �
	 �t�,

� ��

Ǳ�
�*��

β���� �
 

π

�∫
�

F �
� �τ�

� − τ��/�τ
dτ −  

σ�
G�
����

� ����*��$ ��� =�� ��
���� =�����
����� ��
���� β�� � � �% 8 �����

	�
�$ ������ ��������� ������' �C� ���*� =�����
����� ���������

−σ�β��t� �  

π

�∫
�

(
 − τ

 − t

)�/�
α��τ�

τ − t
dτ � − 

A

d

dt

�∫
t

x��τ�

�τ − t��/�
dτ. �  �

Ǳ�	����
�� � �  � t � �$ � ���*� α��t� �� ������� ��������� � ��$ ���

=��� ���� � ��	� 7����
� :  $ �%  CC<

 

π

q∫
�

τa−�� − τ�b−�

τ − t
dτ

� ta−�� − t�b−� Zfq�bπ�− v�a�

πv�b −  �
v�a� b−  �F �A−a−b,  , A−bE  − t�,

� A�

��
����



7C������
�� ��  ����� ������� HJ

−  

π

�∫
�

α��τ�

� − τ�
�
�

dτ �
 

A
x�� �, � F�

�������$ �����	��$ =�����
����� β�� � � �%

8��	�� � ������� � �� ���'� �����'� 7���@��

Iβi�t� � βi�t�− βi���� − t� �i � �,  �.

1��	�$ �����

�����(��
 7����
�, � A�$ ���	������ � �� � ��	�

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
A�α��t� � α��t�� � σ�� Iβ��t� � Iβ��t��

−σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)�/
 �β��τ���β��τ�
τ−t dτ � 9x′

����t
�/
 � F �

� �t�

− ��σ�
	π �β���� � β�����F

(− 	

 ,  ,

�

 E t

)
t�/
,

α��t� �
σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)�/� �β��τ�
τ−t dτ

� F �
� �t� �


σ�
π β����F

(− �
� ,  ,

	
� E t

)
t�/�,√

A�α��t�− α��t��− σ�� Iβ��t�− Iβ��t��

−σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)	/
 �β��τ�−�β��τ�
τ−t dτ

� F �
� �t�− ��σ�

	π �β����− β�����F
(− �


 ,  ,



 E t

)
t	/
,

α��t� � σ	 Iβ��t� � σ	β����t� F �
	 �t�.

� 9�

0�
��$ ��
� l >  $ �� ���
��� �������	�'� � ��
�����'+ �������+

��������, � 9�% 5��� � ��	� 7����
� : A<

d

dt
:F �a, b, cE t�tc−�< � �c−  �tc−�F �a, b, c−  E t�, � B�



J� Ǳ
/
� �� =�

��
����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
A�α′

��t� � α′
��t�� � σ�� Iβ

′
��t� �

Iβ′
��t��− t−�/�σ�


π

�∫
�

�β��τ���β��τ�
τ�/��τ−t�

dτ

− t�/�σ�

π
d
dt

�∫
�

�β��τ���β��τ�
τ�/��τ−t�

dτ � x′
����t

−	/
 � 9x′′
����t

�/


�F �
� �t�− 
σ�

	π �β���� � β�����F
(− 	


 ,  ,
�

 E t

)
t−	/
,

α′
��t� �

t−�/�σ�
�π

�∫
�

�β��τ�
τ�/��τ−t�

dτ � t�/�σ�
π

d
dt

�∫
�

�β��τ�
τ�/��τ−t�

dτ

� �
�x

′
����t

−�/� � F �
� �t� �

�σ�
π β����F

(− �
� ,  ,

�
� E t

)
t−�/�,

√
A�α′

��t�− α′
��t�� − σ�� Iβ

′
��t�− Iβ′

��t��− t−�/�σ�

π

�∫
�

�β��τ�−�β��τ�
τ�/��τ−t�

dτ

− t�/�σ�
π

d
dt

�∫
�

�β��τ���β��τ�
τ�/��τ−t�

dτ � −x′
����t

−�/
 � F �
� �t�

− 
σ�
π �β����− β�����F

(− �

 ,  ,

	

 E t

)
t−�/
,

α′
��t� � σ	 Iβ

′
��t� � σ	β����− �

�x
′
	��� � F �

	 �t�.

� ;�

0
� 	�

��,(��� ��� ����	������ �	�� ��*��� ���,���� ������


������ �������
�% 6�
� ϕ�t� ∈ H��γ��,  �$ �� ���% : F$ A<�

d

dt

�∫
�

ϕ�τ�

τ − t
dτ � −ϕ���

t
− ϕ� �

 − t
�

�∫
�

ϕ′�τ�
τ − t

dτ. � C�

8 ��
� � C� �� ������� � ���������� ��������, ������' � ;� �
��

	���$ ��� 	
� ���� ����' β′
i� � � �$ ����+�	��� � 	���������$ ����'

σ�

�∫
�

Iβ��τ�

τ	/�
dτ � 9β���� � πx′

����, σ	 Iβ
′
���� � σ	β����−  

A
x′
	���. � H�

5� ����

�'+ ��������, ������' � ;� ����� �'��
����� ��
���,

σ�

�∫
�

Iβ��τ� � Iβ��τ�

τ�/

dτ �

 ;σ�
F

�β���� � β�����− 9πx′
����,

σ�

�∫
�

Iβ��τ� − Iβ��τ�

τ
/

dτ �

 ;σ�
F

�β����− β����� �
9

F
πx′

����.

� J�



7C������
�� ��  ����� ������� J 

1�� ��� ������	
��' ���������

F �−F/9,  ,  /9E t�−  � −FF � /9,  , B/9E t�t,

F �− /A,  ,  /AE t�−  � −F � /A,  , F/AE t�t,
F �− /9,  , F/9E t�−  � − 

F
F �F/9,  , C/9E t�t,

� ��
� 7����
' � C� ������� ��������, � ;� ��� �'��
����� ��
���,

� H�$ � J� ��*�� ���	������
 ����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
A�α′

��t� � α′
��t�� � σ�� Iβ

′
��t� �

Iβ′
��t��

−σ�
π

�∫
�

� t
τ �

�/
 �β′
��τ��

�β′
��τ�

τ−t dτ � 9x′′
����t

�/
 � F �
� �t�

� 
σ�
π �β���� � β�����F

(
�

 ,  ,

�

 E t

)
t�/
,

α′
��t� �

σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)�/� �β′
��τ�
τ−t dτ

� F �
� �t�− �σ�

π β����F
(
�
� ,  ,

	
� E t

)
t−�/�,√

A�α′
��t�− α′

��t�� − σ�� Iβ
′
��t�− Iβ′

��t��

−σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)	/
 �β��τ�−�β��τ�
τ−t dτ

� F �
� �t� �


σ�
	π �β����− β�����F

(
	

 ,  ,




 E t

)
t	/
,

α′
��t� � σ	� Iβ

′
��t�− Iβ′

����� � F �
	 �t�.

�A��

Ǳ�	����
�� �������� Iβ′
i�t� � β′

i�t� � βi��� � ������� �A�� � ���� � ��	�

7����
� � A�$ ��
����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
A�α′

��t� � α′
��t�� � σ��β

′
��t� � β′

��t��

−σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)�/
 β′
��τ��β′

��τ�
τ−t dτ � 9x′′

����t
�/
 � F �

� �t�,

α′
��t� �

σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)�/� β′
��τ�
τ−t dτ � F �

� �t�,

√
A�α′

��t�− α′
��t�� − σ��β

′
��t�− β′

��t��

−σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)	/
 β��τ�−β��τ�
τ−t dτ � F �

� �t�,

α′
��t� � σ	�β

′
��t�− β′

����� � F �
	 �t�.

�A �



JA Ǳ
/
� �� =�

1���� �������$ �' ��
���
� ��������� �A �$ ������� ����� ����,

*� ��	$ ��� � ���������

�'� ��������� � ��% c���� ��	��
$ ��� ���

�'��
����� ��
���,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

σ�
�∫
�

β
�s�
� �τ�−β

�s�
� ���

τ�/� dτ � Aσ�β
�s�
� ��� � πx

�s���
� ���,

σ	β
�s���
� ��� � �

�x
�s���
	 ���,

σ�
�∫
�

β
�s�
� �τ��β

�s�
� �τ�−β

�s�
� ���−β

�s�
� ���

τ	/� dτ

� 9σ��β
�s�
� ��� � β

�s�
� ����− 9πx

�s���
� ���,

σ�
�∫
�

β
�s�
� �τ�−β

�s�
� �τ�−β

�s�
� ����β

�s�
� ���

τ
/� dτ

� 

	σ��β

�s�
� ���− β

�s�
� ���� � 


	πx
�s���
� ���,

s �  , . . . , l − A,

�AA�

�' ���	�� � ������� ��������,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
A�α

�l−��
� �t� � α

�l−��
� �t�� � σ��β

�l−��
� �t� � β

�l−��
� �t��

−σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)�/
 β
�l−��
� �τ��β

�l−��
� �τ�

τ−t dτ

� 9x
�l�
� ���t�/
 � F l−�

� �t�,

α
�l−��
� �t� � σ�

π

�∫
�

(
t
τ

)�/� β
�l−��
� �τ�

τ−t dτ � F l−�
� �t�,

√
A
(
α
�l−��
� �t�− α

�l−��
� �t�

)− σ�
(
β
�l−��
� �t�− β

�l−��
� �t�

)
−σ�

π

�∫
�

(
t
τ

)	/
 β
�l−��
� �τ�−β

�l−��
� �τ�

τ−t dτ � F l−�
� �t�,

α
�l−��
� �t� � σ	

(
β
�l−��
� �t�− β

�l−��
� ���

)
� F l−�

	 �t�,

�AF�

�	�

β
�s�
� ��� �

 

π

�∫
�

F s
� �τ�

� − τ��/�τ
dτ −  

σ�
Gs
����, s �  , . . . , l −  . �A9�

!������$ ��� � �'(�$ ��� ��
���� �A9� =�����
����' β
�s�
� � � � � ���

s �  , . . . , l −  %
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0�
��$ ���	� ���'� �����'� 7���@��

pβ
�l−��
i �t� � β

�l−��
i �t�− β

�l−��
i ���� − t�, σ	β

�l−��
� ��� �

 

A
x
�l−��
	 ���

� ������� �AF�$ ��
���� ��������� ��	� � 9�% 1�� ��� 7���@�� α
�l−��
i $

β
�l−��
i �' ���� �� ������������ H���γ�/
$ �� ������� ��������� ��
��

�����, ������' ��������, �
�	���$ ��� 	�
*�� �'��
���
�� ��
����

σ�

�∫
�

pβ
�l−��
� �τ� � pβ

�l−��
� �τ�

τ�/

dτ �

 ;σ�
F

(
β
�l−��
� ��� � β

�l−��
� ���

)− 9πx
�l�
� ���.

�AB�

1��	� ��� �'��
����� �AB� � �������� ����� ���	�� � ������� �����

����, ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
A
(
α
�l−��
� �t� � α

�l−��
� �t�

)
� σ�� pβ

�l−��
� �t� � pβ

�l−��
� �t��

−σ�
π

�∫
�

(
t
τ

)�/
 �β
�l−��
� �τ���β

�l−��
� �τ�

τ−t dτ � IF l−�
� �t�,

α
�l−��
� �t� � σ�

π

�∫
�

(
t
τ

)�/� �β
�l−��
� �τ�

τ−t dτ � IF l−�
� �t�,

√
A�α

�l−��
� �t�− α

�l−��
� �t��− σ�

(
pβ
�l−��
� �t�− pβ

�l−��
� �t�

)
−σ�

π

�∫
�

(
t
τ

)	/
 �β
�l−��
� �τ�−�β

�l−��
� �τ�

τ−t dτ � IF l−�
� �t�,

α
�l−��
� �t� � σ	 pβ

�l−��
� �t� � IF l−�

	 �t�,

�A;�

�	� 7���@��

F
l−�
� �t� � F l−�

� �t�−  ;σ�
Fπ

(
β
�l−��
� ��� � β

�l−��
� ���

)
:F �−F/9,  , B/9E t�−  <t�/
,

F
l−�

� �t� � F l−�
� �t� �

9σ�
π
β
�l−��
� ���F �− /A,  , F/AE t�t�/�,

F
l−�
� �t� � F l−�

� �t�−  ;σ�
Fπ

(
β
�l−��
� ���− β

�l−��
� ���

)
F �− /9,  , C/9E t�t	/
,

F
l−�

	 �t� � F l−�
	 �t� � σ	β

�l−��
� ���t

�����	
�*�� ������������ H���γ�/
$ ������

F
l−�
j �t� � O�t

��γ
� � �j � �,  , A, F�
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/
� �� =�

	
� ��
'+ t%

0�����*�� ������������� 7���@�, α
�l−��
i �t�$ β

�l−��
i �t� �� ���������

���� Hq−�l−�� � ��
������, ������� ��������, �A;�%

5��
���� α
�l−��
i �t� �� ������' �A;�% 5����

K�β ≡ A�β�t�−  

π

�∫
�

B�t, τ��β�τ�

τ − t
dτ � �Q�t�, �AC�

�	�

�β�t� �
(
pβ
�l−��
� �t�, pβ

�l−��
� �t�

)
,

A �

(
σ� − σ� − A

√
Aσ	 σ� � σ�

σ� � σ� σ� − σ�

)
,

B�t, τ� �

(
σ��

t
τ �

�/
 � σ��
t
τ �

	/
 σ��
t
τ �

�/
 − σ��
t
τ �

	/


σ��
t
τ �

�/
 − σ��
t
τ �

	/
 σ��
t
τ �

�/
 � σ��
t
τ �

	/
 � A
√
Aσ��

t
τ �

�/�

)
,

�Q�t� �
(
IF l−�
� � IF l−�

� − A
√
A IF l−�

	 , IF l−�
� − IF l−�

� − A
√
A IF l−�

�

)
.

.������ �����
���'+ ��������, �AC� ��*�� ���������
 ����

K�β ≡ A�β�t�− B

π

�∫
�

�β�τ�

τ − t
dτ �

 

π

�∫
�

M�t, τ��β�τ� dτ � �Q�t�, �AH�

�	�

B ≡ B�t, t� �

(
σ� � σ� σ� − σ�
σ� − σ� σ� � σ� � A

√
Aσ�

)
, M�t, τ� �

B −B�t, τ�

τ − t
.

0
� ���� ����' �'	�
��
 +����������������� ����
 ���������K$

������(�� ������� �����
���'+ ��������, �AH� � ��	�

CK�β � C �Q�t�, �AJ�

�	�

C �

(
σ� � σ� � A

√
Aσ� σ� − σ�

σ� − σ� σ� � σ�

)
,

CA � A
√
A

×
(
σ�σ� − σ�σ	 − σ�σ	 − σ�σ� − A

√
Aσ�σ� σ�σ� � σ�σ� �

√
Aσ�σ�

σ�σ	 − σ�σ	 �
√
Aσ�σ� �

)
,
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CB � A
√
A

(
σ�σ� � σ�σ� �

√
Aσ�σ� �

� σ�σ� � σ�σ� �
√
Aσ�σ�

)
.

Ǳ�

����
 7����
�, ������������ Ǳ������� # &������� :A$ F$ ;<$ �'�

	�
�� +����������������� ����
 K� ��������� CK ������' �������

��, �AJ��

K��β ≡ aE�β�t�− bE

π

�∫
�

�β�τ�

τ − t
dτ, �F��

�	� E # �	������� �����@�$

a � σ�σ� � σ�σ	 � σ�σ� �
√
Aσ�σ� − σ�σ	,

b � σ�σ	 � σ�σ	 � σ�σ� �
√
Aσ�σ� − σ�σ�.

Ǳ�
������� ������� �����
���'+ �������

�'+ ��������,

K��β � �G, �G � aA−�

⎛⎝ �Q−  

π

�∫
�

M�t, τ��β�τ� dτ

⎞⎠ �F �

��	�� ��(��
 � �
���� 7���@�,$ ����������'+ �� ���@�+ ������� ��$ �%

0
� =���� ���	�� ����������
����7��� 7���@��

�{�z� �
 

Aπi

�∫
�

�β�τ�

τ − z
dτ.

1��	� ������� �F� ������ ��	{
�{��t� � a�bi

a−bi
�{−�t� �

�G�t�
a−bi , � < t <  ,

�{��t� � �{−�t�, t < �, t >  .

��(���� ��������, �F � =�����
����' ��(���� ��	��� ������ �FA�

��� 	���
����

��� ��
���� �{�∞� � �% ���������� k �  % 1�� ���

g �
a� ib

a− ib
� ei�πθ, θ �

 

π
LkZfq

∣∣a
b

∣∣
�

wM]

⎛⎝  

Aπi

�∫
�

bV g

τ − z

⎞⎠ � z−θ�z −  �θ,



J; Ǳ
/
� �� =�

� ��������� �
����$ � �
����$ ���	� a � b �	���� �����$ ������������

7���@�� X�z� ����� z�−θ�z −  �θ$ ��	��� ��	��� �FA� κ ����� − % 8

�
���� *�$ ���	� a � b ����'+ ������$ ������������ 7���@�� X�z� �

zθ�z −  ��−θ% .��
���� ����, ������ :A$ F<

�{�z� �
X�z�

Aπi

�∫
�

�G�τ� dτ

�a− bi�X��τ��τ − z�

��� ��
����
�∫

�

�G�τ�

X�τ�
dτ � �. �FA�

1��	�

�β�t� � �{��t�− �{−�t� �
 

A
�G�t� �

X�t�

Aπ

�∫
�

�G�τ� dτ

X�τ��τ − t�
. �FF�

R����
' �FA� ��*�� ������������
 ��� ����+�	���� � 	����������

��
���� �������������� �β�t� ��� t �  %

Ǳ�	����
�� � �FF� �������� �Gk�t�$ ���+�	�� � ������� ��������,

R��	��

��
�β �K∗k�β � �Q∗, �F9�

�	�

K∗k�β �
 

π

�∫
�

N�t, τ��β�τ� dτ.

8����� ����������'� � �����������'� ��(���� ������ ��������,

R��	��

�� �F9� ��	��$ �����	��$ �����	
�*��
 ������������ />�

�

	��� �� ���+ �����+ ������� ��,  �$ ��
���'+ �� ���@��% 8 ����� 	�
�$

7���@�� �Q∗ ��	��$ �����	��$ �	��
�������
 ��
���� />�

	��� �� ���+

�����+ ������� ��,  �$ ��
���'+ �� ���@��% R���@�� M�t, τ� �����

�����������'� ����������� ��� t � τ �� ���+ �����+ ������� ��,  �$ ���


���'+ �� ���@��% 8 ��
� ��������������+ ������ ����	���� ��������


�� ���� )�(� �� ���@�+ ������� �������������� :AG9< 
���� �'�����$
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��� M�t, τ�$ �Q∗ �� ���@�+ �$ ��	�� ����� ���� ��� t
�
��θ� − t�

�
�−θ �
�

t
�
�−θ� −t� ���θ$ ������ �������������� :F$ § B < �β�t� ∈ H

��γ
� ��,  −δ�$ �
�

�α�t� ∈ H
��γ
� �δ,  �$ �	� δ # ��
�*���

��� 7������������ ��
�� ���
�%

1���� �������$ �	��M�t, τ�$ ���� ��	��*�'� � ����	��*�'� ����

���������� ����	�� ���
(� �	���@'$ �	��
�������� ���� ��
�����$

�����'� ���
�	'������ �� =�� 7���@�� � ������ �������

�'+ �����

����, R��	��

��% &�
�� ���� :F$ §  � <$ ����� �����' ��������� �����

���������� τ ��*�� �������
�� �� ����	��*�'+ �������������,% 5�

�������'+ ���,��� �	��M�t, τ� � �����	���� �
��� �Q∗ �
�	���$ ��� ����
��� ����������'� � �����������'� ��(���� ������ ��������, R��	�

��

�� �F9� �� ���@�+ �$ ��	�� ���� ��� t
�
��θ� − t�

�
�−θ$ ��
� a � b

�	��������� �����$ �
� ��� t
�
�−θ� − t�

�
��θ$ ��
� a � b ������� �����%

8 ��
� 
���' � �����	
�*����� �
���� />�

	��� �������
� ����

)�(� �� ���@�+ ������� �������������� ���% : 9$  B<� ��� �'��
�����

����������� ��γ

 < �

� − θ �θ < �

 � ��
����$ ��� ��(���� ��������,

R��	��

�� �F9� �����	
�*�� ������������ H
��γ
� ��,  � � ����������

� ��

 �� ���@�+ �$ ����	�� ��γ

 % )���� ����$ ��(���� ��������,

R��	��

�� �F9� �	��
�������� ��
���� />�

	��� � ��������
�� �
� −θ

���  − 9θ < γ <  � ��
���� />�

	��� � ��������
�� �
� − θ − ε ���

γ �  − 9θ%

1���� �������$ ��� �'��
����� ��
���, �H�$ �J�$ � H�$ � J�$ �AA�$

�AB� ������� ��������, �F9� =�����
����� ��+�	��, ������� ��������,

�;�% Ǳ�� =��� ������� �'��
����� ��
���,

σ	β
�s�
� ��� �

 

A
x
�s�
	 ���, β

�s�
� � � � � �s � �,  , . . . , l −  �, �β�l−��� � � �.

�����(�����
 ������' ��������, R��	��

�� �F9� �
�	��� �� �	���

���������� ��(���� �������, ��	��� � �G�F� � �	����������� ���	�����


���� �+ ����� �����@��
'% !������� 7���@�, �β�s��t� ����	�
�����

�� 7����
� 1�,
���

�β�s��t� �

l−�∑
k�s

�β�k����

�k − s�y
tk−s �

 

�l − A− s�y

t∫
�

�t− τ�l−�−s�β�l−���τ� dτ, �FB�



JH Ǳ
/
� �� =�

�s � �, . . . , l − A�.

1��	� 	
� �'��
����� ��
���, β
�s�
� � � � � ��� s � �, . . . , l − A ����+��

	��� � 	���������$ ����'

� �

l−�∑
k�s

β
�k�
� ���

�k − s�y
�

 

�l − A− s�y

�∫
�

� − τ�l−�−sβ
�l−��
� �τ� dτ �F;�

�s � �, . . . , l − A�.

Ǳ�	����
�� �������� 7���@�, �β�s��t� � ��
���� �H�$ �J�$ � H�$ � J�$ �AA�$

�AB�$ ��
���� 9l ��
���, �����(������ ��	��� � �G�F� � ������������

H
p,p/

x t % P�� ��
���� ��������� ����

Ls�ϕ�, ϕ�� � �, s �  , . . . , 9l. �FC�

5���$ 	�������

 ������� Ǳ2��� ϕ�, ϕ� ∈ Hp �p � 9l � γ�� +
��� /�� ��/
������

9l 2��
��� �FC� �29����2�� ����������
� ������� 2�������� � �0 2�
8

�����
��&9�� 2��
���� �A�$ �F� �! /�
��������� �θ � �
π LkZfq

∣∣a
b

∣∣ < �

 �

 � H
p,p/

x t 0 ���� � < γ <  − 9θ<

A� H
q,q/

x t 0 q � 9l�  − 9θ0 ����  − 9θ < γ <  <

F� H
q−ε,�q−ε�/

x t 0 ���� γ �  − 9θ0 ��� ε 6 � 
�� 2�
��
 ����� /
�
8

5�������� /
��
������


��������� 6�
� �'��
���' ��
���� ������' ��� θ � �

 $ ��$ ���

�������� � : ;$  <$ �	���������� ��(���� ��	��� � �G�F� ���������� ��

�������� ������������ H
p,p/

x t ��� �'��
����� ;l�A ��
���, ��	� �FC�%

Ǳ����� �� 0
� ������' ��������, � � � ����

�'�� ��
������

�A� ���������� ��
���� ��
������� �F� ��� σ� �  $ σ� �  $ σ� � − $

σ	 � − . 8 =��� �
���� ������� �����
���'+ ��������, �F � ��	��

����
 ��	

�
√
A �  �E�β�t�− �

√
A �  �E

π

�∫
�

�β�τ�

τ − t
dτ � �G �FH�
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� �	���������� ��(���� ��+�	��, ��	��� ���������� ��� �'��
�����

;l � A ��
���, ��	� �FC�%

Ǳ����� �� 0
� ������' ��������, � � � ����

�'�� ��
������

�A� ���������� ��
���� ��
������� �F� ��� σ� �  $ σ� � − $ σ� �  $

σ	 � − . 8 =��� �
���� ������� �����
���'+ ��������, �F � ��	��

����
 ��	

�
√
A−  �E�β�t�− �

√
A �  �E

π

�∫
�

�β�τ�

τ − t
dτ � �G, �FJ�

θ �
 

π
LkZfq

√
A−  √
A �  

≈ �, �B9 < �, AB,

� �' ��+�	���� � ��
����+ 	��������, ������'% 6	���������� ��(��

��� ��+�	��, ��	��� ���������� ��� �'��
����� 9l ��
���, �FC�%

)*+,#
+�#
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 7�
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�� �
��$
��	
�� �
��
�
�!� ��� ������ ��82�
�� �������� �
 	
 Ǳ�
�#��������� �
��
�
�! � ��
!&'���! 
�"
����
��� �
�%

��
�� ������#�
��� ������ ��23�
�� -��� �� �
 �
 4
����� �� ��� �� ���#� 
��� $
�
�9���  �! D���"��������

������ �
��
�
��� ������#�
��� ������ �����
�� ���
� �
 Ǳ
 7������ ��
$��!

�� �
��$
��	
�� �
��
�
��� ��� ������ ��82�
�� P7K7 D
 j[O RSNTOUVU XNMpQVUM\QOU pY hQONSY PNM\NSMN RUS [MQ POQWWU pY UZ[QxYNMY

RQSQTNOYP`U OYMUQSY (( sMM� _Q\� c[SQ sRRO� ��3�� b� /�� c� +8�0+���
	� P7K7 D
 j[ [MQ UZ[QxYNMU RQSQTNOYP`U MNM OYMUQSU pUO Z[QS\N NSpYMU (( yUMp� jUV�

eQP� jPY� zMYh� .Q]OYQSY� ��3�� b� +�� K �0/� c� ��80�82�

� ���������� �
 	
 < �
����� �� ����  �! ��
��
�� �
��
�
�� �#'�$� �� � ((

,
� ���� �
0�� ��� J� F� 7�������� ��83� ,� 2�� 7� �0�8��
��� :�&U+������ !
 	
� ���������� �
 	
� V����B��� �
 �
 k�
��
�� � �������%


��
�� �
��
�
�! "�
�#��������$� ��"�� ��� ������ ��8��
��� A������ �
� '�&��� 	
 ,�#��9� �
��$
��	
�� "
��#
�����
��� ,� +� Ǳ
��#
�%

����
�! l�����!� ?
��$
��� �� �"�9���	
�� *�
�9��� ��� ������ ���;�
��� ������� -
 -
 �
��
�
�! �����

�$� ��"�� ���#� "���#�  �! ������ ���

J���� ���� ��23�
��� Ǳ�M��&��N O
 ������
�� ������ ��
$��!

�� �
��
�
��� ��� ������ �����



 �� Ǳ
/
� �� =�

��� Ǳ���� �
 �
 < "�
��� �
����� �� ���  �! "�
�#��������$� �
��
�
�! � ��
!%
&'���! 
�"
����
��� �
���
� (( n�
����� �"���
�� �
� �� ������#�
���
����� J�"� �;+� 7� �;;0����

��� Ǳ���#��� �
 $
� Ǳ���� �
 �
 =��
�������	 �
����� �� ��  �! "�
�#��������$�
�
��
�
�! � ��
!&'���! 
�"
����
��� �
���
� (( ���� ������� 56�� +;;+�
,� �� K �� 7� ��02+�

��� Ǳ���� �
 �
 =��
�������	 �
����� �� ��  �! "�
�#��������$� �
��
�
�! �
��
!&'���! 
�"
����
��� �
���
� ������$� "�
! �� ( =� � :�

� >7�#�
���� :�

��@� ������#�
��� ��22� 38 �� n�"� � J?�?,? ;���+�22� K 28/80
l22�

�� ������ �� 
��
�
 ���� ��



��� ��3��4�

��
�������
� �  ����
����� ���
��� ��
���� ��	������

� ����	� ��	
��� ������
�� !� ��"
����

��������������� ������� ��������, ��������������� ����
������

����
dx� � x� − f�x��, dx� � x	 − b�x� − c�f�x��,

dx	 � x
 − b�x� − c�f�x��, dx
 � −b	x� − c	f�x��,
� �

�	� bi$ ci # ��������'�$ f�x�� # ������'���� 7���@��$ �	��
�����

������ ��
���� c��(�@�$ f��� � �% )���� ����$ ���	��
�*��$ ���

	
� ������' ��������, � � �'��
������ ��������'� ��
���� ����� #

/����@�% 8 ����
�+ : $ A< �����������
��
 ������� ��������, � � ���

���
���'+ ���	��
�*����+ ��������

�� �����, +������������������

���������% 8 	����, ����
� ���	��
�������$ ���

f�x�� � px� � α�x��,
α�x��

x�
→ � ��� x� → �,

b	 � pc	 � b� � pc� � �, c	 > �, p� − 9�b� � pc�� � �.

�A�

1��	� ���������

λ
 � pλ	 � �b� � pc��λ
� � �b� � pc��λ� b	 � pc	 � �

����� 	�� ��
��'+ ����� � λ� � λ� � γ < �% Ǳ�� ����+ ��
����+ ��	��

���
�	����
 ������� ��������, � � �� ��������������� ����,������


� @�
�� :F<%

. �����
� ��������������

y� � �γ	 � Fγ��x� � �γ� � Aγ�x� � �γ �  �x	 � x
,

y� � γ	x� � γ�x� � γx	 � x
, y	 � x	, y
 � x

�F�

2© ���* �
+�
	
� �
 ,




 �A �
'�
�
� ,� +�

�����	�� ������� ��������, � � � ��	�

dy� � γy� � y� −Aα�x��, dy� � γy� −Bα�x��,

dy	 � y
 − c�α�x��, dy
 � −c	α�x��,
�9�

�	� B � γ	 � γ�c� � γc� � c	$ A � B � Fγ� � Aγc� � c�%

8��	�� ������������ ω� � −γc	$ ω� � �γ �  �c	$ r � γ�c	%

 ������ �� Ǳ2��� ��/
����� 
$
$9����� 2��
��� #�2�� 6 72�8

��(�0 2��
��� �A� � 
��� �! ����� 2��
���:

 � A < �, ω�B < �, l � γ�
ω�ω�
AB

− ω��
9A�

> �<

A� A > �, ω�B > �, l > �, lr � γω�ω�

[
ω�
B

�
γω� − ω�
Aγ

]
> �<

F� A < �, ω�B > �,
[
γ�
ω�
B

�
ω�
9A

]
r � γω�� > �<

9� A > �, ω�B < �,
[
γ�
ω�
B

�
ω�
9A

]
r � γ

A

B
ω�ω� < ��

+
��� ��� ����/�
��"�� 
� 2��
�"��
��� � (��
� �2���
�
 ����8

��� ������� 2�������� � � ��
$%
���
 � �
����
"�
 ��/
������ 2��
8

���

bUK
|x�|→∞

⎡⎣|α�x��|� x�∫
�

α�s� ds

⎤⎦ � ∞. �B�

���������	
���� 8��
��� 7���@��

V �
 

A

(
l�y

�
� � l�y

�
� � y�


)
� r

x�∫
�

α�s� ds �;�

� ��,	�� �������	��� �� t$ �'���
����� � ��
� ������ ��������, � �$

�9�% 6� ��*�� ���	������
 � ��	�

dV � γl�y
�
��l�y�y��γl�y

�
�−�Al��ω��y�α�x��−�Bl��ω��y�α�x��−rα��x��

�C�

� ������ ��*	�����

−c	y
 � r�x� − px�� � ω�y� � ω�y� � �. �H�



���
�"��
��� � (��
� 
��
� �������  �F

R���@�� �C� ����@���

��$ ��
�

l � γ�l�l� −  

9
l�� > �, l� > �,

lr �
 

9
γl��Al� � ω��

� �
 

9
γl��Bl� � ω��

� −  

9
l��Al� � ω���Bl� � ω�� > �.

�J�

8� ���+ ���'��+ �
����+ � �������� l�$ l� ���
��� �'��*����

l� �
ω�
|A| , l� �

|ω�|
|B| .

1��	� � ��
� ��
���, ������' 7���@�� dV ����@���

��$ � 7���@�� a

����	�
���� ��
�*���

��% 6�
�

±∞∫
�

α�s� ds � ∞,

�� 7���@�� V ���������� ��

(�� �$ �������� ������� &����(��� #

)���������� :F<$ 	���*�� ��������������� ����,������
 � @�
�� ���


����� ��(���� ������' � �%

6�
�
±∞∫
�

α�s� ds < M <∞, bUK
|x�|→∞

|α�x��| � ∞,

�� �� ��*	����� �H� �
�	��� �������������


|x� − px�|,

������$ 	
� 
���, ��
�*���

��, ��
����������� |x��t�| ���������

��% 1���� �������$ 
���� ��
�*���

��� ��
����������� ���������

��$ �
�	�����

��$ ��
���� ��(���� ������' ��������, � � ����,����

� @�
��% 0������� 	�����������
 ��
���, �B�%

1����
 	���*�� ����+�	�����
 ��
���, �B� �� ����������$ �% �%

����


|α�x��| � M,

±∞∫
�

α�s�ds � M <∞. � ��



 �9 �
'�
�
� ,� +�

8��
��� ��
�*���

��� ��
����������� � ����

�'�� 	���'��

x�� � �, x�
 � c	��AM � �γ��
 

|γ|M�|B|� |γA|��M

∣∣∣∣ � γ

γ

∣∣∣∣ |B|E �  �

x��$ x
�
	 ��+�	���� �� ��������, y�� � �$ y�� � �% 5� ����'+ 	��+ �������

��, ������' �9� ��,	�� �@���� 	
� |y��t�|$ |y��t�|$ � y
 �� ���������

dy

dx�

�
−c	α�x��

x� − px� − α�x��

��� x� − px� � AM % 1��	� �����

|y��t�| �  

|γ|M |B|, |y��t�| �  

γ�
M�|B|� |γA|�,

y
�x��t�� � x�
 − c	.

2���	�$ ����'��� �H�$ �  �$ ��	�� ����


x��t�− px��t� � AM �  

��� ���+ t � t�% 1�� ���'�

dx� � M �  , x��t� → �∞ ��� t→ �∞.

.
�	�����

��$ ������������� ����, ��
����������� ������������ ���

��,������� � @�
�� � �����'���� ���������
 ��(��� ���	��
�*����

� ��% 1������ 	������� ��
����
�%

 ������ �� Ǳ2��� ��/
����� 
$
$9����� 2��
��� #�2�� 6 72�8

��(�0 2��
��� �A� � 
��� �! ����� 2��
���:

 � A � �0 ω�B < �0

l � l�

[
−γ�ω�

B
− l�

9

]
> �, l� > �, lr −  

9
γω��

ω�
B

> �E

A� A � �0 ω�B > �0 l � l�

[
γ�
ω�
B

− l�
9

]
> �0 l� > �0

lr �
 

9
γω��

ω�
B

� γl�ω
�
� −

 

A
l�ω�ω� > �E



���
�"��
��� � (��
� 
��
� �������  �B

F� A � �0 γ � − 0 B 	� �0 l � l�

[
c	
|B| −

l�
9

]
> �0 l� > �0

l −  

9

c�	
|B| −

 

9
l�c	� � TqVB� > �.

+
��� ��� ����/�
��"�� 
� 2��
�"��
��� � (��
� �2���
�
 ����8

��� ������� 2�������� � � ��
$%
���
 � �
����
"�
 ��/
������ 2��
8

��� �B��

���������	
���� 0�����������
 ��
���, �B� 	���*�� � �����

�
� 7���@�� �;�% Ǳ�� �'��
����� ��
���,  $ A ������' � �������� l�

���
��� ���
� |ω�|/|B|% 8 �
���� F ����


l� �
ω�
|B| �

c	
|B| .

1��	� � ��
�

r > �,
α�x��

x�
> �

7���@�� dV ����@���

��$ � ���� 7���@�� a 
��� ���������� ��

�

(��$ 
��� ��*�� 	������
 �������������
 
���, ��
�*���

��, ���


�����������% P��� 	����'������ 	�����������
 ��
���, �B� ������'%

4���+�	�����
 ��
���, �B� 	����'������ ���
������ 	�������

����

������'  %

 ������ �� Ǳ2��� ��/
����� 
$
$9����� 2��
��� #�2�� 6 72�8

��(�0 2��
��� �A� � 
��� �! ����� 2��
���:

 � B � �, A < �<

A� B � �, γ� > A > �<

F� A � �, B � ��

+
��� ��� ����/�
��"�� 
� 2��
�"��
��� � (��
� �2���
�
 ����8

��� ������� 2�������� � � ��
$%
���
 � �
����
"�
 ��/
������ 2��
8

��� �B��

���������	
���� 0���*�� 	�����������
 ��
���, �B�% Ǳ���


��������������� ������ ����� ��
���,% 8��
��� 7���@�� V $ ����	��


����� ���������� �;�$ �	� l�$ l� ����	�
����� ����

l� � −ω�
A
,

(
γ�l� �

 

9

ω�
A

)
r �

 

9
γω�� > �.



 �; �
'�
�
� ,� +�

1��	� �'��
������ ����������� �J� � 7���@�� dV ����@���

�� � ���

�������� � ��

 ���$ �	� ��� @�
'+ ��
����������,%

Ǳ���
 �'��
������ ������ ����� ��
���, � l� � ω�

A $ � l� # 	�����

����� ��

(�� ����������% Ǳ�� ����+ ��
����+ ��*�� �������
$ ���

�'��
������ �����������

lr � γl�ω
�
� �

 

9
ω�
ω�
A

�γω� − Aω�� > �.

8 ��
� �'��
����� ���
�	���� ����������� 7���@�� dV ����@���

��%

6�
� A � �$ B � �$ �� � 7���@�� V $ ����	�
����, ���������� �;�$

���
���

l� � −ω
�
�

γr
, γ�l� > KLM

{
ω�ω�
r

,−γω
�
�

r
,−ω

�
�

γr

}
.

1��	� 7���@�� dV ��	�� ����@���

��, � ���������� � ��

 ���$ �	�

��� @�
'+ ��
�*���

�'+ ��
����������,%

8� ���+ ���+ �
����+ 
��� 7���@�� V ���������� ��

(��$ 
���


���� ��
�*���

��� ��
����������� ����������% P��� � 	����'���

���� 	�����������
 ��
���, ������'%

0�������

���� ����+�	������ ��
���, �B� ������' �����	���� ��

����������% Ǳ�� �'���� ����

�'+ 	���'+ ��
����������, � ������

���� �  � A � B ���������� �+ ���������������� ����������$ ����

����'�� � �������% 4�������$ � �
���� A � �$ B � � � ��
� ��
���,

y�� � �$ y�� � �$ y��t� � �$ y��t� � �% 1���� �������$ ������� F 	�������

��
����
�%

)*+,#
+�#


�� ��N����� "
 �
 <# ������������ � 9���� � 
�� ������� ����
�� �
��
�
�� �
������ ���"����
�� ��

�� (( ���� ������� 56�� +;;+� ,� �� ��"� �� 7� ��0���

�� ��N����� "
 �
 F���"���������! �����������	 � 9���� � � 
�� �
���������
������ (( ���� ������� 56�� +;;+� ,� �� ��"� +� 7� �;+0��;�

�� %��������� �
 �
 ������
�� �� ��� ���
�� ������������  ��:�
�!� ��� E��%
���$��� ��3��

�� ������ 	 ���
��
 ���� ��



��� ��3�����>

��	���� �	�	�� ��� ���
�������
Ǳ	�	���������� ��	������

� ���������� �	Ǳ�	�������
������� � �������� ���������

������	���∗�

�� �� !���#$���

8 ��
���� Q � �|y| < ∞� × �� < t < T � ���������� �����
�����

������
������� ��������� � ���������� ������
����� ��������

TqV yut � uyy �
k

y
uy, � �

�	� k � Aα−  � � < α <  ��
����� ��������'��%

2������$ ��� � �
���� 7���@�� v�x, t� � u�TqVxA
√|x|, t� �����

����� � � =�����
����� �'��*	�������� ��������� � ����������

������
����� �������

vt � xvxx � αvx, x 	� �,

� � �
���� 7���@�� v�x, t� � u�TqVx�A/F�|x|�/	, t� � α � A/F ��� =������


����� ���������

xvt � vxx, x 	� �.

0
� ��(���, ��������� � � ����	�
�� ������������ />�

	���

H
p,p/�
k ���% : $ Z% AB<�%

������������ Ǳ
���
������� H
p,p/�
k $ � < γ <  − KLM�k, ��$

���'������ ����+��� ������������ 7���@�, u�y, t�$ ������'��'+ � Q

∗� =�#��� "�  �
:�
� ��
����
����� �#
�����
�! =E� "
�$
���� >�
���
��%
���� =�����@ A�� "
����� ;/�;��;/�B � $
�
��� 
����
� 56?,? A$� 5�����B�

2© ���* ,"(�-.	
� �
 �




 �H +2�����
� ;� ��

������ �� ����� �������	�'�� ��	� Dr
tD

q
y ��� Ar � q < p$ ��������

�������� �����

|u|�p�k,Q � 〈u〉�p�k,Q �

�p�∑
j��

∑
�r�q�j

∣∣Dr
tD

q
yu

∣∣���
k,Q

,

�	�

〈u〉�p�k,Q � 〈u〉�p�y,Q � 〈u〉�p/��
t,Q , 〈u〉�p�y,Q �

∑
�r�q��p�

〈
Dr

tD
q
yu

〉�γ�
y,Q

,

〈u〉�p/��
t,Q �

∑
�<p−�r−q<�

〈
Dr

tD
q
yu

〉� p−�r−q�χk
� �

t,Q
,

Dq
y �

{
B
�s�
k , ��
� q � As,

yk ∂
∂yB

�s�
k , ��
� q � As�  ,

Bk � ∂�

∂y� �
k
y

∂
∂y ��
����� ���������� &����
� � χ � :q/A− :q/A< �  /A<%

��(���� ��������� � � ������ �� ������������ />�

	��� H
p,p/�
k $

p � Al�γ$ �	��
����������� �
�	����� ����

��������'� ��
������

u�y, �� � ϕ��y�, y > �, u�y, T � � ϕ��y�, y < �, �A�

� ��
����� ��
�������(
u�−�, t�

��−y�k · uy��−�, t�

)
�

(
a c
� b

)
·
(

u���, t�
�yk · uy����, t�

)
, �F�

�	� a$ b$ c # 	�,������

�'� ��������'�$ l �  # @�
�� ���
�%

Ǳ�� c � � ���
�����'� �����'� ��	��� 	
� ��������� � � ����

��������
��
 � ������+ : $ A<% &�	�� ���	��
����
$ ��� c 	� �% Ǳ��

k � � ������� ������ :F<$ �	� �����������
��
 ��
���� ��
�������$

����������� ��
���� �������@����, ��������	��%

0
� �	������ ������ ��������� � � ��	�� ������������
 �������

� Q��

u�t � u�yy � �k/y�u�y, −u�t � u�yy � �k/y�u�y. �9�
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1��	� ������
����� ��	��� ����7����
������� �
�	����� ��������

��,�� 7���@�� u��y, t� � u��y, t� �� ������������ H
p,p/�
k �Q��$ �����'�

�	��
�������� ������� ��������, �9� � ����

��������'� ��
�����

u��y, �� � ϕ��y�, u��y, T � � ϕ��y�, y > �, �B�

� ��
����� ��
�������

�u� − au� − cDyu��|y�� � �, Dy�u� � bu��|y�� � �, � < t < T. �;�

6	�����������
 ������
����, ��	��� �������
������� ��������������

�� ��*	����

� � u� · �yku�t − �yku�y�y� �
yk

A
:�u��

�<t � yk�u�y�
� − �u� · yku�y�y,

� � u� · �−yku�t − �yku�y�y� � −y
k

A
:�u��

�<t � yk�u�y�
� − �u� · yku�y�y

�� ��
���� Q� � ����������� ��������������+ ����

�'+ ��
���, �

��
���, ��
������� ��� ab > � � bc � �%

Ǳ���
 7���@�� ϕi�y� �i �  , A� �����	
�*�� ������������Hp
k ��,∞�$

p � Al� γ ���	�� ������
$ ��� ϕi�y� �i �  , A� ���	�
*��' �� ��������

x < � � ��+�������� �����	
�*����� ������������ Hp
k $ ��% :9$ �% F9F<�$

� ����


D�s��
y ϕi�y�

∣∣
y��

� �, s � �,  , . . . , l. �C�

8 ��
� ����	� ���
�	������ ��	�� ��

�����
�� �������

�'�

���	����
����� ��(���, u� � u� ��������, �9� � Q�$ �	��
�������

���� ����

�'� ��
����� �B� : <�

u��y, t� �
− 

Akv��k �  �/A�

t∫
�

e−y�/
�t−τ��t− τ�−�k���/�ν�τ� dτ � ω��y, t�,

�H�

u��y, t� �
− 

Akv��k �  �/A�

T∫
t

e−y�/
�τ−t��τ − t�−�k���/�μ�τ� dτ � ω��y, t�,

�J�
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�	�

ω��y, t� �

∞∫
�

v�y, η, tE k�ϕ��η� dη, ω��y, t� �

∞∫
�

v�y, η, T − tE k�ϕ��η� dη,

v�y, η, tE k� � �At�−�y��−k�/�η���k�/�e−�y��η��/
tI�k−��/��yη/At�

�
ηk

Akv��k �  �/A�t�k���/�
e−�y��η��/
t

∞∑
n��

� /A�n�yη/At�
�n

�α�n�An�y
,

�α�� �  , �α�n � α�α�  � . . . �α � n−  � � v�α� n�/v�α�,

� Iν�x� ��
����� ��	�7�@��������, 7���@��, &����
�%

)���� �� ,��� '2� (�� ν�t� � μ�t� /�������5�� /�
��������2

Hq��, T �0 q � l −  � γ��α
� 0 � 2�
�����
��&� 2��
����

ν�s���� � μ�s��T � � �, s � �,  , . . . , l −  , � ��

�
 '2� (�� u� � u� � '
��2��% �H�$ �J� /�������5�� /�
��������2

H
p,p/�
k �Q���

0
� 	�������

���� =���� �����*	����$ �������� 	
� 7���@��

ν�t�$ 	��������� �����

�����
�� �������'� ����

�����$ �����', �'

�����	�� � ��	� �
�	����, 
���'%

)���� � : $ �
% A$ § A<% ,��� ϕ�y� ∈ Hp
k ��, L�0 ψ�t� ∈ Hp/���, T �0

i �  , A0 � ��/
���&��� 2��
��� �
����
�����

ψ�j���� � B
�j�
k ϕ�y�

∣∣
y��

, j � �,  , . . . , l, �  �

�
 2�������� ut � Bku �|k| <  � ����� ����������
� ������� u�y, t� ∈
H

p,p/�
k �Q��0  
�
�
� 2�
�����
���� 2��
����

u�y, �� � ϕ�y�, u��, t� � ψ�t�,

� �/��������� 
(�� �

|u|�p�k,Q � C
(〈ϕ〉�p�x,Q � 〈ψ〉�p/��

t,Q

)
.
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0�,������

�� ��k �  �/A � α�$

ψ�t� � u���, t� � −  

A�−�αv�α�

t∫
�

ν�τ�

�t− τ�α
dτ � ω���, t�.

5���

��� 7����
� �C� 	
� 7���@�� ψ�t�$ �����

ψ�s��t� � −  

A�−�αv�α�

⎡⎣ d

dt

t∫
�

ν�s−���τ� − ν�s−�����

�t− τ�α
dτ

�
s∑

i��

ν�s−i�����t−α��i−��

⎤⎦�

∞∫
�

v��, η, tE k�B
�s�
k ϕ�η� dη, s �  , . . . , l,

�
�	�����

��$ ψ�t� ∈ Hp/���, T � ��� ν�t� ∈ Hq��, T �$ q � l −  � γ��α
�

���% : $ �
% A$ § F<$ � ���*� �������  %B� � ��
���� ���
�������� �  �

�'��
���' ��� �'��
����� ��
���, ν�s���� � � �s � �,  , . . . , l−  �$ ���

� �������
��
%

Q	��
������� ��
����� ��
������� �;� ��� y � �$ ��
���� �
�	��

���� ������� ��������, �	
� α 	�  /A��

 

A�−�αv�α�

T∫
t

μ�τ�

�τ − t�α
dτ � x��t� �

a

A�−�αv�α�

t∫
�

ν�τ�

�t− τ�α
dτ � cν�t�,

μ�t� � bν�t� � x��t� � �, � A�

�	�

x��t� � aω���, t�− ω���, t�− c�Dyω����, t�, x��t� � Dy�ω� � bω����, t�.

5��
���� μ�t� � ������� � A�$ ��
���� ���������

ν�t� �

T∫
�

K�t, τ�|t− τ |−αν�τ� dτ � F��t�, � F�
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� ;� ��

�	�

K�t, τ� �

{ a
c·��−�α��α� ��� τ < t,

b
c·��−�α��α� ��� τ > t,

F��t� �
x��t�

c
−  

c · A�−�αv�α�

T∫
t

x��τ�

�τ − t�α
dτ

�����	
�*�� ������������ Hq��, T �$ q � l −  � γ��α
� %

5� ��������� � F� �
�	���$ ��� ν��� � � ���	� � ��

�� ���	�$ ���	�

T∫
�

K��, τ�ν�τ�

τα
dτ � F����, � 9�

� �� ������� ��������� ������' � A� # ���

μ�T � � � ⇔ bν�T � � x��T � � �. � B�

Q�������� � F� ��������

�� 7���@��

pν�t� � ν�t� � x��T �
t

bT

��*�� ���������
 ����

pν�t� �

T∫
�

K�t, τ�|t− τ |−αpν�τ� dτ � F̃��t�, � ;�

�	�

F̃��t� � F��t� � x��T �
t

bT
�

x��T �

bT

T∫
�

K�t, τ�τ |t − τ |−α dτ.

6�
� l >  $ �� ���
��� ����'� �������	�'� � ��������� � ;�% 5���

��

ν′�t� �

T∫
�

K�t, τ�|t− τ |−αν′�τ� dτ � F��t�, � C�

�	� F��t� ∈ Hq−���, T �%
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1���� �������$ ��� �'��
����� ��
���,

T∫
�

K��, τ�ν�s��τ�

τα
dτ � Fs���, bν�s��T � � x

�s�
� �T � � �, s �  , . . . , l − A,

� H�

���	�� � ���������

ν�l−���t� �

T∫
�

K�t, τ�|t − τ |−αν�l−���τ� dτ � Fl−��t�. � J�

5� ��������� � J� � �� ������� ��������� ������' � A� �
�	���$

��� 	�
*�' �'��
���
�� ��
����

T∫
�

K��, τ�ν�l−���τ�

τα
dτ � Fl−����, bν�l−���T � � x

�l−��
� �T � � �, �A��

s �  , . . . , l − A.

2������$ ��� Fs�t� ∈ Hq−s��, T �$ s �  , . . . , l −  $ # �������'�

7���@�� ��������

�� ϕi �i �  , A�%

8��	� ����� ������� 7���@��

pν�l−���t� � ν�l−���t� � x
�l−��
� �T �

t

bT
,

��
���� � �������� ����� �������

��� ��������� R��	��

�� ������

�� ��	�

pν�l−���t� �

T∫
�

K�t, τ�|t − τ |−αpν�l−���τ� dτ � F̃l−��t�, �A �

�	� F̃l−��t� ∈ H�γ��α�/���, T �%

R���@�� pν�l−���t� ��� ��	����, 7���@�� F̃l−��t� �� ������������

/>�

	��� H�γ��α�/���, T � ��	�� ���% :B$ �%  C;<� �	��
�������
 ��
����

/>�

	��� � ��������
�� �γ�Aα�/A �� ���+ �����+ ������� :�, T <$ ������

� ��
� ��
���, �A��

pν�l−����� � pν�l−���T � � �.
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5���$ ����������'� � �����������'� ��(���� ��������� R��	�

��

�� �� ���@�+ �$ T ��	�� ���� ��� t�γ��α�/��T−t��γ��α�/� � pν�l−���t� ∈
H�γ��α�/���, T �%

Q�������� R��	��

�� �A � ����� �	���������� ��(����% 8 �����

	�
�$ ��
� �	����	��� ��������� �A � ����� ��������

�'� ��(���� μ$

�� ��� ��	�� ��������

�'�� ��(������ �	����	���� ��������� � F�$

�% �% ������' � A�% 1��	� � ��
� �	������������ ��(���� ��+�	��,

��	��� �9�G�;� ����� ν ≡ �$ ��� � �������
��
%

.��
���� ����, ������ ���% :;GJ<�$ ����	� ��	�� �
�	����
 �����

��������� ��(���� ��������� R��	��

�� �A �%

Ǳ�	����
�� ��,	���'� �� 7����
� 1�,
��� �������� 7���@�,

ν�s��t� �
l−�∑
k�s

�− �k−s��x
�k�
� �T �

b�k − s�y
�T − t�k−s

− �− �l−�−s

�l − A− s�y

T∫
t

�τ − t�l−�−sν�l−���τ� dτ,

s � �,  , . . . , l− A,

� ��
���� � 9�$ � B�$ � H�$ �A��$ ��
���� Al ��
���, �����(������ ���

	��� �9�G�;� � ������������ H
p,p/�
k %

6�
� =�� ��
���� ���������
 ����

Ls�ϕ�, ϕ�� � �, s �  , . . . , Al, �AA�

�� 	�������

 ������� Ǳ2��� ϕk�y� ∈ Hp
k 0 p � Al� γ �k �  , A� � ab > �0 bc < ��

+
��� /�� ��/
������ Al 2��
��� �AA� �29����2�� ����������
� ����8

��� 2�������� � � � Q �! /�
��������� H
p,p/�
k �Q±�0 2�
�����
��&9��

2��
���� �A�$ �F��

)*+,#
+�#
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 Ǳ�
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�
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!&'���! 
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�� ������#�
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����
������� Ǳ��
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Ǳ���	���� 	������� 
��ǱǱ

%� �� %���
��

Ǳ���
 G # �������

��� p���������� ���
��� ������% Ǳ����	��

�������'� �����������$ ������'� � 	����, ����
�� HG�x� # �'����

=
������ x � ������ GE ��x� # ����	�� =
������ xE n�x� # =���������

=
������ xE G:pi< � {x | x ∈ G, ��x� � pi, i �  , A, . . . }E G:p< # ��*��,

�
�, �����' GE piG � {g | g ∈ G, g � pix, x ∈ G, i �  }%
����������� �� P
����� g ∈ G ���'������ 
�����
��� &������

���$ ��
�HG�p
ig�� � HG�p

i��g�$ i � �,  , . . . , n�g�−A$ �	�HG�g� 	� ∞%

2����	��$ ��� =
�����' ��*���� �
�� �����' G ����
���'% 6�
�

g ∈ G # ����
���', =
�����$ �� pig ��*� ����
���'� =
�����'$ �	�

i �  , . . . , n�g�−  $ � ���*� ��
� HG�g� � k$ �% �% g � pkx�$ �� x� ���*�

����
���', =
�����%

)���� � : <% ,��� @������ g /������
� �$����
� ��2//� G ���8

�� /
���
 p �  
��"�2& ���
�2 n0 �
 
� �
���5���� � (� ��"�� 
�

/���
� �������
� /
��� � pn�� ��2//� G%

)���� � :A<% ,��� G � F ⊕ G′ � F ′ ⊕ H 0 ��� F
∼
� F ′ � F 6
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�
5������ ��2//�0 �
 G′ ∼
� H %

)���� �� Ǳ
���2//� {a} ⊂ G0 ��� HG�a� � �0 �������� /�����

��������� ��2//� G �
��� � �
�� 
 �
���0  
��� a ���� ���2������

@�������

���������	
���� Ǳ���
 G � {a} ⊕ G′% [���$ ��� a # �����


���', =
����� �����' G% Ǳ���
 �����
 a ����,$ ��� HG�p
ia� �  �

2© ���* /��
�
� /
 �
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HG�p
i��a�$ �	� i � �,  , . . . , n�a�− A% ���������� =
����� c � pn�a�−�a$

c ∈ G:p<% 8 ��
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�
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���� Qn�t� ��������%
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�����'+ �+�� :B<% 8'����� ������������� ����� ωh × ωθ × ωτ �

ωh � {xi�� � xi � hi��, i � �, N� −  ,

x� � r�, xN� � r	, xN� � r
, N� < N�},

ωθ � {yj�� � yj � θj��, i � �,M� −  ,

γ� � �, yM� � ϕ�, yM� � π, M� < M�},
ωτ � {tk�� � tk � τk��, k � �,m, . . . , t� � �}

� ��������'�� (����� hi$ i �  , N�E θj $ j �  ,M�E τk$ k �  ,m$ ���

������������% Ǳ����

�� ������������� ������� ��	��� ��
���,��$

��������� ����	 �����@�, :B<% 8� ���������+ �����+ ����(�� �����

�'� ��������

�� ���+��+ �����@�, 
���

����	������'� ��������'�

�+��' ��������� ����� �� ��	���� � �� ��
��

C
(
xi, T̃

s
i,j

) T̃ s��
i,j − T k

i,j

τk
�

 

xi
Ihi

[
xi��/�

λ
(
xi��, T̃

s
i��,j

)
� λ

(
xi, T̃

s
i,j

)
A

× T̃ s��
i��,j − T̃ s��

i,j

hi��
− xi−�/�

λ
(
xi, T̃

s
i,j

)
� λ

(
xi−�, T̃

s
i−�,j

)
A

· T̃
s��
i,j − T̃ s��

i−�,j

hi

]
,

�B�

C
(
xi, T

k��,s
i,j

)T k��,s��
i,j − T̃ s��

i,j

τk
�

 

x�i
Iθj

[
λ
(
xi, T

k��,s
i,j��

)
� λ

(
xi, T

k��,s
i,j

)
A

× T k��,s��
i,j�� − T k��,s��

i,j

θj��

− λ
(
xi, T

k��,s
i,j

)
� λ

(
xi, T

k��,s
i,j−�

)
A

· T
k��,s��
i,j − T k��,s��

i,j−�

θj

]
,

�;�

�	�

xi−�/� � xi − hi/A, xi��/� � xi � hi/A,

Ihi � �hi � hi���/A, Iθj � �θj � θj���/A,

T k
i,j # ����������� � ����� �xi, yj� �� ��*��� ��������� �
��$ T k��,s��

i,j

# ���
�	�����

�'� ����
�*���� ����������' �� ���+��� ���������
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��$ T̃ s��
i,j # ����������

��� 7���@��$ ����'������ ���� �� �����

����'� ������
�����% 1��
�7��������� +������������� C�T �$ λ�T �

�������' ���������� �� ��	����$ ��� ��� ������� �������� �� ��	��

��� �+��� �����$ 	
� ������, ��
���� �	��

���� ���
����� ��������

���
�� � ���,��, �� ��	���� r	 �'��
������ �������������% 2����

����

�� T̃ s��
i,j $ T k��,s��

i,j =�� ��������� ����'������ 
���,�'��% 8

�������� ����

��, �����@�� ������� 7���@�� ����������' ���	'	��

���� (��� �� �������� T̃ �
i,j � T k��,�

i,j � T k
i,j % 5����@�� ������������

�� ��
���� �+�	�������

KLM
i,j

∣∣T k��,s��
i,j − T k��,s

i,j

∣∣ � ε.

��������', ���
�� ��
���� ���
����� �������� ���
�� � ��
�� � ����

|ϕ| � ϕ� �����'������ 	
� ����������

��, 7���@�� T̃i,j �

S�C��Ũ�
Ũ − Uk

τk
� A�π − ϕ��r�α��Ũ − T���

� Qk � Ar�

ϕ�∫
�

λ�x�, T̃�,j�
T̃�,j − T̃�,j

h�
dϕ, j � �,M�. �C�

T̃�,j � Ũ , j � �,M�, �H�

�	� Uk # ����������� ��
� �� ��*��� �������|�� �
��$ Ũ # �������

����

��� 7���@�� 	
� ����������' ��
�$ Qk # 7���@�� ���������

����� ���
��'	�
���� � ������ ������� tk%

4� ��*	�, �����@�� �������'� ��
���� �� �����	�'+ �����+���

���+ ���
�� � ���,�' �����
��� =77������� ����

�����
 ����	 ����

�����% !��� ������	�
���� ����������' T k
i,j �� ��*��� �������|��

�
��$ �� ��������� �B� ��
����� ������������ ������(���� 	
� �����

������

��, 7���@�� T̃i,j �

T̃i��,j � ξi��,j T̃i,j � ηi��,j , �J�

� ������� ���������'� ��=77�@����' ξi��,j $ ηi��,j ����	�
����� ��

�������'+ ��
���, 	
� ���+ i$ j%
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���

T̃�,j � ξ�,j T̃�,j � η�,j � ξ�,jŨ � η�,j , j � �,M�, � ��

�$ ��	������ �� � �C�$ ��
����� ��������� 	
� ����	�
���� 7���@�� Ũ �

S�C��Ũ�
Ũ − Uk

τk
� A�π − ϕ��r�α��Ũ − T���

� Qk �A
r�
h�

ϕ�∫
�

{
λ�x�/�, ξ�,jŨ � η�,j� � λ�x�/�, Ũ�

A
:�ξ�,j −  �Ũ � η�,j <

}
dϕ,

j � �,M�. �  �

8 ������(����+ �C� � �  � �������

�'� �'��*���� ������������ 	
�

�������' ������,% 4� ����� 	�
� ��� �������� ���	������'� 7���

��
'$ ����

������ ��������������� ��
��'� ����� �����%

2���	�
�� �� �  � Ũ $ �� � �� ��
����� �������� T̃�,j ��� j � �,M�%

2���

�'� �������� T̃�,j ��� j �M� �  ,M� ����	�
��� �� ����������

��
���� �� ���������, �����+����� ���
��$ �����	��, �� �������� �

��
��%

P77���������
 �
������� ��(���� �������, ��	��� �������
��


�'���
���

�'�� =�������������% -�	�

��� ��	��� �����
��
 �
��

	����� �������% !�	���
��
 7���@�� Q�t� � ����	�
�
��
 ��(����

f�ϕ, t� �����, ��	��� ��� 7������������ ��	���� R �r� < R < r	� �

����������� ���' ������% 8 	�

��,(�� =�� 7���@�� ��	�� ����

�

������ � �������� ����'+ ��+�	�'+ 	���'+ ��� ��(���� �������, ���

	���% Ǳ�
���� ������������
 ���
��'	�
���� � ���� 7���@�������

�������� ����������,$ 7���@�� Q�t� ���������
���
��
 ��� ����

���

����� �����������'+ 	���'+ f�ϕj , t�$ � � ϕj � ϕ�$ j �  , . . . , N %

8�� ������' �����	�
��
 ��� �
�	����+ �������������+ ������

��+� r� � �, � AE r� � �, � FE r	 � �, � ;E r
 � �, �FA�E ϕ� �  A◦% 8��
��
� ��	(������ �'��
���� �� ����
������� 7�����
����$ 	
� ��������

����������� ���
�7��������+ ���,��� �� ����������' ����� ��	

λ� � �, �C�T −  ���/ B�� �, FB �8�}� · ◦C��,
C� � �; ·  �−	�T − F�� � F� ·  �� �0*/�	 · ◦C��.
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�

λ� � F�, B�T −  ���/ B�� BB, B �8�}� · ◦C��,
C� � : , A ·  �−	�T − F�� � F, C< ·  �� �0*/�	 · ◦C��.

1����������'� 	���'� ��	���
��
 ��� R � �, � F;�$ � � ϕ � ϕ�$

� ��
�+ �����% ����

���' �������� � ����

�������� ���
������ ���


������� ����� ��	���� ����������' ������
�$ ��� 	
� ������������

�� ���������
���� 7���@�� ������������� ���
��'	�
���� 	��������

�� ��	���� �	��, 7���@�� ����������' � �����$ �����
�*����, ��

��� ���
�*���� �������� �ϕ � ��% 0�
�� ��� ������' �����	�
��
 �

����

�������� �����������'+ 	���'+ � �	��, �����%

����

���' �������� ��� ����'+ ��+�	�'+ 	���'+ ������
�$ ���

�
������ ����,��� � �(�����$ �������'� � ���
���@��, �'���
���

�

�'+ �
�������� �� ǱP8-$ ��� �����
��� � =��� �
���� ���������


�����@����', ���@��� �� ��'����� ��
����$ ��������

KLM
t

|Qk���t�−Qk�t�| < ε. � A�

8 �����������+ ���
�*����+ ������� ���	����
���$ ��� �
����

����� ����������� ����	����� ���
�7��������+ ���,��� �� ��������

���������
���� 7���@�� ���
��'	�
����% 4� ���% A ���	����
��� �����

����� 7���@�, ������������� ���
��'	�
����$ ���������
���'+ � ���

��

�������� ����	����'+ ���������'+� ���
�7��������+ ���,��� �

���������
���'+ � ������ �+ ����������� �� ����������'% Ǳ�� =���

����

����
��
 �	������'� �����������'� 	���'�$ ���������������

��
���,��, ��	���%

������' ������
�$ ��� � �
���� ��������� ���
�7��������+

���,��� 7�����
���� 	�  A ���@����� � ���
�	����� 	�������� ������

����� ��� A� 	�  B�◦.�$ ����	����� �����	�� � ��������� ���
������

����

����� ������� �� ������� ��(����% Q���	����� ���
�7������

���+ ���,��� ���
�$ �� ������, �������
��' ��
 � ���,��$ ���������

�

�� �
���� �� �������
 ���������
���� 7���@�� Q�t�$ ��� ��O��������
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���� 7���@�� ������������� ���
��'	�
���� Q�t�%

 # ������� 7���@�� Q�t�$ AGB # ���������
���'� Q�t�� A #

� ������ ����������� ���
�7��������+ ���,��� �� ����������

�'E F # ��� ����	����'+ ���
�7��������+ ���,����+E 9 #

��� ����	����� ��

�� ���,��� �������
� ���
��E B # ���

����	����� ��

�� ���,��� ��
� � ���,�'E ; # ����������� �

����� ������%

���
(�� ��������

�'� ���������� �	� A ���@������ ���
�7������

���+ ���,��� ���
� � ��������� 	�������� ����������% 1�� ��� ������

��� ���	����� ��� t � tm ����� ��
�$ �� ���@� ���������� �������
�

������� 7���@�� Q�t� �� ���������� ������������ � ����

���� ����
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��� =����������� �����������'� 	���'� ����� �����(�

�����$ �% �% 7���@�� f��, t� ��
����� � ���� ����� �����, ����� If��, t�

��� � ������
����� �(���� δT � δf��, t��

f��, t� � If��, t� � δT . � F�

0
� ���
�	������ �
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�� ��(���� ��������, �������, ��	��� �����(����� ���������
��
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� 	������ �
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 � ���
���'�� �������� ������	��


���� � ���
�	'��
��
 �� ����'� �����������'� �����������% ���

(���� ��	�

�'+ ��	�� ������
�$ ��� ������� � ���������� ������

����
�*���� 7���@�� ������������� ���
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���� Q�t� ���
����

���� �� �������� ��(���� ����� ��	����� ��	 ���������'� ��������

����������'% Ǳ�� ��

(�+ ������+ �����@�� ����
�*����� ��(����

����� ��

�� ��@�

������, +�������$ ��� ��
����� ����������'�
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����������, +�������������,
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����� ��
���� :9<

J :Q�t�< � δ�T , δ�T �

tm∫
�

σ��t� dt, � 9�

�	� σ��t� # 	�������� 7���@�� f��, t�% Ǳ��	��
�������$ ��� �(����

����������@�� ������, ��	��� δa � δT % 4� ���% F ��(���� ��������,
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����, �� ����
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�� �����*����% 4���� �������� ������

��, ���������,$ ��
� ���

�� �����	�� � ����(���� ����@��� ���������$ ��+�	���� �� �+���

X)�����Y :A<$ �% �%

sn��
���� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s�i−�/�, ��
� psn��

���� � s�i−�/�,

s−i−�/�, ��
� psn��
���� � s−i−�/�,

sn��
����, ��
� s−i−�/� < psn��

���� < s�i−�/�.

�J�

8'��*���� �J� ������������ �����, ����	�� ����������@�� �� ��
�

��+ �����*����% 5���	� �'���� ��
���� ����

�����
 ����������@��

X���� �� ������Y$ ������� ����', ����	��% 8 =��� �
���� ��*��
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� ;� ?�

��
�*��


sn��
���� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s�i−�/�, ��
� psn��

���� � s�i−�/�,

s−i−�/�, ��
� psn��
���� � s−i−�/�,

S̃n��
i−�/�, ��
� s−i−�/� < psn��

���� < s�i−�/�.

2�� =��+ �
���� ��*�� ��O�	����
 � �	��$ ���	� �������� ω ∈ :�,  <�

sn��
���� �

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s�i−�/�, ��
� psn��

���� � s�i−�/�,

s−i−�/�, ��
� psn��
���� � s−i−�/�,

ω ∗ sn
���� � � − ω�S̃n��

i−�/�, ��
� s−i−�/� < psn��
���� < s�i−�/�.

�S� 0
� ���,�� �'��
������ �	�� �� ������(���, �9� �
� �B�%

)�� ������
��
 �����$ =�� �����*�� ��

�� 	
� ���'���
'+ 7����

@�,% 8 =��� �
���� ��� �������, 	���������@�� ��������'+ ��*��

���	��
�*��
$ ��� � ���,�� �	���������� ������������ 	�� ����'�

��� ����', � 
��',$ �������� ��������������� �����'+ ����	�
�����

�������������� �'��*������

Dr �
ϕ
(
sn

i

)− ϕ
(
S̃n��

i−�/�

)
sn

i − S̃n��
i−�/�

, � ��

Dl �
ϕ
(
sn

i−�

)− ϕ
(
S̃n��

i−�/�

)
sn

i−� − S̃n��
i−�/�

. �  �

4�� ��	�� �����������
 ��

�� ��� �� =��+ ����'���$ �����', ����

�'���� � ��
� ��������, ����� � ������� UwVt$ �����

�� ������ �

=��� ��
� ��� ����+�	��� �'���
��
 ����� �������� ������

��, ���

�������,% -�*�� �������� ��������� ����� ���@�	��� ���
��� ����,�

������� =���� ����'�� � �'�����
$ ��	�� 
� �� ���	����
��
 ����,

�	����� ��
��$ ��
�� �����*���� �
� ����� ����,��� �+ ����
������%

8 ����������� �� ����

����� =���� ���
��� �
�	��� ����� ��������


��� �
� ���, �� �������'+ �'(� �
��������%

 % Ǳ��	��
�*��$ ��� ��������������, ����'� ��
����� �	����,

��
��,% 5���

���� 	
� ��
����' ���,��$ ����'�����, � ��
� �
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������� UwVt$ ��������� ����� ���@�	���$ � ������, �
�	��� ��
�*��


sn
������ � S̃n��

i−	/�% 8 =��� �
���� �'��*���� �;� ������ ��	

s�i−�/� � KLM
(
sn
����, S̃

n��
i−�/�

)
, s−i−�/� � KUV

(
sn
����, S̃

n��
i−�/�

)
,

� �C� 	���

psn��
���� � A ∗ Sn��

i−�/� − sn
������. � A�

A% 4����	�� �������
$ ��� � � �
���� ��
�' �����*���� �������

(���� �;�$ �C� � � �� ���*� �����	�� � ��������� � A�%

F% .����@��$ ���	� ����'�����, � ��
� UwVt ����'� �� ��
����

�� �� �	����, ��
��,$ �� ��
��, �����*����$ ���
�*����� ��	�

����

������������% 8 =��� �
���� ����

������ �	�� �� �
�	����+ �
���

������ �������,���', ����'��%

��� ���������� ����'�$ ��
�����', �� �����, ��
����� ���,���

Dr �
ϕ
(
sn

i

)− ϕ
(
S̃n��

i−�/�

)
sn

i − S̃n��
i−�/�

.

Ǳ��	��
�*��$ ��� ��������������, ����'� ��
����� �	����, ��
��,

�
� ��
��, �����*����% 5���

���� 	
� ��
����' ���,��$ ����'�

�����, � ��
� � ������� i$ ��������� ����� ���@�	���$ � ������,

�
�	��� ��
�*��
$ ��� sn
i−� � S̃n��

i−	/�% 8 =��� �
����

s�i−�/� � KLM
(
sn

i , S̃
n��
i−�/�

)
, s−i−�/� � KUV

(
sn

i , S̃
n��
i−�/�

)
,

psn��
i � A ∗ Sn��

i−�/� − sn
i−�.

�j� .����@��$ ���	� ����'�����, � ��
� i ����'� �� ��
�����

�� �	����, ��
��,$ �� ��
��, �����*����$ ���
�*����� ��	�

����

������������% 4�,	�� �� ������� :xi−�/�, xi< �������� ������

��, ���

�������, s�x∗�$ ��� ������� �� ������� :x∗, xi< ������,���', ����'�

����������� 
��� � �	����� ��
��$ 
��� � ��
�� �����*����% P�� ��*�

�� ��,�� ����	�� 	�
���� ������� ����
��% 4� ���%  $ A$ F ���	�����


��' �������������� ����

���' ����� �� ����, �+��� X���
��Y$ �a��

������@�� :F< � ����	� ��'*������ ��������% 4� �������+ 
������
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���%  % [���� �+���%

���% A% �a��������@��%

���% F% -���	 ��'*������ ��������%
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 GA ���7������ ���	����
��' ������	�
���� ���'��������$ ��
�����

�'� �������������� � ������' ������� t � �.�HAJF, �.AABHC% )��*����

� ���	�������� ���������' �������� ������� ��(����% )�� ��	�� ��

��������$ ������' ������
�$ ��� �
������ ��'*������ �������� ���


����� ��
�� ����'�$ ��� 	����� �������'� �+��' ������ �+���$ �a��

������@���%

)*+,#
+�#


�� �������� �
 �
� Ǳ���� �
 �
� ����N���� �
 �
 J���������	
�� ���� � � 
��%

�#���� �����
�: �
�� 
�*�� � $���� ������#�
��� ?� %�� 7< =F�� +;;;�

�� ������C��� �
 -
� ��������� 	
 	
 ������
�� �������� 
��
���
�� ����� >4�%
#�
�@ (( ���� �� ���
���
��� ���2� ,� �;� K �� 7� �;�0��8�

�� ������C��� �
 -
� %�������� �
 	
 ���� "
�:����$� "�
�
���  �! �����

�%
$� 
���
�! $�"�
#��������� �
��
�
��� ,��
�� ��$�
���  �! �� ���
���
�!
��
���9�� 
� D���
���� ������� +;;;� +3 �� AǱ
�"
�
� ?l=FC - H}ysg%+;;;%
;/B�

�� ������ �� ��
��
 ���� ��



��� ��3��:�	��4>


�	������ ��
�� � �������
��!!���� ����	��� � �	�	�	�


�Ǳ�������	
%� �� %���
��� �� �� Ǳ�����

0
� ����
�*������ ��(���� �������

�'� ����	�� : $ A<$ � ���*�

����
�*������ � ������� ��(���, �������'� ����	�� :F< ���
��'+ �

	�77������'+ ��	�� 	
� ��
����������'+ ���	 (����� ����������

�� ������� ��	���� ���
����� �
����� �
� ���������� �����������$

�������������� R�t�$ ���	������ ��� ���
�� ��
���' ������������

�
�� � ��	��	������� :9<% 1��*� � ������ :F< �'
� ��������$ ��� 	
�

��(���� ��	�� 	
� ��
����������'+ ���	 ��*�� ����(�� ��������


	������ 	�77����@�������� :B< � ��������� � �	����$ ���	
�*���'��

o% 5% &������ :;<%

1��	�@����� ���������$ ��� ��� ��	���� ���
����� �
����� R�t�

��+�������� ����

��� �����������$ � ���
� �� ���������������� ��

���	�
' R�t�$ ��
� ��������������� ���
���� ��	���$ �% �% �� =��,

�����@� ������� ��	����� �������'� ��
����$ ���������� ����

���

��
���� � ��
���� �� ������������� T �x, �� � T� � �∂T �x, t�/∂x�x�∞ <

∞$ ������� ��	

T �R�t�, t� � T� � ZeVTf,

(
∂T �x, t�

∂x

)
x�R�t�

� �. � �

8����� � ��� ��	���� ������� ��
���, � � 	
� ������ �
���� �� �����

������% 2	�� �� ������� 	����, ����
� � ������ :F< ������
 ��������

���

����
 ������� ��
���� �� � � ��� ��(���� ��	��� � ����������

���
�$ ������$ ��� ��(���� ���������

∂T �x, t�

∂t
� α

∂�T �x, t�

∂x�
� σα

2© ���* /��
�
� /
 �
� Ǳ��(
�  
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����+�	��� ��
���� T �R�t�, t� � T� �������
 ��
�����

T �R�t�, t� � T� � σαt.

8 	����, ����
� �' ����*��$ ��� � ��	���� ������� ��
���� � � �$ �% �%

��
���� (
∂T �x, t�

∂x

)
x�R�t�

� �, �A�

�� ����	� �����	���%

4���+�	��� �������
$ ��� ��
� ������� ��(���� ������ � ��	�

��
������$ �� ��� � �������

���$ ��� � � ��������� ����	�+ ��	��

������� ���������'� ��=77�@����' ��
����� ��+�	���� �� 	���
���

��

�'+ ��
���, ���� �A�$ ��*� ��	���'+ ��������(
∂iT �x, t�

∂xi

)
x�R�t�

� �, i � A, . . . , n−  . �F�

Q������ �������
$ ��� �� ����� 	�
� ��
���� �F� ��*�� ��
����
 	�7�

7����@��������� ���	'	���+ ��
���,% 4�������$ 	�77����@����

������ ��
���� � � �$ �����

∂T �R�t�, t�

∂R�t�
R′�t� �

∂T �R�t�, t�

∂t
�
∂T �R�t�, t�

∂R�t�
R′�t� � α

∂�T �R�t�, t�

∂R�t��
� �.

�9�

2���	� � ������ �A�$ ���	��
����$ ��� R′�t� # ������������ 7���@��$

��
���� (
∂�T �x, t�

∂x�

)
x�R�t�

� �,

� �% 	% .
�	�����

��$ ��
� ��
���� �A� ����������

��$ ��$ �����	��$

����������

�' ��� ��
���� �F�%

0�
��$ ��
� ������ ��
���� � � � ��	�� �	������'�$ �� =��� �'

� ��	�	�� ����� 	��*���� 
���, �������' �������� ���
����� ��
�$

�����', ����� ��	 �9�$ ��=���� ��	���� ��� �	���� ��
���� ���� �A�

������� 	���
����

���� �����������$ �� ������ �
���� �� �
�	��� ���

	����
 ���$ �% �% ��
���� �A�$ �������% .
�	�����

��$ 	
� ������
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�
���� ������� ����

�����
 ������ ��
���� �A� ��
���� �9�% 8 �����

� =��� ����+�	��� �	�
��
 �
�	����� ����� ���������%

8������'+$ ���������� �������

���� ����	� 	
� ��+ ��	��$ 	
�

�����'+ �� �'��
������ ��
���� � �$ ����	
���� 	�
*�� 	��
 ������

(���� ������'� ����

���'% 8�������$ ��
���� � � �'��
���' ��

�

�� 	
� ��+ ��	��$ ���	� ��	��� ���
����� �
����� R�t� ��
����� ���

�������, �����������, ���'�����,� 7���@��,$ � ��������� �
����

��
���� � � ����� � �� �'��
���
��% 8 ���������$ ���	� ��(����� ���

	��� � ����

��'� ���
��'� �������$ 	���� �'
� �������� : $ A<$ ���

�������

�', ����	 	��� �����(���� ������'� ����

���'% 8 ����

�� � =��� 1% /�	��� :A< ���'��
�� 	��
 ���
�� ������$ � ��
� �����

�'+ �������

�', ����	 ����'������ �����

�'� ��� ��(���� 	���

���� �
���� ��	�� � �����(���� ����� ��	����
$ ��� X������� ���	��

�� �'�������� ����	� �����(���� ����� 7���� ���7�
� ����������

T �x, t� � F �t��R�t� − x��/AλR�t� �� ������������� ��������� ���7�
�

���������� ��� ����

���� ���
���� ������ �� �����+�����Y$ +��� ���

� 	� ���@� �� �����'
 �������� ������� �(����% 0�
� � ���$ ��� ����

������ 7���� ���7�
� ���������� ��� ��� � ��
����� � ����

�������

�� ���	������'+ ��
���, 	
� 	������ �
���� ��	��$ � ������ ��
���,

� �% .�� /�	��� ������ � Q

�+�� :A< ���������
 ��� ���'����', ����

(�����', �������

�', ����	$ ����	�$ �����

�� �����������',$ �

������� ����

������ 	�� ���������� �	�� �� ��+ # �
����� ������

����� 	
� ��������, ����������

��, ��	���$ � �� ����� ��� 	����,

�������� ����	�
����� �� �������
� ���
����� ��
����%

8������'+$ 	�*� 	
� ��(���� ��	��$ 	
� �����'+ ��
���� �A�

������	
���$ �	����������� ���������� 	���
����

�'+ ��
���, �F�

��*� �� �
��(��� �������
 �������

���� ����	�$ =��� 7��� �'
 ��	�

����� 	���� ������� �������� : $ A<% 8 ����� � =��� �'
� ���	
�*��

�' ��������
���'� ���������� ����	'$ � ���������$ � ���@� C��+G�

����
� H��+ ��	�� ���(
��� ���� �����
��
 ����� �����, �����

��+

�������$ � ��� ���
� 8% 4��
� � /% 8�

�$ � �����'+ ��
���
 � ����

����� R�t� ���	
������� ������
 �� n ��	'������
��$ � ��*	�� ��
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�����'+ �'���'������ ������������(�, �������
 ���
����� ��
����%

`��� �������
 �
��(����� ��� ����� ��	+�	�$ � �������� ����� ���

��	+�	 ��
� ��� ��
������� �� ����	� ������'+ ��������,% 2�������

�(���� � �
���� �	������������ ���������� ��
���, �F� ���
�������

� ����(���� ����@���� 	�
*�� �'�
 �	�������� ��
������� 	���
���

��

�'+ ��
���, �� ����+ �����@�+% Ǳ�� ���
�	���� =���� ����@���

� ����

�������� ��
���, �F� �������'� ����	�� ��
����' ����'�

��(���� ��������������+ ���
��'+ ��	�� :F<%

0
� �

�����@�� ���	����������� ��
���, � � ���������� ����

���,(�� ��	�

 ���
���, ��	����

∂T �x, t�

∂t
� α

∂�T �x, t�

∂x�
, � < x <∞, t > �, �B�
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