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 ������ ����	 5����6�	�	 1�#� �)���	��-� � ���� �� �� �����% �� �0��

?�( ����� �( 5����6�	�	 1�#� �)���	�� @ �� ���" &Ǳ������� !��!�

 �-� �"��� ����� �0� !���	 &Ǳ�����0( ��6���	� �0�?��� �������	�

��������� �6��!����	� 5���	(���( $� ���/		- *	��6�����	 5$� &Q�

!�����	 � �6����	 ����	- *	�����	 51�)�� 2 ���� �� �� � �����

�����% �� !����" ���	�	� 5����6�	�	 1�#� �)���	�� &3��% ������

 �6�����-�

<� 	"��	 "�����	�����0#  ��!�(� ������ 	 ����	��� ��! ������"

����� �����	�� � 
6	���" 	 %����" �"� �������� ! �������  �����(�

?	# ����#�� � ��������� ����	�����( 	 �6.��������(  ����������	�

������� 	 6���������	�R

�� �� �������



��� ���������

���������	
� ������ ������
��� �������� 
��
���� Ǳ������
	 ��������	� ��Ǳ��������

������∗�

�� �� �������

Ǳ���� S@ ������0( 	������� �−�, �� ��	 Ox� Q@ ���"�������	�

S × ��, T �� � < T < T∞� 2 �6����	 Q ����"���	������ �������	�

�������� ���� �� � "���
.	"�� ���������	�" ���"��	H

Lu ≡ UVWxut − uxxx X f�x, t�. ���

5�?��	� u�x, t� �������	� ��� 	.�" ��	 �0������		 �������0# �����

�	(

u�x, �� X u��x�, x ∈ ��, ��, u�x, T � X uT �x�, x ∈ �−�, ��, ���

	 � ���� �0# �����0# �����	(

u�−�, t� X ux�−�, t� X u��, t� X �, t ∈ ��, T �. �E�

2 ��6��� Y�Z ��!��?	"���� �����������( ������( !� ��	  �� �����

���	� ��� ��� 	��� � �	���"� �	�������0# 	���������0# �������	(�

������� � ������ ��������0# ��?��	( � ��!����� 	 6�!������� ��!���

?	"��

2�� �" �6�!�����	�H �u, v� X
∫
�

u[v dx @ ��������� ���	!�� ��	�

� L��S�� Ǳ� �6�6.���0" ��?��	�" ������( !� ��	 ���D�E� ���	"��

�" ����/	
 u�x, t� ����
� ��� u ∈ L�
(
�, T L

◦
W �
��−�, ��

)
� ut ∈ L��Q� 	

∗� ������ ����	
�
� � ����� ���	������ ��Ǳ �����
�� � 
���
�����������
������ ����� �

������

�� ������� 
�  !!"# !$% ��& '������(��� $&%&$&)
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��������� �! "�����# ����$� 8

�0������� ��� �
.�� 	����������� ��% �����H

−
∫
Q

u�x, t� UVWx vt�x, t� dxdt −
∫
Q

ux�x, t�vxx�x, t� dxdt

T

�∫
�

u�x, T �v�x, T � dxT

�∫
−�

u�x, ��v�x, �� dx

X

∫
Q

f�x, t�v�x, t� dxdt T

�∫
−�

uT �x�v�x, T � dx T

�∫
�

u��x�v�x, �� dx �A�

 �� �
6�( ����/		 v�x, t� ∈ L�
(
�, T LW �

� �−�, ��
)
����(� ��� vt ∈ L��Q�

	
v�−�, t� X v��, t� X �, vx��, t� X �,

v�x, T � X �, � < x < �, v�x, �� X �, −� < x < �.
�9�

<6�!���	" ����! H �	��6������ ������������ ����/	( v�x, t� ∈
L�

(
�, T L

◦
W �
��−�, �� ∩ W �

� �−�, ��
)
���	#� ��� vt ∈ L��Q� 	 vx��, t� X ��

2 �������� ���"0 � H ��!�"�" ���	�	��

‖u‖H X
(‖u‖�L���,T �W �

� �−�,��� T ‖ut‖�L��Q�

)�/�
.

������
� Ǳ& �! f�x, t� ∈ L�
(
�, T L

◦
W−�
� �S�

)
' u��x�, uT �x� ∈ L��S��

(��� "�����) ����$� ���*�E� ����� �+�+,�--�� ����-�� u � .�� ���-�

 ��� L�
(
�, T L

◦
W �
��−�, ��

)
�

���������	
���� 2 ������������ H ����"���	" ����"��������

��
 6	�	��(��
 ���"�

aε�u, v� ≡
�∫
�

u�x, T �eγ�x���v�x, T � dxT

�∫
−�

u�x, ��v�x, ��eγ�x��� dx

−
∫
Q

eγ�x��� UVWx uvt dxdtT ε

∫
Q

utvt dxdt

−
∫
Q

ux�x, t��e
γ�x���v�x, t��xx dxdtT ε

∫
Q

uxx�x, t�vxx�x, t� dxdt �ε > ��
���



�� /-��.�- �� 
�

	 !� ��� � ��#�% ��		 ����/		 uε ∈ H H

aε�u
ε, v� X

∫
Q

eγ�x���f�x, t�v�x, t� dxdt

T

�∫
−�

eγ�x���uT �x� v�x, T � dxT

�∫
�

eγ�x���u��x�v�x, �� dx ���

 �� ���# v ∈ H � 2�.�������0( ����"��� γ 6� �� �06��� ��!%��

>���%�" �����������

|aε�u
ε, uε�| � c�‖uε‖�H . �=�

2������  ���%�" � �� ����"���������� ������������ 206���" γ < �

������ ��� e�|γ| � �� C�� �

�∫
−�

eγ�x���u� dx �
�∫

−�
u� dx. �8�

1����� �	�0 �����������

�∫
−�

u� dx � A

�∫
−�

u�x dx � =

�∫
−�

eγ�x���u�x dx ����

 �� ���# u ∈ W �
� �−�, �� ���	#� ��� u�−�� X u��� X �� >�(���	�������

������ �����������  ���!0������ 	�����	�����	�" �� �����"� �"��"

�∫
−�

u� dx X u�x|�−� −
�∫

−�
�uuxxdx,

���� � � �����" ����������� uux � ��/A�u� T u�x ��	 |x| � � �0�������

���
�∫

−�
u� dx � �

�∫
−�

|uux| |x| dx � �

�

�∫
−�

u� dx T �

�∫
−�

u�x dx.



��������� �! "�����# ����$� ��

������!�� ����� 	! ����������� �8� �����	"

�∫
−�

eγ�x���u� dx � =

�∫
−�

eγ�x���u�x dx, ����

��� 	 ���6��������

5���"���	" 	�������

I X −
∫
Q

ux�e
γ�x���u�xx dxdt, u ∈ H. ����

������	��� ���� �� �����"� 	"��"

I X −γ
�

∫
Q

(
Eu�x − γ�u�

)
eγ�x��� dQ.

������!�� ����������� ����� ��	#� 	" � �����������

I � −γ
�

∫
Q

u�x�E− =γ��eγ�x��� dQ.

206	��� ������ γ < � ���� ���60 � �����"���� �0������	�� ��������

����

�E− =γ�� � �, e�γ � �, ��E�

��� ��!"�%�� ��	 "��0# ���	/������0# γ� �����	" �����������

I � −γ
�

∫
Q

u�xe
γ�x��� dQ,

������� � �	�� ���� ���%� "�%�� �����	���� � �	 �

I � − γ

��

∫
Q

(
u�x T u�

)
eγ�x��� dQ ∀u ∈ H. ��A�

>���� ��	���"� ��� ����"��� γ !��	��	����� 	 � ����������� �����

�������" ��E�� 2�!�"�" � ��� v X uε� ������	��� �� �����"� �����	"∫
Q

eγ�x��� UVWxuεuε
t dxdt X

�

�

�∫
−�

eγ�x��� UVWx �uε��|T� dx



�� /-��.�- �� 
�

X
�

�

�∫
−�

eγ�x��� UVWx ��uε���x, T �− �uε���x, ��� dx

X
�

�

�∫
�

eγ�x�����uε���x, T �− �uε���x, ��� dx

− �

�

�∫
−�

eγ�x�����uε���x, T �− �uε���x, ��� dx. ��9�

������!�� ��A�� 	"��"

�∫
�

�uε���x, T �eγ�x��� dx T

�∫
−�

�uε���x, ��eγ�x��� dx

−
∫
Q

eγ�x��� UVWx uεuε
t dxdt T ε

∫
Q

�uε��t dxdt−
∫
Q

uε
x�e

γ�x���uε�xx dxdt

T ε

∫
Q

�uε��xx dxdt �
�∫
�

�uε���x, T �eγ�x��� dxT

�∫
−�

�uε���x, ��eγ�x��� dx

− �

�

�∫
�

eγ�x�����uε���x, T �− �uε���x, ��� dx

T
�

�

�∫
−�

eγ�x�����uε���x, T �− �uε���x, ��� dx

T ε

∫
Q

�uε��t dxdt−
∫
Q

uε
x�e

γ�x���uε�xx dxdt

− γ

��

∫
Q

��uε��x T �uε���eγ�x��� dxdtT ε

∫
Q

�uε��xx dxdt

X
�

�

�∫
−�

�uε���x, T �eγ�x��� dxT
�

�

�∫
−�

�uε���x, ��eγ�x��� dx



��������� �! "�����# ����$� �E

T ε

∫
Q

�uε��t dxdt−
γ

��

∫
Q

(
�uε��x T �uε��

)
eγ�x��� dxdt T ε

∫
Q

�uε��xx dxdt.
����

<����������� �����	" �����������

�∫
−�

�uε���x, T �eγ�x��� dxT

�∫
−�

�uε���x, ��eγ�x��� dx

T ε

∫
Q

((
uε

t

)�
T �uε

xx�
�
)
dxdt T

∫
Q

��uε
x�
� T �uε���eγ�x��� dQ

� c

(∣∣∣∣∣
∫
Q

eγ�x���f�x, t�v�x, t� dxdt T

�∫
−�

eγ�x���uT �x� v�x, T � dx

T

�∫
−�

eγ�x���u��x�v�x, �� dx

∣∣∣∣∣
)
X c|a�uε, uε�|, ����

� � c @ ��������� ����%	������� �����������

������!�� ����������� +�?	 � "��0" ����"����" � �����( ����	�

��	 �" � �����������"∫
Q

eγ�x���f�x, t�v�x, t� dxdt T

�∫
−�

eγ�x���uT �x� v�x, T � dx

T

�∫
�

eγ�x���u��x�v�x, �� dx � ε�

∫
Q

eγ�x����uε�x, t��� dxdt

T Cε�

∫
Q

�f�x, t��� dxdtT ε�

�∫
−�

eγ�x����uε�x, T ��� dxdt

T Cε�

�∫
−�

�uT �x, t��
� dxdtT ε	

�∫
�

eγ�x����uε�x, ���� dxdt

T Cε�

�∫
�

�u��x��
� dxdt. ��=�
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�

C�� � 	! ���� �����	"

�∫
−�

�uε���x, T �eγ�x��� dxT

�∫
−�

�uε���x, ��eγ�x��� dx

T ε

∫
Q

((
uε

t

)�
T

(
uε

xx

)�)
dxdtT

∫
Q

((
uε

x

)�
T �uε��

)
eγ�x��� dQ

� c��‖f�x, t�‖�L���,T �W
−�
� �−�,��� T ‖uT ‖�L��−�,�� T ‖u�‖�L���,��

�, ��8�

� � ���������� c� �� !��	�	� �� ε� 2 ��������	� 	! ���� 	"��"

a�uε, uε� � δ�‖uε‖�H , ����

� � ���������� δ�� ���6.� ������� !��	�	� �� ����"���� ε� K�� �/���� 	

�����"� G���� @ *	�����"� Y�Z ������	��
� ��.��������	� ����/		

uε ����(� ��� �0������� ���  �� ���# v ∈ H � $���/	� uε � �����������

���	����( �/���� ��8��

�! �/���	 ��8� �0������� ��� ��( ���� �� ����� ������������ uk X

uεk ������ ��� uk, ukx → u, ux ���6� � L��Q� �u ∈ L�
(
�, T LW �

� �−�, ��
)
�

u|S X �� �S @ 6������ �����#����� Q�� uk��, x� → \u� ∈ L��−�, ���
uk�T, x� → \uT ∈ L��−�, �� ���6� � L��−�, ��� +��"� �����

|ε�ukxx, vxx�| �
√
ε‖ukxx‖L��Q� · ‖vxx‖L��Q�

√
ε→ �

��	 ε→ ��

|�εut, vt�| �
√
εc→ �

��	 ε→ ��

������!�� J�	 �#� 	"���	� ����#� 	" � ��� ��� � ��� 	 �������"�

��� ��� �0�������  �� ��� �����( ����/		 u 	 ���# v ∈ H � >����

�����	"

�∫
�

eγ�x��� UVWx�uT − u�x, T ��v�x, T � T

�∫
−�

eγ�x���u�x, T �v�x, T � dx

T

�∫
�

eγ�x���u�x, ��v�x, �� dxT

�∫
−�

�u� − u�x, ��� UVWxeγ�x��� dx X �.
����
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<��
 � ��� ���� ���

u�x, T � X uT ∈ L���, ��, x > �L

u�x, T � X �, x < �L

u�x, �� X u� ∈ L��−�, ��, x < �L

u�x, �� X �, x > �.

Ǳ�� ������ !�����	� u�x, t� �������� �6�6.���0" ��?��	�" ����

���( !� ��	 ���D�E� � �"0��� 	������������ ��������� �A��

C����"�  ���!����

0
(��/(��/

�� ������� �	 �	 *������ ������ �	( ����
�
�( ��+�

��� � ��+�

���������

��� �����& ,�+��
�- �.�/ $"0"&

�� 
��������� �	 �	 ���	�1�
�� �� �������

� 2�
���( �������(1�

��
����������& *���- ����& 3���/ $"45&

�� ������ �	 
���
 ���� ��



��� �������

� Ǳ����
��������������������
�����
��� 
��	� n�������
Ǳ�������������� ���		�����

������������ G�m,n�

�� �� 	
����� �� �� �������

2 ������	���" ������������ Pn ����"���	" n�����"���	����	�

��"�(���� m�"���0# ���������(� �� �� n�"���0� "�����6��!	� Mn�

*�����6��!	
 Mn ��	 �����"�����" ���6��%��		 Y�Z �������������

n�"����� "�����6��!	� V n� ��%�.�� �� ����6��	�����" "�����6��!		

S�m,n�� ����
.�"�� �6��!�" "�����6��!	� G�m,n� m�"���0# �����

�����( ������	����� ������������ Pn� 2 ��% �( ����( ����� �� ���

���������
.�( m�"����( ��������	 L ������	����� ������������ Pn�

"�����6��!	� V n 	"��� n�"����
 ����������
 ��������� T�V
n�

'�( �" �� ����6��	�����" "�����6��!		 S�m,n� ��	"����	����	�

���������	�� ,�	"����	����	� ���������	� ���� �� k �k X �, E, . . . ,

mT ��� �0#� �.	� 	! ����	 � ∈ S�m,n� ���� ���
��� �����	�"

d�k�� X �
(
]^_T

�k−��
� S�m,n�

)
.

+����0 ��	"����	����	# ���������	( ��!�	��0# ���� ��� ���!��0

������?��	�"

B���� ⊂ B��E� ⊂ · · · ⊂ B��mT �� ⊂ T�S�m,n�.

+���� B��k� ��� �������� ��6�(  ����"	������� "�����6��!	� ��!"���

�����( �n− k T ���k − ��� ����.��  �� ��"�(���� �����	# �6��!�
.	#

��!"�������( �n−m��k−�� 	 �mT���k−��� Ǳ�	 J��"  �� �6��!�
.	��

��	�� ��%�.	� ��!�	��0" ��"�(����"� ��������
��� �� �� ���������

���� ��!"������	 �k−���� 2 ��������	� ����� B���� 	"��� ��!"�������

9© *1%% !����� �� ��� "������
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� .���"���-����11���-2���!-�# �������� ��� �� ��

n 	 ����� �����	� �6��!�
.	� ��!"�������( n−m 	 mT�� ��������
�

.	��� �� ���"0"� 2�	 � J���� ��� ������	�	!�/	� PB���� ��� �����

���� ��6�( "�����6��!	� 1���� S�m,n − m − �� X Pm × Pn−m−� Y�Z�

� ��" ����� B���� ���� ����� 1���� C�m T �, n −m�� Ǳ�	 J��" �����

B���� ��� �������� ��6�( ���������	� ����6��	������� "�����6��!	�

S�m,n� 	 ��� ������������ ������������ T�S�m,n�� �� ��

B���� X S�m,n� ∩ T�S�m,n�.

Ǳ�����	�	!�/	� ����������( ��������	 T�V
n � /�����" � �����

� ��� �������� ��6�( �n − ���"����
 ������	���
 ��������� PT�V
n�

5�!�	��0" �	 �" �!�	"���� �������%��	� ��������	 PT�V
n � 	����

�	����0" ������" PB��k�� ����
.	"�� ������	�	!�/	�( ��	"����	�

������� ������ B��k�� �����������
� ��!�	��0� �����0 "�����6��!	(

Mn ⊂ G�m,n��

2 ������	���" ������������ Pn ����"���	" ��"�(���� ������0#

������� {AI} 	 ��"�(���� �������� �6��!�����0# �	������������"	

αI X �−��I�A�, . . . , AI−�, AI��, . . . , An�� 4������	� ����"�.��	� J�	#

������� 	"��� �	 

dAI X ωJ
I AJ , dαI X −ωI

JαJ ,

� � ωJ
I @�	��(�0�  	������/	����0� ���"0� � ���������
.	� ������

����0" �������	�" ������	����� ������������ PnH

dωJ
I X ωK

I ∧ ωJ
K , I, J,K X �, �, . . . , n.

Ǳ���� L @ m�"����� ��������� ������������ Pn� 1��%�" � ��( ���

"�(���� ������0# ������� ���� ���60 ����	 Ai� i X �, �, . . . ,m� ��	�

�� ��%��	 ��������	 L� C�� �

dAi X ωj
iAJ T ωp

iAp, dAp X ωi
pAi T ωq

iAq,

� � i, j X �, �, . . . ,m 	 p, q X m T �,m T �, . . . , n� <��
 � �	 ��� ���

m�"����� ��������� L � ������������ Pn !��	�	� �� �m T ���n − m�

����"������ �	��(�0"	 ��"6	��/	�"	  	������/	���� �����0# ���

��
��� ���"0 ωp
i �
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'� "�����6��!		 S�m,n� ��	"����	����	� ���������	� �������

���� ��� �0#� �.	� 	! ����	 �� ���� ���
��� �����	�"

d�� X ��]^_T�S�m,n��,

���� � ��� ���� ��� �������	� ������ B���� ��	"����	����	# �������

���	( ������� ���� �� 	"�
� �	 

ωp
i ω

q
j − ωq

i ω
p
j X �. ���

�! J�	# �������	( �	 ��� ��� ���� 	���0 ωp
i ����	 ������ B����  ��

�����
� ����"���	������ ��� �������	�

ωp
i X aix

p. ���

Ǳ�J��"� ����� B���� ��	"����	����	# ���������	( ������� ���� ��

����� ��� � ������" 1���� C��mT �, n−m��

5���"���	" ������	�	!�/	
 ����������( ��������	 T�S�m,n� �

/�����" � ����� �� K�� ������	�	!�/	� ��� �������� ��6�( ������	��

��� ������������ P �m����n−m�−� X PT�S�m,n�� � ������" ���"0 ωp
i

����
��� � ���� �0"	 ���� 	����"	 ���	!������( ����	� Ǳ�	 ����

���	�	!�/		 ��	"����	�����"� ������ B���� ������������� "�����6���

!	� 1���� S��m,n−m− �� ������	����� ������������ P �m����n−m�−��
���� ����"��� ��"	 %� �������	�"	 ���� ��� 	 ����� B���� � ���������

��" ������������ T�S�m,n�� *�����6��!	� 1���� S��m,n−m−�� ��� �

�������� ��6�( ��mT���n−m�−��−m�n−m−�� X �n−���"����
 ����6�

��	�����
 �����#����� ���� ��

(
n− �
m

)
X

(
n− �

n−m− �

)
YEZ� ����.�


 �� ��"�(���� �����	# �6��!�
.	# ��!"�������(m 	 n−m−�� !��	���

.	# �������������� �� n−m−� 	 m ����"������ Ǳ�	 J��"  �� �6��!��


.	�� ��	�� ��%�.	� ��!�	��0" ��"�(����"� 	"�
� �6.�
 ������ �

 �� �6��!�
.	�� ��	�� ��%�.	� � ��"� ��"�(����� �� ��������
����

I���! ��% �
 ��� ����� ���#� 	� �� � ��( �6��!�
.�( 	! ��% ��� ���

"�(����� *�����6��!	� 1���� S��m,n−m− �� �������� 	����	����0"

��	 ������	��0# ����6��!����	�# ������������ P �m����n−m�−��
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>�� �	��������� `� 	 `� �����( ������	 � �n − ���"���0"	 �6���

!�
.	"	 � ������������ Pn ��!0��
��� ����������	� ���	 ��	 	"��


� �6.�
 �6��!�
.�
 	 �� ��%�� � � ��( �n − ���"����( ��������	�

'�������� �	���������� ` � ������������ Pn ��!0��
��� ���������


�	� ���	 ��	 ������� �/�����0 	 �n− ���"���0� ��������	 �/�����	�

�� ��% �" 	! �	# ��	�� ��%�� � ��"� ��"�(���� �6��!�
.	#� 1/���

���	� ��!0������ ������������� ���	 ��% �� �n − ���"����� �����

����� �/�����	� ��	�� ��%	� �	?�  ��" �	���������" 	�	 �n − ���

"���0� ��������	 �/�����	� ��!�	��0# ��� �	���������� ` ��!�	��

�0�

5���"���	" n�"���0� "�����6��!	�Mn�  �� �����0# �����	� "���

���6��!	� 1���� S��m,n − m − �� �n − ���"����( ���������
 PT�V
n

��� �������� ��6�( ����6��	������ "�����6��!	� Q∗� ����
.���� ���

�������	�" m�n−m− �� ���0��% ���� �/������0# �	���������� ����

��( ������	� <6�!���	" ���	� n�"���0� "�����6��!	� ����! Qn�

Ǳ�������� PT�V
n � ������������ P �m����n−m�−� X PT�S�m,n�

���� ������� ��"	 %� �������	�"	� ��� 	 ����������� ��������� T�V
n

� ����������" ������������ T�S�m,n�� Ǳ�������� �� "�����6��!		

Mn m�"����� ��������� L !��	�	� �� n ����"������ �� ��� 	 ���"

ωp
i �	?� n �	��(�� ��!��	�	"0#� 1�� ���������� "�����6��!	� Mn

!� ����� �mT ���n−m�− n  	������/	����0"	 �������	�"	

aαi
p ω

p
i X �, �E�

� � ωp
i @ �	��(�0�  	�����/	����0� ���"0� �6��.��	� � ���� ���

���0# �	��	���� m�"����
 ��������� L �� "�����6��!		 Mn� 	 α X

�, �, . . . , �mT ���n−m�− n�

>�� "�����6��!	( Qn �	���"� �������	( ��� 	 �E�  ��%�� ���� ��

���� � ������������ Pn−� X PT�V
n ����6��	������ "�����6��!	� Q∗�

K�� �!������� ��� "�����6��!	� Qn � ������������ Pn ���� �������



�� 3&+)"�- 
� ��' 4�"���-� �� 5�

 	������/	����0"	 �������	�"	

ωm��
� X ωm��

� ,

ωm��
� X ωm��

� X ωm�	
� ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωm��
m X ωm��

m−� X · · · X ωn−�
� X ωn

� ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωn−�
m X ωn−�

m−� X ωn
m−�,

ωn−�
m X ωn

m−�.

�A�

Ǳ�������� PT�V
n � J��" ������ ���������� "�����6��!	� 1����

S��m,n − m − �� �� ����6��	�����"� "�����6��!	
 Q∗� ��� �������

.�"� ��6�( ���������	� m�n−m− �� ���0��% ���� �/������0# �	�

���������� �����( ������	H

ω
�m����

� X ωm��
� ωm�	

� ,

ωm��
� ωm�


� X ωm��
� X ωm�	

� ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωn
m−�ω

n
m−� X ωn

m−	ω
n
m,

ωn
�m−��� X ωn

m−�ω
n
m.

5���"���	" � ������"���	������ ��"�(���� m�"���0# ���������( �

������������ Pn� C���� ��"�(���� ��� �������� ��6�( �mT���"����


�����#����� � m�"���0"	 �����	"	 �6��!�
.	"	� K�� �����#�����

��!0������ ���� YAZ� ���	 ��� �������� ������/	����� �0��% ���

��( �����#�����
 ����� � 	�� C���� �� ����6��	�����" "�����6��!		

S�m,n� ������������� ��	���� ���������0� � ������( ���%�� ���"��

�	��(�0"	 �6��!�
.	"	 J���� "�����6��!	�� >����� ��	��� �����

���� ��	"����	�����( �	�	�( "�����6��!	� S�m,n�� ��J��"� � ���	!�

������( ����� J��( �	�		 �0�����
��� �������	� ���� 1�� ����������

 	������/	����0� �������	� ������ � ������������ Pn "�%�� !��	�

���� � �	 �

ωp
i X aix

p dt. �9�
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+�% 0( ����� ���#� �.	( ����! m�"����
 ��������� L� ���� ��

���� �� ��( #�������	��	�����
 �m − ���"����
 ���������� �������

�������� ���������	�"  ��# 6��������� 6�	!�	# �6��!�
.	# 	 #�����

���	��	�����
 �m T ���"����
 ���������� ������� ���%	� ���������

��( ���������
 � ������ '�( �" �������	� #�������	��	����	# �6���

!�� ������� Ǳ���� M X xiAi �i X �, �, . . . ,m� @ ���	!������� �����

m�"����( ��������	 L� >	������/	�� J��( ����	 � �	�� �9� �0�	��

������ ���H

dM X
(
dxi T xjωi

j

)
Ai T �aix

i��xpAp� dt,

� � p X m T �,m T �, . . . , n� <��
 � �	 ��� ��� #�������	��	������

�m− ���"����� ��������� � m�"����( ������( �6��!�
.�( L "�����6�

��!	� Qn ���� ������� �������	�"

aix
i X �,

� #�������	��	������ �m T ���"����� ���������� �� ��%�.�� m�"���

��
 ������
 �6��!�
.�
 L "�����6��!	�Qn� ���� �������m�"����(

���������
 L 	 �����( S X xpAp� �! �������	( �E� ��	 � �9� �����	"

�	���"� ��� �
.	# �������	(H

aαi
p aix

p X �, ���

� � α X �, �, . . . , �mT ���� K�� �	���"� �������	( ���� ����� #�������

�	��	�����
 �m−���"����
 ��������� ������ ��	�� ��%�.��� "�����

�6��!	
 Qn� ���	 �0��������� �����	�

bcWV
(
aαi

p ai

)
X n−m− �. ���

�! J���� ������?��	� ���� ���
��� #�������	��	����	� �m− ���"���

�0� ��������	 �� m�"����( �6��!�
.�( L "�����6��!	� Qn� 4����	�

bcWV
(
aαi

p x
p
)
X m �=�

���� ����� ����	 S ���������	� #�������	��	����	# �m T ���"���0#

���������( �  ��(�������( � m�"����( ��������	 L � ������������ Pn
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�n −m��"����( ��������	� K�	 ����	 �"���� � m�"����( ���������


L ���� ���
� �mT ���"���0� #�������	��	����	� ��������	 ������

'�( �" #�������	��	����	� �6��!0 ������� ��	�� ��%�.	# "���

���6��!	
 Qn� 1 J��( /���
 � �	�� �������	( �A� !��	?�" �	���"�

��� � �	 �

a�x
m�� X a�x

m��,

a�x
m�� X a�x

m�� X a�x
m�	,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

amx
m�� X am−�xm�� X · · · X a�x

n−� X a�x
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

amx
n−� X am−�xn−� X am−�xn,

amx
n−� X am−�xn.

�8�

1	���"� �8� ��!��?	"� �����	������ xm��, xm��, . . . , xn� ���	 �0����

��
��� ���������

a�a� X a��,

a�a	 X a�a�,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am−	am X am−�am−�,

am−�am X a�m−��� .

K�� �	���"� �������	( ���� ����� ���������	� ���0��% ���� �/���

����0# ������/	����0# �	���������� �����( ������	� 1�� ��������

��� #�������	��	����	� �m − ���"���0� ��������	 �� m�"����( �6���

!�
.�( L "�����6��!	� Qn �6��!�
� ������/	�����
 ��/	�������


���"��	��
 Y9Z ������	 m�

C� %� �	���"� �������	( �8� ��!��?	"� �����	������ a�, a�, . . . , am�
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���	 �0�����
��� ��� �
.	� ���������H

xm��xm�	 X x�m���
�

,

xm��xm�
 X xm��xm�	,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn−	xn X xn−�xn−�,

xn−�xn X x�n−��
�

.

K�� �	���"� �������	( ���� ����� ���������	� ���0��% ���� �/���

����0# �	���������� �����( ������	� 1�� ���������� #�������	��	���

��	� �m T ���"���0� ��������	 �6��!�
� ����� � m�"����( ���?	��(

L 	 ��������
.�( ��/	�������( ���"��	��	 ������	 n−m− ��

C��	" �6��!�"� ����� ���0� ��������	� ����!0��
� ������ �	�

����� ��� �
.	# �����% ��	(�

������
 �� 6-���+����� 7���"���� ��$� "�7 �m − ������-87
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 �+�# ��-�-2���!-&	 ��2��-��!-&	 -���"���&	  ��.�-� m�

������
 �� 6-���+����� 7���"���� ��$� "�7 �m T ������-87

.�� "� ��# ��� ��' .��-����9�,�7 �-���+����	 Qn' .��� ����)��

 �+�# "�-&  m����-�# �����-�# L � -�.����)	,�# ��2��-��!-�#

-���"����#  ��.�-� n−m− ��

�!  ���!���0# �����" ���� ������� �6��! ��	 �����"�����" ���6�

��%��		 �� ����6��	������ "�����6��!	� S�m,n� ������� ��	�� ��%��

.	# "�����6��!	
 Qn�

������
 �� :+����� ��� ��' .��-����9�,�7 �-���+����	 Qn'

.�� ��  ��-���� ���+��9�-�� -� ���+���$� "�� �-���+�����S�m,n�
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0
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 ������( #�������	!����� �0��% ��

�	�� 2 ���	�	� �� J�	# ��6�� ! ��� "0 ��� �������"� ��� "�� ?	�

��J��	/	���0 ��	�� ��%�� �������0" �����0" Lp�������������"�

�� �����������
 ��������� �� ����
�


Ǳ���� S @ ���	!������� ����0��� "��%����� � n�"����" ����	�

 ���" ������������ Rn� 	 ����� d��� X {x X �x�, . . . , xn� ∈ Rn H |xi| <
�/�, i X �, n}@ � 	�	��0( ��6 � /�����" � ������ ���� 	���� >�� �
�

6�( ����	 ξ ∈ Rn 	 �
6��� ������� 	t X �t�, . . . , tn� � ����%	�����0"	

��"�������"	 ���� ��	" ����������	�� d�t�ξ� ���������"

d�t�ξ� X {x ∈ Rn H ��x� − ξ��/t�, . . . , �xn − ξn�/tn� ∈ d���}.

Ǳ���� σ�x�� gi�x� �i X �, n� @ ���� �����0� � S ����%	�����0� �����

/		� >���� ��
 � � J��( ��6���� ��� ����������� ��� ��	 �������

��" ε > �  �� ���# ξ ∈ S ����������	�� dε,�g�ξ� X dε,�g�ξ��ξ�� � �

	g�ξ� X �g��ξ�, . . . , gn�ξ��� �� ��%	��� � S 	 ��.�����
� ����%	�����0�

�	��� λ� ν ���	�� ���

ν−� � σ�x�/σ�ξ� � ν, λ−� � gi�x�/gi�ξ� � λ, i X �, n, ���

 �� ���# x 	! dε,�g�ξ��

+���� ����%	�����0# ����/	( σ�x�, x ∈ S, � ���������
.	#

�����	
 ���� �6�!���	" ����! `ε,�g�S��

Ǳ���� � � p < T∞ 	 r ������������ 1	"����" Lm
p,r�SLσ,	g��

� � /���� �	��� m ������ ��� � � m � r� �6�!���	" ����� ����/	(

u�x�� x ∈ S� 	"�
.	# �6�6.���0� �� 1�6����� ���	!�� �0� u�k��x��

k X �k�, . . . , kn� @ "����		� ���� |k| X k� T · · · T kn � r� � �������(

�������"�(∥∥uLLm
p,r�SLσ,	g�

∥∥
X

{ ∑
|k|�m

∫
�

(
σ�x�gk�−r

� �x�gk�−r
� �x� . . . gkn−r

n �x�|u�k��x�|)p
dx

}�/p

,
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��( ���"�(∥∥uLW r
p �SLσ,	g�

∥∥ X
{∥∥uLLr

p,r�SLσ,	g�
∥∥p

T
∥∥uLL�p,r�SLσ,	g�

∥∥p}�/p
. ���

Ǳ�����������W r
p �SLσ,	g� 6���#��� � ���"�( ���� 	 �������� ��!����

����" ��6��0 1� ,� ��#����� Y8Z� � � �����0# �0?� ��� ����%��	�#

��	 ���# p ∈ Y�,∞� 	 ���# ���������0# r "��%����� C∞
� �S� ������ �

J��" �������������

I���!
(
W r

p �SLσ,	g�
)′

�6�!���	" ������������ �����	����0# ���	�

�	��(�0# ������0��0# ����/	������� ���� �����0# �� W r
p �SLσ,	g��

�� ������� ���"�( �����%������ �������������

'� ����/	�# u, v ∈ C∞
� �S� ����"���	" ���������	��(��
 ���"�

BYu, vZ X
∑

|k|,|l|�r

∫
�

pk�x�pl�x�akl�x�u
�k��x�v�l��x� dx, �E�

� � pk�x� X σ�x�g−r�k�
� �x�g−r�k�

� �x� . . . g−r�kn
n �x� 	 akl�x� @ ��"������

��!����0� ����/		� � ���������
.	� ��� �
.�"� �����	
 J��	��

�	�����	H ��.������� �	��� κ� > � ������ ���

ef
∑

|k|,|l|�r

akl�x�ξk [ξl � κ�

∑
|k|�r

|ξk|� �A�

 �� ���# x ∈ S 	 �
6��� ��6��� ��"������0# �	��� ξ X {ξk}|k|�r�

!
	
�
 D�� ��) ����--�� 1&-"2��-��� F ∈ (
W r
� �SLσ,	g�

)′
����

+&�� ) -�#�� ����-�� U�x� &���-�-�)

BYU, vZ X 〈F, v〉 ��) � �7 v ∈ C∞
� �S�, �9�

.��-����9�,�� .�� ���- ��& W r
� �SLσ,	g��

5�!��?	"���� !� ��	 D� ����� 	���� ������� � ��6��� Y8Z � ��� �

����%��		 �����	�������	 ���# ��J��	/	����� akl�x� �|k|, |l| � r� x ∈
S�� 2 ������.�( ��6��� ��	"����	�" �����" ���%��	� ��!�0# "���

�	�  �� ����������� W r
p �SLσ,	g� 	 � ��"�.�
  ���!���0# � ��! � �

	���������0# ���������� ����������� � ��!������ ��!��?	"���� !��

 ��	 D� � ��� ����%��		� ��� "�� ?	� ��J��	/	���0 ��	�� ��%��

�������0" Lp�������������" � ����"�
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 �� Ǳ& �! �8.��-�-8 & ����) ���' �A�' � .& �! 1&-"2��

akl�x� ���-�$�-8 .�� |k| X |l| X r� � �� |k|, |l| � r' |k|T |l| � �r− �' ��

akl�x��g��x�g��x� . . . gn�x��
−�/pkl ∈ Lpkl

�S�, ���

��

�

pkl
X

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

�r−|k|−|l|
n , � �� ��r − |k|� < n, ��r − |l|� < n,

�
� T

r−|k|
n − ε�, � �� ��r − |k|� < n, ��r − |l|� � n,

�
� T

r−|l|
n − ε�, � �� ��r − |k|� � n, ��r − |l|� < n,

�− ε�, � �� ��r − |k|� � n, ��r − |l|� � n,

���

� ε = �� ����$-� ����� .���9����!-�� $� ���

(��� .�� & �����∥∥uLL��,r�SLσ,	g�∥∥� � M efBYu, uZ ��) � �7 u ∈ C∞
� �S�, �=�

�� $� �� M > � -� ���� �� �� u�x�' ��) �	+�� ����--�� 1&-"2���

-��� F ∈ (
W r
� �SLσ,	g�

)′
����$� D� ����� ���- ���--�� ����-�� U�x��

Ǳ�� >��� ����� �� ��  ���&	,�) �2�-"�?∥∥U LW r
� �SLσ,	g�

∥∥ � M�
∥∥F L (W r

� �SLσ,	g�
)′∥∥, �8�

�� $� �� M� > � -� ���� �� �� F �

1�� ��� ��"��	��� ��� � �������0# �����0# ������# �����	� �=�

�0������ 	! �����	� J��	��	�����	 �A� ��"� !�"����	� E� A ��6��0 Y8Z��

�� "������
������� ���
������


>�����  �� � �6���� !��	�	 �"���� ����������� �	 �A�u� � CB�u��

� � C @ ����%	������� ����������� �� !��	��.�� �� u�x�� 6� �" �	�

���� A�u� � B�u��

#���
 �� Ǳ& �! r = -��&���!-�� $� ��' � � p <∞ � �8.��-�-8

& ����)

� � p � p� < T∞, r − s− n

p
T
n

p�
> �, ����
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p �SLσ,	g�

 .��������� -�����- ���{ ∑
|k|�s

∫
�

(
σ�x�gk�

� �x� . . . gkn
n �x��g��x� . . . gn�x�

)−r��/p−�/p�

× |u�k��x�|�p� dx
}�/p�

� ∥∥uLW r
p �SLσ,	g�

∥∥. ����

���������	
��� �"� � Y��Z�

#���
 �� Ǳ& �! p�, q� � � � �
p�

T �
q�

X �
λ�

� �� (���  .���������

-�����- ���(∫
�

|u�x�v�x�|λ�
)�/λ�

�
(∫
�

|u�x�|p� dx
)�/p�(∫

�

|v�x�|q� dx
)�/q�

����

.�� � �7 u�x�, v�x�' ��) "����87 .����) $� �! -�����- ��� ���� "�-�$�

-��

���������	
��� ����� 	��� � ��"�.�
 ����������� 3g��� ����

#���
 �� Ǳ& �! .���9����!-8� 1&-"2�� α�x�, β�x�, γ�x� .���

-����9�� "��  & `ε,�g�S�� Ǳ& �! p, q � �' r, t = -��&���!-8� $� ��

� �&�!���-��" 8 k X �k�, . . . , kn�' l X �l�, . . . , ln� ��"��' $�� |k| < r'

|l| < t� Ǳ& �! ��"9�  &,� ��&	� $� �� p�, q�' &���������)	,�� & ���

��)�

� � p � p� � ∞, r − |k| − n

p
T
n

p�
> �, ��E�

� � q � q� � ∞, t− |l| − n

q
T
n

q�
> �. ��A�

(��� .�� �8.��-�-�� & ����)

γ�x� � α�x�β�x�gk��l�
� �x� . . . gkn�ln

n �x��g��x� . . . gn�x��
−r−t��/p��/q−�/λ� ,

��9�

�� �
λ�

X �
p�

T �
q�
' ����� �� ��  ���&	,�� -�����- ���?(∫

�

�γ�x�|u�k��x�v�l��x�|�λ� dx
)�/λ�

� ∥∥uLW r
p �SLα,	g�

∥∥∥∥vLW t
q �SLβ,	g�

∥∥. ����
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|k|� Ǳ�J��"�� ��	"���� ����������� ����� 	"��"{∫
�

(
α�x�gk�

� �x� . . . gkn
n �x��g��x� . . . gn�x��

−r��/p−�/p� |u�k��x�|)p�
dx

}�/p�

� ∥∥uLW r
p �SLα,	g�

∥∥. ����

>�(����� ������	���� � �	�� �����	� ��A� 	! ����������� ���� ��#� 	"{∫
�

(
β�x�gl�

� �x� . . . g
ln
n �x��g��x� . . . gn�x��

−t��/q−�/q� |v�l��x�|)q�
dx

}�/q�

� ∥∥vLW t
q �SLβ,	g�

∥∥. ��=�

>����� � �	�� �����	� ��9�� ��	"���� ��""� �� 	"��"(∫
�

�γ�x�|u�k��x�v�l��x�|�λ� dx
)�/λ�

�
{∫
�

(
α�x�gk�

� �x� . . . gkn
n �x��g��x� . . . gn�x��

−r��/p−�/p� |u�k��x�|)p�
dx

}�/p�

×
{∫
�

(
β�x�gl�

� �x� . . . g
ln
n �x��g��x� . . . gn�x��

−t��/q−�/q� |v�l��x�|)q�
dx

}�/q�

.

<��
 � 	 	! ����� ��=� ��� ��� ����������� �����

G�""� E  ���!����

������
 �� Ǳ& �! .���9����!-8� 1&-"2�� α�x�' β�x�' γ�x� .���

-����9�� "��  & `ε,�g�S�� Ǳ& �! p, q � �' r, t = -��&���!-8� $� ��

� �&�!���-��" 8 k, l ��"��' $�� |k| � r' |l| � t' |k| T |l| � r T t − ��

:.������� $� �� λkl  .���,!	 ����- ���

�

λkl
X

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�
p T �

q − r�t−|k|−|l|
n , � �� p�r − |k|� < n, q�t− |l|� < n,

�
p − r−|k|

n T ε�, � �� p�r − |k|� < n, q�t− |l|� � n,

�
q − t−|l|

n T ε�, � �� p�r − |k|� � n, q�t− |l|� < n,

ε�, � �� p�r − |k|� � n, q�t− |l|� � n,

��8�
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γ�x� � α�x�β�x�gk��l�
� �x� . . . gkn�ln

n �x�

× �g��x� . . . gn�x��
−r−t��/p��/q−�/λkl ����

��) � �7 1&-"2�# u ∈ W r
p �SLα,	g�' v ∈ W t

q �SLβ,	g� �8.��-)�� ) -����

��- ���(∫
�

�γ�x�|u�k��x�v�l��x�|�λkl dx

)�/λkl

� ∥∥uLW r
p �SLα,	g�

∥∥∥∥uLW t
q �SLβ,	g�

∥∥. ����
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�	��� p�, q� � ��"�.�
 ��� �
.	# �������� ��������������H

�

p�
X

{
�
p − r−|k|

n , ���	 n > p�r − |k|�,
ε�, ���	 n � p�r − |k|�,

�

q�
X

{
�
q − t−|l|

n , ���	 n > q�t− |l|�,
ε�, ���	 n � q�t− |l|�,

����

� � ε� @  ��������� "���� ����%	������� �	���� '���� �� !�"��	���

��� ���� �����0� �0?� �	��� p�, q�� � ���������
� �����	�" ��E�� ��A�
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�
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T

�
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X

�

λkl
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�	� ���"0 ������������ W r
p �SLα,	g� �����	"� ���{∫

�

(
α�x�gk�−r

� �x� . . . gkn−r
n �x�|u�k��x�|)p

dx

}�/p
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C����"� �  ���!����

�� $��
 
�������� ������� �

Ǳ��������	��(��
 ���"� BYu, vZ ��"� �E�� ��� ����	" � �	 �

BYu, vZ X B�Yu, vZ TB�Yu, vZ �u, v ∈ C∞
� �S��, ��A�

� �

B�Yu, vZ X
∑

|k|�|l|�r

∫
�

pk�x�pl�x�akl�x�u
�k��x�v�l��x� dx,

B�Yu, vZ X
∑′ ∫

�

pk�x�pl�x�akl�x�u
�k��x�v�l��x� dx,

	 �	"����"
∑′

�6�!������ ��""	�����	� �� ���" "����		� ����" k, l

���	"� ��� |k|, |l| � r� |k| T |l| � �r − �� C�� ��� ��J��	/	���0 akl�x�

�����	���0 ��	 |k| X |l| X r� ��	"���� ����������� +�?	 @ ;�������

������ 	"��"

|B�Yu, vZ| �
{ ∑

|k|�r

∫
�

�pk�x�|u�k��x�|��
}�/�{∑

|l|�r

∫
�

�pl�x�|v�l��x�|��
}�/�

� ∥∥uLLr
�,r�SLσ,	g�

∥∥∥∥vLLr
�,r�SLσ,	g�

∥∥
� ∥∥uLW r

� �SLσ,	g�
∥∥∥∥vLW r

� �SLσ,	g�
∥∥. ��9�

>�� � �6���� !��	�	 �	��� λkl� ���� ������� ���������" ��8� ��	 p X

q X �� t X r� �6�!���	" ����! qkl 	 !�"��	"� ��� �
pkl

T �
qkl

X �, � �

�	��� pkl ���� ����0 ���������" ���� Ǳ�	"���� ����������� 3g��� ����
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	"��"

|B�Yu, vZ| �
∑′ ∫

�

pk�x�pl�x�|akl�x�| |u�k��x�v�l��x�| dx

�
∑′ ∫

�

��g��x� . . . gn�x��
−�/pkl |akl�x�|�

× ��g��x� . . . gn�x��
−�/pklpk�x�pl�x�|u�k��x�v�l��x�| dx

�
∑′{∫

�

��g��x� . . . gn�x��
−�/pkl |akl�x�|�pkl dx

}�/pkl

×
{∫
�

��g��x� . . . gn�x��
�/pklpk�x�pl�x�|u�k��x�v�l��x�|�qkl dx

}�/qkl

�
∑′

{∫
�

��g��x� . . . gn�x��
�/pklpk�x�pl�x�|u�k��x�v�l��x�|�qkl dx

}�/qkl

.
����

Q ��� "0 �������!����	�� �����	�" ��� �����"0 ��

1  ����( ������0� ��	"���� �����"� � ��	 p X q X �� α�x� X

β�x� X σ�x�� t X r 	 γ�x� X �g��x� . . . gn�x��
�/pklpk�x�pl�x�� 	"��"{∫

�

��g��x� . . . gn�x��
�/pklpk�x�pl�x�|u�k��x�v�l��x�|�qkl dx

}�/qkl

� ∥∥uLW r
� �SLσ,	g�

∥∥∥∥vLW r
� �SLσ,	g�

∥∥.
<��
 � 	 	! ���� ��� ���� ���

|B�Yu, vZ| �
∥∥uLW r

� �SLσ,	g�
∥∥∥∥vLW r

� �SLσ,	g�
∥∥ ����

 �� ���# u, v ∈ W r
� �SLσ,	g�.

2�	 � ��������� ��A� 	! ��9�� ���� �����	"

BYu, vZ � ∥∥uLW r
� �SLσ,	g�

∥∥ ∥∥vLW r
� �SLσ,	g�

∥∥ ��=�

 �� ���# u, v ∈ W r
� �SLσ,	g�.

Ǳ� ������� � ����������� �A� ξk X pk�x�v
�k��x�� � � v�x� @ �
6��

����/	� 	! C∞
� �S�� 	 	�����	��� ���������� ����������� �� x ∈ S�

	"��"

ReBYv, vZ � κ�

∥∥vLLr
�,r�SLσ,	g�

∥∥�.
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<��
 � � �	�� �����	� �=� 	 ��������	 ������ C∞
� �S� � W r

� �SLσ,	g�

��� ���� ���

ef BYv, vZ � ∥∥vLW r
� �SLσ,	g�

∥∥� ��8�

 �� ���# v ∈W r
� �SLσ,	g��

'���������� ��=�� ��8� ��!����
� ��	"��	�� �����"� G���� @

*	�����"� ��"�� ����	"��� Y��Z�� �������� ������( ��.������� ������

��� a� ����
.	(�� ��"��"���	!"�" ����������� W r
� �SLσ,	g� 	

�W r
� �SLσ,	g��

′� ��	 J��" �0��������� ���� ������� � 	�������0" �6�

��!�" ��� �������	� BYu, vZ X 〈au, v〉  �� ���# u, v ∈ W r
� �SLσ,	g�� 1���

 ����������  �� �
6��� !� ������ ����/	����� F ∈ (
W r
� �SLσ,	g�

)′
����/	� U X a−�F �������� � 	�������0" ��?��	�" !� ��	 D�� �!

�����	�������	 ��������� a−� ��� ��� ����������� �8��
C����"� �  ���!����

,����0 6���� ���� ���������� 1� ,� ��#����� !� ���������� !��

 ��	 	 ��"�.� � ��6����

0
(��/(��/

�� 0�1�2�3�� 4	 �	 Ǳ�(�� � �����
�� ������ �	�1�
�(& Ǳ��	�1�
�( � ��+��

�[ ��������

� ����� \		���������� ����
�
�� PP ,�& Z].� ^^^�&
$"5"& ,& 55& ^& $#$R &

�� 4��.���� Ǳ	 6	� 7��.89��� :	 �	 *�\������
�� �������� \		����������
����
�
�� � ����1��
��& _�������

�� ���� PP ,�& Z].� ^^^�& $"R$&
,& $50& ^& "!#$$R&

�� 4��.���� Ǳ	 6	� 7��.89��� :	 �	 *�\������
�� �������� \		�����������
����
�
�( � ����1��
�� � ����`�

�� ������ ����O[ PP ,�& Z].� ^^^�&
$"R%& ,& $4$& ^& $50#$R%&

�� 4��.���� Ǳ	 6	 * ������ ����1��[`���( \		���������� ����
�
�� PP ,�&
Z].� ^^^�& $"R5& ,& $0 & ^&  %5# 5$&

�� ���.;�� 7	 <	 a���`�

�( ������ 3����	� �	( ��
��� �	���� \		�������
���� ��22���
���	O
�� ����������/ ����1��[`���( 
� ���
��� ��	���� PP
3�22���
�& ����
�
�(& $"04& ,/ $ / b 4& ^& $!""#$$$$&

�� ���.;�� 7	 <	 _�������

�( ������ 3����	� �	( ����1��[`����( 
� ����

��� \		����������� ��������� PP 3�22���
�& ����
�
�(& $"RR& ,&  Y/ b %&
^& Y55#Y4Y&

�� ���.;�� 7	 <	 ^������	O
�� �
�+
�� ������ �	( ����1��[`����( \		�����
������� ��������� PP ]��& �����& Z��������& $"RR& bR& ^& Y0#55&

	� ���.;�� 7	 <	 _
�+
(( ��������

�( ������ 3����	� �	( \		�����������
��������� � ����1��
�� PP ,�& Z].� ^^^�& $"" & ,& $"Y& ^& $0"#$"5&
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� 6-.�.� :	 #	 a �	������� ����`�

��� ��+�
�( \		����������� ����
�
�(
� 
������

� ����1��
�� PP 3�22���
�& ����
�
�(&  !!%& ,& %"/ b $$&
^& 5%4#$5Y &

��� 6-.�.� :	 #	 a ��`�������
�� � �	������� ����`�

��� ��+�
�( 
�	�
��
��
�� ��22���
���	O
��� ����
�
�( � ����1��
�� PP 3�22���
�& ����
�
�(&
 !!R& ,& YY/ b  & ^&  % # Y5&

��� 7��.89��� :	 �	� 4��.���� Ǳ	 6	� ���.;�� 7	 <	 _������ 2�
����
�	O
��
�������
���� � �� ���	�1�
�( � ���	�����
�[ ������� ����� �	( ����1���
[`���( \		���������� ����
�
�� PP ]��& �����& Z��������& $"RR& b R&
^& Y#%!&

�� ������ �� �����
 ���� ��



��� ����@�A�@���ABB���A�B����A�B��C�

���		�������� � ������������
	�������� ���������	���

Ǳ����		� �� �	��� !�"!�����
�� �� �
��� �� �� ����������

"��	����

2 �� � ��6�� ��"	 ��� ��%��0 	 	���� ����0 "� ��	� ��	�� ��

.	� � �����(�0" ��	����"���	����	" �� �" Y�� �Z� <�	 ��!�	��	 �

���!	 � 	!����	�" ���.�������(  	���!		�  	��"	�	 ���	"����( /��

�	� "� ��	�����		 	����#	����	 �����	!�����0# �	���" YEZ� �!����	�

���	# ��"" �	���� ������	������0# �����(�0# ���	�	�� ���!���0#

��	����"���	����	"	 ������?��	�"	� ��	���� � %����	
 �������	��

���!� � ����� 	!�����0"	 ��	����"���	����	"	 �����(�0"	 �� �"	�

K�� 	 ����� /���
  ����( ��6��0�;���� �� ��6�0( ����	! 	  ���!��

�������� ��	�� ��0 � YAZ�

Ǳ������	� "���"��	�����( "� ��	 � �	 � ����/	��������� �� �

���� 	�	 	���� �	 � ���!��� � � ����( �������	"�/	�( ��������� ���

������� �����	�� C��� ��	����"���	����	� �� 0 �� �����(�0"	 ��!��

�	�	"0"	 �"��	�� �"	 �������
��� � ����		 ���/	�����0# ���/���

���� 5� 0 � 	����#	�( �� #� ��  �� !� ��  	���!		 � ���������(

��������
� �� 0 � ����"����( ��!�( @  �� "� ��	�����	� ���6��

������(  	���!		� "� ��� &��
����- "�%�� 60�� ���!���� ����	"���

� 	!����	�" ���.�������(  	���!		 "�"����� "������� � ���.��	�"

���� ��	 ���	�		 ���������	���"0# �	���0# ��! �(���	(�

>����� ��% 0( ���/���� ��	�0���"0( �����(�0" ����/	������

�0" �� �"� 	���� �����  �����	������ �� "��� ��#�% ��	� ��� ��	�

"����	��

9© *1%% ,��� �� ��� -
�
�
���
� #� ��
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�� Ǳ������ �
���
�������& ��	����

��
����& ���'�����

Ǳ�	�� �" ��	"��0 "� ���( ������0# ���/������ �����0( �������

�� �� ������ ���"��	����	# ����/	(�

(��)���*� Ǳ���%��	� ���(��( ����	 ��
���� �� R�� � �����"

�����(�0# ������/	( ����� "�%�� ��	���� � ��"�.�
 ��� �
.���

���/���� Y�ZH

X�t� X R F^U

⎛⎝ϕo T

n�t�∑
k��

hϕk T ωt

⎞⎠ ,

Y �t� X R UiW

⎛⎝ϕo T

n�t�∑
k��

hϕk T ωt

⎞⎠ ,

� � hϕk� ����	"��� �����(�0� ���"����� ������ �����0� ���	�	�0�

+hϕk X �� +�hϕk�
� X σ�  �� ���# k� n�t� @ �	��� �������� �� �	�

����0# !����� Ǳ������� � ����"����" βtH + Yn�t�Z X βt� R @ �� 	��

����%����	� ��	�0���"�( ���(��( �����( ��
�����

�
 ��
� � 
������	�
� ��	���'��� ��
��
����� ����,

���
 � ������� �
 ����� -
������� .���� 5� 	�����/	���0�

�	����0 s�t� �60��� ��� ������
��� �������	�"	 �	 � Y9� �� ����EL ��

�� 8ZH s�t� X g�t� F^UY�πfc·tTϕ�t�Z, � � g�t� @ ��	6�
.�� �	����� ��"��	�

�� ��L ϕ�t� @ "� ��	��
.�� ��!�L fc @ ������� ����.�(L t @ ���"��

��	 ��	!������ ����/	� g�t�� �� ����"���	������ "� ��� �"��	�� �

��( "� ���/		� ���	 ��	!������ ��!� ϕ�t�� �� ���� 	 �� � ��!���(

"� ���/		 Y�� �� 9�D99Z� *�%�� ����"���	���� 	 �"��	�� �����!���


"� ���/	
� 2 ��� ����%��		� ���  �� ���������� �	���� �� �����

	����"�/		 	�	 � ��� ����%��		 � �����(��" ��!"�.��		 ����/	(

g�t� 	 ϕ�t�� �	���� s�t� "�%�� ����"���	���� ��� �����(�0( ���/����

20#� ��( �	���� ��������� ��!��� � �6.�" ������� ��� ����!���

� Y=� �� �A�Z� "�%�� ��	���� ��� �
.	" �0��%��	�"H

U�t� X �Uo ThU�t�� · UiW��πυotT φ�t��,



E= �&+"� �� /�' ����$�- "�) �� ��

� � hU�t� @ �����(�0� 	!"����	� ��������/		� �"��	�� 0 �����

�	������ UoL φ�t� @ ��!���� "� ���/	�� �6����������� �����(�0"	

�������/	�"	�

*� ��� ������	��
.�( ���"��	�	 "���	��0# ?�"��� ����	"���

Y8� �� ��AZ� 	"��� ��� �������	� unωo�t� X a�t� F^U Ynωot− ψ�t�Z� � � ψ�t�

@ �����(��� ��!�� Q�"��	"� ��� 	!  ����( ��	�	 ��� 	�������
�

������ ��!������0 J�����	"������

-�	��� ���&
��������� 	��
���� '���� 1��#���	�����
  	�

��"	�� � %	 ��( ��� � /��	 ������0# ��!"���� � �����	����0" �	��

��" !������� ��% 0( J��"��� �����0# �� ���%�� �����(�0" ��! �(�

���	�"� "�%�� ��	���� � ��"�.�
 �������	( Y�ZH

XN �t� X

N∑
s��

a�ls� ·h · F^U
(
ϕo T

s∑
i��

hϕi�t�

)
,

YN �t� X

N∑
s��

a�ls� ·h · UiW
(
ϕo T

s∑
i��

hϕi�t�

)
,

� � a�ls�� hϕ��t� @ �����(�0� ���/���0� a�l� > �� hϕs�t� @ ���� ���

������ s��� !���� �����	������ ��� 0 �.���� hϕ��t� @ ���� ��������

������� !���� /��	 �����	������ ����%	�������� ���������	� ��	 Ox�

N @ �6.�� �	��� !�������

N∑
s��

a�ls� ·h X �o,

�o @  �	�� ���( /��	 ��	�� ��� <�"��	"� ��� � ��?�( "� ��	 ��	�0�

������ �!�	"�!��	�	"���� ��	��.��	( ����� hϕi�t��

-�	��� ����
���� '���� +����	������ �����(��� /���� ��	�

�� ����� � Y��� �� �A�Z� ��	�0������ �������	�"

Xn X
n∑

j��

F^U

(
j∑

k��

εk · α
)
, Yn X

n∑
j��

UiW

(
j∑

k��

εk · α
)
, ���

� � Xn 	 Yn @ ���� 	���0 �������( ����	 /��	� α@ ��������0( ����

��������� �06�� !���� �������� � �����������
 �/� ���.���������� �
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���& $&

��"�.�
 εk������ �����������	 5� �"�#��� Y��� �� �9Z� Ǳ��/���0 ���

��� ������
� ��6�( ��""0 �	���� ������	������0# �����(�0# ���	�

�	��

/�
'���
���� ����
���� ���'����� +����	������ ��� �����

���	� ���/	������( � ?	����" �"0��� /����	�������( �����(��(

����/		 	"��� �	 Y��� �� EE�ZH

X�t� X
∞∑

k��

Uk F^UωktT Vk UiWωkt,

� � Uk� Vk �k X �, �, . . . � @ /����	������0� �!�	"�� ��������	������

�0� �����(�0� ���	�	�0� ��	��" ���	�	�0 Uk 	 Vk � � 	�����0"	

��"���"	 	"�
� � �� 	 �� %�  	�����	
 Dk� ��	 �	��� �������

"0# �������� "�%�� �����	�� � �����������" ��!��%��		 ���/	�����

��( �����(��( ����/		 �  	������0" �������"� ,����������/	�����

����/	� ������ ���/���� 	"��� �	 

KX�τ� X

n∑
k��

Dk F^Uωkτ.

0		�����
� ����� � ���������& ����
���& ���'������ 2

�� 	����!	 	 �� 	����	��/		 ����� 	�����!�
� ���/���0 �	 �

Z�t� X
n∑

j��

Aj�t� · F^U
(

j∑
k��

hϕk�t�

)
,



A� �&+"� �� /�' ����$�- "�) �� ��

�����0� "�%�� 	��������	������ ��� �  	�	���
 �"��� �!��������0#

�����(�0# ���/����� Y�EZ� Ǳ����	�����0� "� ��	 "�%�� ��� ����	��

� �6.�" �	 �� 	�����!�� ��� �
.��� �6�6.����� ��� �������	�H

Z��t� X
∞∑

j��

Aj�t� · F^U
(
ϕo T

j∑
k��

hϕk�t�

)
,

Z��t� X

∞∑
j��

Bj�t� · UiW
(
ϕo T

j∑
k��

hϕk�t�

)
.

���

5� 0 ��� ����
��� ��"6	�	������0"	 ���#���	����	"	H 	 Aj�t��

Bj�t�� ϕ� 	 ��	��.��	� ��!0 hϕi�t� "���� 60�� �����(�0"	 	� � �6�

.�"� �!�	"�� !��	�	"0"	� 5� 0 ��� ��	 ���!���0# ���(����# ��� �

������
� ��6�( ��""� �	���� !��	�	"0# ������"0#� <�	 ���	��
���

�� �����	����	# ���"��	����	# �����(�0# �� �� Y��Z�

���������� � C�	����"���	����	� �� 0 �	 � ��� 6� �" ��!0�

���� ���#���	����	"	 	����#	����	�������	������0"	 ���	�"	

�j'kj��

2�� ��	� � ��!���	� �� �� ��� ���"	�� &	����#	����	�������	�

������0�- �6���������  �6�����	�"  �� ��% ��� ��� �
.��� ������

�������"���� ��	��.��	( �� ��!��

'� ��	"��� ��	�� ���0# �0?� "� ���( ����%�"� ���	" �6��!�"

 ����� ��� �������	� "�%�� 60�� ����������� � ��� �������	�"  ��

�����(�0# ���"��	����	# �� �� 	 ��	?�" �������0� ���(���� J�	#

�� ��� C��	" �6��!�" �������	"� ��� "� ������ ��� �������	� ���

"�%�� ����"���	���� ��� �6�6.��	� ���# ��"�����0# ��������

<�"��	"� ��� ��	 ���� �����0# �����	�# J�	 �� 0 ����
��� ����

/	�����0"	� ���/	�����0"	 � ?	����" �"0����

�� /�����
������ 1231,��	���� � ��	������

������������ �
 ������ �
����������& ��	��

� 4���'��

0� -�	��� (4�)���
*� 56������ ��	��� (4�)���
*�

R,���'����7� Ǳ���� � ��� �"��	�� 0 Aj�t� 	 Bj�t� ���� ���
���
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�����	�"	

Aj�t� X �H�n�t� − j� ·H�j T �− n�t��� ·Aj�t�,

Bj�t� X �H�n�t�− j� ·H�j T �− n�t��� ·Bj�t�,

� � H�x� @ � 	�	���� ����/	� l��	��( �� C�� � ���/���

Zx�t� X An�t� · F^U
⎛⎝ϕo T

n�t�∑
k��

hϕk�t�

⎞⎠ , �Ea�

Zy�t� X Bn�t� · UiW
⎛⎝ϕo T

n�t�∑
k��

hϕk�t�

⎞⎠ . �Eb�

"�%�� ����"���	���� ��� �6�6.��	� "� ��	 &��
����-� 2 J��" "�%�

�� �6� 	����� ����%	�

An�t� X Bn�t�, hϕk�t� X �ωk − ωk−��tThϕ̃k�t�.

C�� � �������	� �E� ��	"�� �	 

Zx�t� X An�t� · F^U
⎛⎝ϕo T ωn�t�tT

n�t�∑
k��

hϕ̃k�t�

⎞⎠ ,

Zy�t� X An�t� · UiW
⎛⎝ϕo T ωn�t�tT

n�t�∑
k��

hϕ̃k�t�

⎞⎠ .

�A�

��	 ����%	�� hϕ̃k�t� X ϕk�t�−ϕk−��t�� �� ��	#� 	" � ��� �������	


Zx�t� X An�t� · F^U
(
ϕo T ωn�t�tT ϕn�t��t�

)
, �9a�

Zy�t� X An�t� · UiW
(
ϕo T ωn�t�tT ϕn�t��t�

)
. �9b�

*� ��	  �� ������ �9a�� ��� � Ak�t� X Ak� ϕn�t��t� X ϕk� ωk @ ��!��

�	�	"0� "�% � ��6�( 	  �� ��!�	��0# k �����(�0� ���	�	�0 ��	

�����		� ��� ϕo X � 	 ϕk @ �����"���� ������ �����0� �� 	�������

�� Y�, �π� �����(�0� ���	�	�0� 	���� ����	�� � Y�AZ 	 60�	 ��!���0

������"	 R����"��	����	"	 �����(�0"	 ���/����"	�
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*� ��� �	 � �A�  �� ������ Ak�t� X Bk�t� X F^WUm� ωk X ω  �� �
�

6��� k 	 ��!��	�	"0# ���"����� ������ �����0# ��	��.��	�# hϕ̃k�t�

X hϕk 	���� ����� � Y�Z ��� ��	"�� ���.�������(  	���!		 � R��

4 �6�� � J��" ������ ��� ����	�� �����/		 ������� ���������	� �

�	 �

X�t� X Zx�t� X |J | F^U�ϕ̃�t�Tωt�, Y �t� X Zy�t� X |J | UiW�ϕ�t�Tωt�, t� X �,

|J | X |−→OA| X
√
Z�x�t� T Z�y�t� X F^WUm,

	 � �

ϕ̃�t� X ϕo T

n�t�∑
k��

hϕ̃k,

ω @ �������(��� ��6�������� ��������

1���"��	���" � �� �6�6.�
.�
 �����"� �� ��!�������" ��6��

�0 Y�Z�

������
 �� Ǳ& �!  �&$�#-8# .��2�  ����� .��� �����-��

v�t� X F^U�ϕ̃�t� T ωt�, ϕ̃�t� X ϕo T

n�t�∑
k��

hϕk, ���

�� hϕk = -����� ��8� -�����!-� �� .������--8�  �&$�#-8� �����

$�-8  +hϕk X � � +�hϕk�
� X σ�D n�t� = $� ��  "�$"��' .��$�-�-�

-87 ��"�-& Ǳ&�  �-�  .��������� βt? +Yn�t�Z X βtD ϕo -� ���� �� ��

ϕ̃�t� � ����� .���-� �! �� .������-�) ρ�ϕo�� (��� 7���"���� ��$��

 "�) 1&-"2�) .��2�  � ϕ̃�t� ����� ���

gϕ�λ, t|ϕo� X fno

{(
−β − iλω T β fno

{
−λ

�σ�

�

})
t

}
· fno {iλϕo},

� -�$��!-8# ����-� .��)�"� m ��)  �&$�#-�# ����$�-8 v�t�

L��m, t� X+Y�F^U�ϕ̃�t� T ωt��mZ

= .��� �����-��

L��m, t� X
�

�m

∞∫
−∞

m∑
k��

Ck
n F^UY�m− �k��ϕ� T ωt�Z

× fno{�−β T βe−
�m−�k��σ�

� �t}ρ�ϕ��dϕ�.
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��	 �	��� ������� �������	����� ��!�������� hϕk�t� → �� ��

��	 �0������		 �� � �����	( �������!��"��  	���!	����( �������

�	"�/	�( ��"�� ����	"��� Y�9� �� ���D�=�Z�� 	 �"���� ���/���� ϕ̃�t� X

ϕo T
n�t�∑
k��

hϕk 6� �" 	�����!����� ��� �
.�� ��� �������	�H

ϕ�t� X

t∫
�

σ�τ� dw�τ�.

2 J��" ������

X�t� X R�t� F^U�ϕ�t��, Y �t� X R�t� UiW�ϕ�t��, dϕ�t� X σ�t� dw�t�.

Ǳ������� ��� R�t� @ ������0���  	������/	���"�� ����/	�� ���

����	" �������	�  �� �����/	( X�t� 	 Y �t�H

dX�t� X

(
∂R�t�

∂t
F^U�ϕ�t�� − �

�
R�t�σ��t� F^U�ϕ�t��

)
dt

−R�t�σ�t� UiW�ϕ�t�� dw�t�,

dY �t� X

(
∂R�t�

∂t
UiW�ϕ�t�� − �

�
R�t�σ��t� UiW�ϕ�t��

)
dt

TR�t�σ�t� F^U�ϕ�t�� dw�t�,

	�	

dX�t� X

(
�

�R��t�

∂R��t�

∂t
− �

�
σ��t�

)
X�t�dt− σ�t�Y �t� dw�t�,

dY �t� X

(
�

�R��t�

∂R��t�

∂t
− �

�
σ��t�

)
Y �t�dt T σ�t�X�t� dw�t�.

��	 	!"����	� R��t� �06���� ��� ��?��	� �������	�

�

�R��t�

∂R��t�

∂t
− �

�
σ��t� X −a�t� ���



AA �&+"� �� /�' ����$�- "�) �� ��

��	 �����	�n σ�t� X σ�t�
R�t� � a�t� > � 	 [σ�t� �����	���0  �� �
60# t� ��

��	#� 	" � �������	�"

dX�t� X −a�t�X�t� dt− [σ�t�

R�t�
Y �t� dw�t�,

dY �t� X −a�t�Y �t� dtT [σ�t�

R�t�
X�t� dw�t�

	 ��� �������	
  �� R��t�H

R��t� X

t∫
�

fno

⎧⎨⎩−
t∫
�

�a�τ� dτ

⎫⎬⎭ [σ��τ� dτ T fno

⎧⎨⎩−
t∫
�

�a�τ� dτ

⎫⎬⎭R����.

2������!����?	�� �������	�"	  �� X�t� 	 Y �t�� ��#� 	"

dR��t� X d�x��t� T y��t�� X �X�t� dX�t� T �Y �t� dY �t� T [σ��t� dt X

X Y[σ��t�− �a�t�R��t�Z dt− � YX�t�Y �t�−X�t�Y �t�Z
[σ�t�

R�t�
dw�t�

X Y[σ��t�− �a�t�R��t�Z dt.

C��	" �6��!�"�  �(���	������� R��t� @ ��?��	� �������	� ���� ��	

a�t� X a� [σ�t� X σ� ��

R��t� X
σ�

�a
T e−at

(
R����− σ�

�a

)
.

1�� ���������� ���� �� 	��� R��� X σ√
�a

�������� ��	���	��
.	"

"�����6��!	�"  �� "� ��	���"��� ���#���	������� ���/����� 2 �6.�"

������ ���/��� 6� �� ���.���������� � ��������( �������

��	 	!"����	� R��t� �06���� ��� ��?��	� �������	�

�

�R��t�

∂R��t�

∂t
− �

�
σ��t� X �,

��  	��"	�� �������( ����	 ��
���� 6� �� ���� ������� �	���"�(

���#���	����	#  	������/	����0# �������	(

dX�t� X −σ�t�Y �t� dw�t�, dY �t� X σ�t�X�t� dw�t�.
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��	 σ�t�� ����	"��� �����(�0( �������6��!�0( ���/���� ��  ���

"���0( ���/��� {X�t�, Y �t�} 6� �� ����#� 	�� � � ��( ��	��( ��  ���

��
� ��#����� ��� ��/	
 �� ���"�%���� "�% � ������"	� �� ����"���

� ����� ����� ��

"� 0������	�
� � 4
 ��
� ��	���'��� -
������� .����

2�!���.���� � �Ea� 	 �������

hϕk�t� X �π�fk − fk−�� · tT ϕk�t�− ϕk−��t� X �πhfk · tT h̃ϕk�t�,

Aj�t� X A�t�, fj X f, ϕj�t� X ϕ�t�,

��	#� 	" � � ��( 	! ��!"�%�0# "� ���( ��!���( "� ���/		

Z��t� X A�t� · F^U ��πf · tT ϕ�t�� . �=�

>�� "���	��0# ?�"�� "� ��� \n�( ���"��	�	 "�%�� ��� ����	�� 	!

�������	� �=�� ������� fn X − �nωo

�π � C��	" �6��!�"� ��	#� 	" � "� ��	

�	 �

Z��t� X A�t� · F^U��πf�n · tT ψ�t��.

/� -�	��� ���&
��������� 	��
���� '���� $��
������
�

��	��� ����
���& ��8	
��� � ���������� ��������)� 5���

�"���	" "� ��� ��� ��	 �����		 Aj�t� X Bj�t� X H�n− j�Aj � hϕk�t� X

hϕk� ϕo X �� � � Aj @ �������(�0� ���	�	�0� ϕk�t� @ ��!��	�	"0�

�����(�0� ���	�	�0� Ǳ����	" ��� �������	�

Zx�t� X

n∑
j��

Aj · F^U
(

j∑
k��

hϕk

)
, Zy�t� X

n∑
j��

Aj · UiW
(

j∑
k��

hϕk

)
,

������� "�%�� ���%	��� ����	"��� "� ���
 �����/	(  �	�0 �����	�

�����( /��	 �$������ 	�	  	���!		 � ���������( ��������
 � R��

>�(���	������� ���	 � "� ��	 ��� ����%	�� Aj�t� X Bj�t� X ��

ϕo X �� hϕk�t� X εk ·α� � � εk @ ��!��	�	"0� ���	�	�0� ��	�	"�
.	�

� �����( �����������
 !�����	� ±� ������ ������������ 5� �"�#�����
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α X F^WUm� α ∈ (
�, π
�

)
� �� ��	#� 	" � "� ��	  �	�0 /��	 Ln ���������	�

"�% � ���/�"	 /��	�H

Xn X

n∑
j��

F^U

(
j∑

k��

εk · α
)
, Yn X

n∑
j��

UiW

(
j∑

k��

εk · α
)
. L�n X X�n T Y �n .

>�� J��( "� ��	 ���� ����	 ������ ��� ��� !�����	� ��� ����  �	�0

J��( /��	 +YX�n T Y �n Z Y��� �� �A�ZH

+YL�nZ X+YX�n T Y �n Z X n
� T F^Uα

�− F^Uα
− � F^Uα

�− F^Un α

��− F^Uα��
.

��	 � "� ��	 ��� �06���� Aj�t� X Bj�t� X H�n�t� − j� · v · δ� � �
δ X ht X F^WUm� n�t� X

[
t
δ

]
T � �! ��� YxZ @ /���� ����� �	��� x�� ��

�����	" �������	� �����(���� 6��% ��	� � �������(��( ��������
 �

R�H

Zx�t� X v ·ht ·
n�t�∑
j��

F^U

(
ϕo T

j∑
k��

hϕk�t�

)
,

Zy�t� X v ·ht ·
n�t�∑
j��

UiW

(
ϕo T

j∑
k��

hϕk�t�

) �8�

���������� 2 ������" ������ "� ��� �8� "�%�� ��	�0����  �	�

%��	� ����
.��� �6O���� ��  �(���	�" �	���0#� ����	"��� ���6��

�����0#� ������/	( Y��� �� E�Z� ��	 ��	����� ��� �X��t�, Y��t�� @ ���

�� 	���0 ������� ��"����� 	 �������������� �X��t�, Y��t�� @ ���� 	�

���0 ������� ��"������ �� "�%�� ����"������ ������������
 "� ���

 ���	%��	� 	"	 ��	�	�����( �6����	 @ �6����	 ����������	� �� ���

���� ��� �������	��

L������t� X Ẑ�� T Ẑ�� � F^WUm,

Ẑ��t� X |X��t�−X��t�|, Ẑ��t� X |Y��t�− Y��t�|,
����

� � L�����t� @ ��������	� "�% � ��"�����"	�

Ǳ� �6�0� "� ��	 ��!����
� 	���
���� &���� ��� ��������( ���

��������	 ����������	�- ��"������  �� �
6��� 	�#� ���� ��������	�

"�% � �	"	 � �
6�( "�"��� ���"��	 t > �� C���( �0�	��	�����0(
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���� ��� ���������� ��	 	�����!����		 "� ���(  ���	%��	� ��	�	���

���( �6����	 �+<� ���/����"	  	���!	������ �	��� <� �6O��������

��"� ��� �� ������ ���#���	����	# �������	( ��!"�.��	� �#� �� �

���"� ���	!�� �0# �� �	���������� ���/���� �&6��0( ?�"-�� <�"��

�	"� ��� "� ��� �	 � ���� @ ��	"�� ��!"�%���� �����	������� ��	�

"����	� �������!	/		 ��!��	�	"0# jpkj��� ���

< �� 	! �6�6.��	( "� ��	 ��� 	���� ����� � Y�Z� � 	"���� @  	���

"	�� 	!"����	�  �	�0 /��	 ������0# ��!"���� � 6��������0" �	���"

!�������

5���"���	" ���6������	 J��( "� ��	 	 ����"��	���" ������0�

�0�� 0�

Ǳ���� l ∈ Y�, LZ @ ����"���� l�, l�, . . . @ !�����	� ����"����� � X

l� < l� < . . . � L� h X L/N � lj X j ·h�
N∑

s��
a�ls� ·h X �o X F^WUm @  �	��

/��	� 5���"���	" "� ���  	��"	�	 /��	� ��	�0���"�
 ��� �
.�(

�	���"�( �������	(H

XN �t� X

N∑
s��

a�ls� ·h · F^U
(
ϕo T

s∑
k��

hϕk�t�

)
,

YN �t� X

N∑
s��

a�ls� ·h · UiW
(
ϕo T

s∑
k��

hϕk�t�

)
,

����

� � a�ls�,hϕs�t� @ � �6.�" ������ �����(�0� ���/���0� �� "0 �����	�

�	"�� ������"� ��� � a�l� > � @ �������(��� ����/	�� hϕs�t� @ ����

�������� s��� !���� �����	������ ��� 0 �.���� �ϕ��t� @ ���� �������

�� ������� !���� /��	 �����	������ ����%	�������� ���������	� ��	

Ox�

*���"��	�����
 "� ���� ��	�0���"�
 �	���"�( ����� 6� �" ��!0�

���� ������	����� �	���	�� ���	� >�� J��( "� ��	 � Y�Z ���������

�	���"� ���#���	����	#  	������/	����0# �������	( � �������0"	

 ���0"	� ��?��	� ������( {X�lL t�LY �lL t�} ���� ����� ���� 	���0 ���

�����( ����	 ���#���	�����( /��	 ��� ����/		 �� ����"���� l�
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Ǳ����  �� "� ��	 ���� �0������0 ��� �
.	� "� ����0� ��� ���

��%��	�H
ϕ��t� X �, a�l� > �, l ∈ Y�, LZ,

hϕk�t� X η�lkL t� ·h�w�lk��, t ∈ Y�, T Z,

η�lkL t� X

t∫
�

σ�lkL τ� dwk�τ�,

����

� � h�w�lk��, h�wk�τ�� @ ��!��	�	"0� "�% � ��6�( 	  �� ��!�	��0# k

	 τ �����%�
.	� ��	��.��	� �����������
.	# �	�������	# ���/���

���� ���� �����0# �� ���	!�� ��		 ��!��	�	"0# �����������0# ����

�������� {S�, :]l, P�} × {S�, :]t�n�, P�}� � � :]l, 	 :]t�n� @ ��������

����
.	� �����	 σ�����6�� ����% ��"0# ���/����"	 w�l� 	 w�t� ∈ RnL

����/		 a�l� ∈ C���,L� 	 σ�lL t� ∈ C���,L�×��,T � @ �������(�0� ����/		 ��

l 	 t� η�lsL t� @ 	�����	������ ���������

������
 � Y�Z� 5�&$�#-8# .��2�  {X�lL t�LY �lL t�}' )��)	,�# )

.�����!-8� �N → ∞� ��) ���� .�� �����!-87 .���.���9�-�)7 ����'

� �! ����-�� ����$� ���� ��)  � ���8  ��7� ��$� "�7 ��11���-2��

��!-87 &���-�-�# 
�� ��) �	+�� t > �?

dlp�lL t� X

⎡⎣p�lL t� ∂
∂l

qW a�l�− �

A
p�lL t�

t∫
�

σ��lL τ� dτ

⎤⎦ dl

−
⎛⎝�

�

t∫
�

σ��lL τ� dτ

⎞⎠�/� q�lL t� dw�l�,

dlq�lL t� X

⎡⎣q�lL t� ∂
∂l

qW a�l�− �

A
q�lL t�

t∫
�

σ��lL τ� dτ

⎤⎦ dl

T

⎛⎝�

�

t∫
�

σ��lL τ� dτ

⎞⎠�/� p�lL t� dw�l�,
dlX�lL t� X q�lL t�dl, dlY �lL t� X p�lL t� dl,
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&���������)	,�# ��-�$-8� & ����)�

X��L t� X �, Y ��L t� X �, p��L t� X a���, q��L t� X �.

9� /�
'���
���� ����
���� ���'����� Ǳ���� ��	��.��	�

�����(��( ��!0 ���� ���
��� ��� �
.	" �6��!�"H

hϕs�t� X ψs�t�− ψs−��t�, ψs�t� X ωs · tT φs,

	 �"��	�� 0 Aj�t� X Aj � Bj�t� X Bj �� !��	��� �� t� ��!��	�	"0 "�% �

��6�( 	  �� ������� �
.	# j� ��/����	�����0 	 � 	������ ������ ��

���0� 2 J��" ������ ���/���

Z�t� X Z��t� T Z��t� X

∞∑
n��

YAn F^U�ωntT φn� TBn UiW�ωntT φn�Z ��E�

��	 �����		� ��� φn ��!��	�	"0 	 �����"���� ������ ����0� ���/	��

����� ��"� ����	"��� Y��� �� A�Z��

I����0" ������" �� � ��E� "�%�� ��	����  �(���	�����0( �����

�����	( ��	����"���	����	( �� � �������� ��� An�t� X anXn� Bn�t� X

anYn� � � X�, Y�, X�, Y�, . . . @ ���"������ ����� ������������� ωn · tT
φn X nt Y��� �� ��EZH

Z�t� X

∞∑
n��

anYXn F^UntT Yn UiWntZ. ��A�

5� ��A� �������� �� �" $���� ���/	�����0# ���������	# ���/�����

�� ����%����	 Y��� �� ��9Z� <�"��	"� ��� ��!0 ������ �� � ��A� ������

��(�0�

1�.������� "��%����� ������ ����	( �����(�0# ��!�  �� �����

�0# ���/���0 �	 � ��E� ���/	�����0 � ?	����" �"0����

���������� �� ;� �" �����	��� ��� ����/	� f�x�� !� ����� ��

���"�%���� Ya, b�� ������� ������� �b − a�/k
���	�	����	 �k ∈
N�� ���	 ��� � ����������� �����	


f�x� X

{
f
(
xT b−a

k

)
, ���	 x ∈ Ya, aT �k−���b−a�

k �,

f
(
x− �k−���b−a�

k

)
, ���	 x ∈ [

aT �k−���b−a�
k , b

)
.
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������
 �� Ǳ& �!  �&$�#-8# .��2�  Z�t� ��9-� .��� �����! �

����

Z�t� X
∞∑

n��

Yηn F^U�ωntT φn� T νn UiW�ωntT φn�Z, ��9�

�� ��.���&�8 ηn' νn = � �+,��  �&$�#-8� ����$�-8' -� ���� ),��

�� t' -����� ��8� ��9�&  �+�# � ��) -� ��.���	,�7 j' -� ���� ),��

��  �&$�#-�# 1��8 φs'  "�-�$-8�� ����-���� ������ .��)�"� �

∞∑
n��

+YηnZ
� < T∞,

∞∑
n��

+YνnZ
� < T∞L

 �&$�#-8� 1��8 φn ∈ Y�, �π� �n X �, �, . . . � -����� ��8 � ���-����-�

�� .������-8� ��) ��� $��+8  �&$�#-8# .��2�  ��9� +8�  ��2��-���

-8� � ����"��  �8 ��' �� ����$-�' $��+8 .���-� �! �� .������-�)

1��8 ρ�φ� �+������  ��# ���� π
� �.������$-� ��?

ρ�φ� X

⎧⎪⎨⎪⎩
ρ
(
φT π

�

)
, � �� φ ∈ [

�, 	π�
)
,

ρ
(
φ− 	π

�

)
, � �� φ ∈ [

	π
� , �π

)
,

�, � �� φ /∈ Y�, �π�.

����

���������	
���� Ǳ� ���� ����	
 �����(�0( ���/��� ��!0���

���� ���/	�����0" � ?	����" �"0���� ���	 �0������0 �����	�

+YZ�t�Z X F^WUm, F^rYZ�t�, Z�tT τ�Z X K�τ�. ����

Ǳ�����	" �0������	� ����� ��	�	"�� �� ��	"��	�� ��� ���	 ρ�φ� X

ρ
(
φT π

�

)
� �� ρ�φTπ� X ρ

(
φT π

� T
π
�

)
X ρ

(
φT π

�

)
X ρ�φ�� 2������!��"��

���(����"	 �	���� 	 ���	����H UiW�φTπ� X − UiWφ� F^U�φTπ� X − F^Uφ�

��	�0��� ��!��	�	"���� �����(�0# ��! 	 �����(�0# �"��	�� H

+YZ�t�Z X +

[ ∞∑
n��

Yηn F^U�ωntT φn� T νn UiW�ωntT φn�Z

]

X

∞∑
n��

+Yηn F^U�ωntT φn�Z T

∞∑
n��

+Yνn UiW�ωntT φn�Z

X

∞∑
n��

+YηnZ+YF^U�ωntT φn�Z T

∞∑
n��

+YνnZ+YUiW�ωntT φn�Z.
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������!�� ��!��%��	� ���	���� ��""0 	 �	���� ��""0 	 ��� ����� ���

��������� ������ ����	� �����������( �����(��( ��!0 ���� π
� ����	��

 	������ ����/	�� �������" ��� �
.	( ��!������H

+YF^UφnZ X

�π∫
�

F^Uφnρ�φn� dφn

X

π∫
�

F^Uφnρ�φn� dφn T

�π∫
π

F^Uφnρ�φn� dφn

X

π∫
�

F^Uφnρ�φn� dφn T

π∫
�

F^U�φn T π�ρ
(
φn T

π

�
· �

)
dφn

X

π∫
�

F^Uφnρ�φn� dφn −
π∫
�

F^Uφnρ�φn� dφn X �.

,�����	��� �����	"� ��� +YUiWφnZ X �� 1�� ���������� +YZ�t�Z X

F^WUm X ��

Ǳ�����	" �0������	� ������� �����	�� 1 �����" ����������� �0�

?� 	 ��!��	�	"���	 �����(�0# ��! "�% � ��6�( 	"��"

F^rYZ�t�, Z�tT τ�Z X
∞∑

n��

+
[
η�n

]
+YF^U�φn T ωn�tT τ�� F^U�φn T ωnt�Z

T

∞∑
n��

+
[
ν�n

]
+YUiW�φn T ωn�tT τ�� UiW�φn T ωnt�Z. ��=�

4�	�0��� ��	����"���	����	� ����6��!����	�� ��	#� 	" � ���6#� 	�

"���	 �0�	����	� M YUiW �φnZ 	 M YF^U �φnZ� 1 �����" π
� ����	� 	�����	

����/		 ρ�φ� 	"��" M YUiW �φnZ X � 	 M YF^U �φnZ X �� Ǳ� �������

��������0� ��!������0 � ��=� 	 ��	�0��� �����	�� �������"0� �� ����

��(�0� �"��	�� 0� �������"

F^rYZ�t�, Z�tT τ�Z X
�

�

∞∑
n��

F^U�ωnτ�+Yη�nZ T
�

�

∞∑
n��

UiW�ωnτ�+Yν�nZ X K�τ�.

<6� �����	� �0�����
���� ��� ���������� ���/��� ���/	������ � ?	�

����" �"0���� C����"�  ���!����
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2����"�� � "� ��	 R����"��	������� ���/���� �9a�� K�� "� ���

� %����	" ���6����	�" �����"������ ������ ����	� �����(��( ��!0�

+�� ���!��� � 	���� ����		� � �	" 	! ���(��� J���� ���/���� ���!0���

���� ��� ���/	��������� ������ � ?	����" �"0���� +�� ��� ��� 	! ����

��"0 E� ���6����	� �����"������	 ������ ����	� ��!0 �������� ��� �

	!60����0"  �� ���/	��������	� R����"��	����	� ���/���0 @ �����

�!�	( ������ ����
.	(�� �����0" ������" ��� �������"��� ������

���/������ Ǳ� �#�"�  ���!�������� ���(��� e����"��	����	# ���/���

��� �	 ��� ��� �0�� 0 � Y�AZ "�%�� ��������
 �����	����  �� 6����

?	������ ������ ���/������ 	���
��
.	# ���6����	� �����"������	

������ ����	� �����(��( ��!0� + �	" ���������� ����	"��� ���% �

����� �0�� 0� ���!���0� � J��� 	������
 ���/���� �����	������ "��

��"��	������� �%	 ��	� 	 ��� ����0� �����"0  �� ��"" ���	# ����

/������

"���	�

+�� �	 	"� j'kj��� 0 �	 � ��� ����
��� �6�6.���0" ��	���	�"

6���?��� "��%����� ��!�	��0# ������0# ���/������ ��% �
.	#�� �

"� ��	�����		�

<60��� ����"���	��
� F�""0 �������� 	�	 ��������� �	��� ����

��(�0# ������"0#� ��	����� �� ��!��	�	"���� ���������	�����������

J�	# ������"0#� < ���� ����� ����� ��	#� 	��� �����	������ � ����

/����"	 �	 � ���� � �����0# �� �6O���	��0" �����	�" ����� ��������

����	 �����(�0# ���	�	�� �6��!�
.	#  ����
 ��""�� ����
��� ����

���	������0"	� � ��" �	��� 	 �	���� ������	������0"	� 1��/	�	�

������ ��� �������	� �����(�0# ���	�	� ����! ��	��.��	� ��!������

	���� ����� �	���� ������	������0� ��""0� ����	"��� "� ��� &��
�

����- ��� � Y�Z 	 "� ���  	��"	�	 ���#���	�����( /��	 ���� � Y�Z�

<�"��	"� ��� ����"���	���"0( ����� ��� "�%�� ��	"����� ��	

��������		 	 	���� ����		 "� ���( J���
/		 	����#	����	 �����	!��

����0# �	���"� 2 ��"��# ��� �������	� � &���"��	����	# 	!"����	�

�#-� ��� � � 	� ����" �� ��"���" � ���% ���������� ��"0( ���#�	(
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������� 	����#		� ��% �"� n�"� �����
 �n � N � �������������� ����

/���

Zn�t� X
n∑

k��

YAk�t� F^U�ϕk�t�� TBk�t� UiW�ϕk�t��Z,

� �

ϕk�t� X ϕo T

k∑
i��

hϕi�t� T ωkt,

� ��	��.��	� hϕi�t� 	� �/	��
��� 6���� �0���	"	� ������  � n����

������"	 YE� �� �E�Z� 2�!"�%��� J�� �������� ���%����� ������!	�����

�	� 6	�%��0# ����!�����( �� ������ �����	������� "��� � �0 ����	�

���� � 	 ��� �������	� �����?�(�� ����	 ��� ���/	�������� �����(�

���� ���/�����

0
(��/(��/

�� ��=�. <	 #	� :�����. >	 #	� ?�8@- A	 <	 c����������������� 2�
���� � ��
����
�
�� PP d	�����`�
��- deǱ]& $""4&

�� ��=�. <	 #	� ?�8@- A	 <	 3�
���� ���� ��
��
�� ������� � �����
��
�
���	� ���
O�� P Ǳ�����
�& _	���������/ c��������- ]
������ ����	��
��
�������� 3_a �.�& $""R& $ �&

�� ��=�. <	 #	� 0���B����2 C?�8@-D A	 <	 Z���	�����
�� ��
���� ��������
������ ������ 
� ��
��� XNTX ��������� PP Sfff Z�1��
��& 
���& ��
2&
��������� ����� �����/ �
�	��� � ������ � g����
�- �����(/ �����	���(/
����
�����(�/  4 ����  !$! �& *���- ]����� ]
2������

���
�	���������
���
���� 3Ǳ/  !$!& �����
�	O
�( ������( ����������/ ����� � ������ e���
������� g����
�& #  !$!& ^& $% &

�� ��=�. <	 #	 X�TX��(�� � �� ����
�
�� �	( ����`�
�(/ �	����2������ � ��
��	�����
�( �	����
�� ����
������� ���������- ������
� b $5Y P _& .& 3���
��/ h& _& *�����
���(i _����	���	O
�� ��
�� 3_a �.�& c��������- ]�����
,�������
& ���& �
���/  !$!& %$ �&

�� 0�� ?	� 
���E�891	 �����	������

�� ���
�	�& Z- ^�������� �����/ $"0$&
�� /�1�.8.��3�.��@� ,��3�� � ��2���� ��
��������
�� �������� �
��

� P

_& �& .
�����/ _& ,& e��(�
��/ .& �& *�	�
 � ��&i Ǳ�� ���& _& ,& e��(�
���&
Z&- ����� � ��(�O/ $"RR&

�� :.�8�� �	 F	 ,������������ ��
��� �����	������ � �����
��������& Z&-
����� � ��(�O/ $"" &

	� ��B�-�� �	 Ǳ	 a��
�� ����	O����� �����
�� 
������	O
���� ������� 	��
����� 
� ��
��� 2�����	O
�� ������� ��22����

�� ��������� PP ^�����
������� =
2����==/  !!R& _��& Y'0$)& ^& $%"#$Y &


� 0.8�B����� 7	 7	 Z��
��
�� +��& Z- �����/ $"0$&
��� G�88�� <	 ,����( ����(�
����� � �� ���	�1�
�(& Z&- Z��/ $"40& ,& $&
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��� 0�-�� H	IǱ	 ^	����
�� 2�
����
�	O
�� �(��& Z- Z��/ $"0%&
��� Ǳ�J�B�� <	 :	 ,����( �	����
�� 2�
����& Z- ��������&/ $"4!&
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1�� 	 "�����	�����0# ��6��� �����.���0# 	���� ����	
 �6�6�

.����( ��!��?	"���	 ��!�	��0# �����0# !� ��  �� �������	( �"��

?������ �	��� ��"��	" �	?� ��6��0 Y�D8Z� Ǳ�	 J��" ��	6���� ������

6	6�	�����	� ��  ����( ��"� 	"����� � Y�D8Z�

5�6��� �����.���  ���!��������� �����"0 � ��� ����"�����	 	

�����" �6 �6�6.����( ��!��?	"���	 � ��( ������( !� ��	� �������

�����0� ���������� 	 	���� ����� 2� '� 2�����0" Y9� �� =Z�

Ǳ���� S @ �����	������ �6����� � Rn � ������� ��� ��( ����	/�(

S� St X S× {t}  �� � � t � T � ST X S × ��, T �.

2 /	�	� �	�����( �6����	 Q X S × ��, T � ����"���	" �������	�

�"�?������ �	��

Lu X k�x, t�utt −
n∑

i,j��

∂

∂xj
�aij�x�uxi� T a�x, t�ut T c�x�u X f�x, t�. ���

Ǳ�� ����%	"� ��� ��J��	/	���0 �������	� ���  ��������� ��� �	� �

Q 	 �0������0 �����	�

aij X aji,
n∑

i,j��

aijξiξj � ν|ξ|� ∀ξ ∈ R
n, ν > �.

1�� �� ��6��� Y9Z� ��� �" "��%�����

P±
� X

{
�x, �� H k�x, ��>�<�, x ∈ S

}
, P±

T X
{
�x, T � H k�x, T �>�<�, x ∈ S

}
.
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 4�#�� ����-�� &���-�-�) ��� � �+�� �� Q ��"��'

$��

u|ST X �, ���

u|t�� X �, ut|P�
�
X �, ut|P−

T
X �. �E�

Ǳ���� CL @ ����� ��� �	# ����/	(� � ���������
.	# �����	�"

���� �E�� I���! CL∗ �6�!���	" ����� ��� �	# ����/	(� � ���������
�

.	# �����%���0" �����0" �����	�"

v|ST X �, v|
P

−
�
X �, v|

P
�
T
X �, Ykvt T �kt − a�vZ|t�T X �. �A�

2�� �" ��� �
.	� �6�!�����	�H W̃ �
� �Q�

(
Ŵ �
� �Q�

)
@ ��������	�

������ CL �CL∗� �� ���"� ‖ · ‖� ������������ 1�6����� W �
� �Q�� <6��

!���	" ����! W̃−�
� �Q�

(
Ŵ−�
� �Q�

)
������������ �	��(�0# ������0��0#

����/	������ �� �	��6�����0" ������������" W̃ �
� �Q�

(
Ŵ �
� �Q�

)
� Ǳ�	

J��" ���% �������" L��Q� � ��� �����%���0" Y��Z�

���������� �� $���/	� u�x, t� ∈ W̃ �
� �Q� ��!0������ �����


��� �����	�� ������ �����	 ���D�E�� ���	 �0������� 	�����������

��% �����∫
Q

Y−kutvt T �a− kt�utv T

n∑
i,j��

aijuxivxj T cuvZ dQ X 〈f, v〉 �9�

 �� �
6�( ����/		 v ∈ Ŵ �
� �Q�� � � 〈·, ·〉 @  ��(�������� ������?��	�

"�% � Ŵ−�
� �Q� 	 Ŵ �

� �Q�� f ∈ Ŵ−�
� �Q��

2 �	�� �����"0 5	��� � ��� �������		 �	��(�0# ������0��0#

����/	������ ����� ����� 	������������ ��% ����� �9� ����� 〈Tu, v〉�
� � T �	��(�0( �����	����0( �������� 	! W̃ �

� �Q� � Ŵ
−�
� �Q�� <�������

T ∗ ������%���0( �������� � T � ���� ������� ���������"

〈Tu, v〉 X 〈u, T ∗v〉 ∀u ∈ W̃ �
� �Q�, ∀v ∈ Ŵ �

� �Q�. ���

Ǳ���� H∗
� X H∗

� �λ� @ ��������	� Ŵ �
� �Q� �� ���"�

‖v‖�H∗
�
X

∫
Q

⎡⎢⎣e
λtv� T
n∑

i��

⎛⎝ t∫
�

e�λτvxi dτ

⎞⎠� T
⎛⎝ t∫
�

e�λτv dτ

⎞⎠�
⎤⎥⎦ dQ.
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#���
 �� Ǳ& �! �8.��-�-8 & ����) c�x� � c� > �'

a− �

�
kt � δ > �, �x, t� ∈ Q.

(���  &,� ��&�� "�- ��-�� λ > �' ��"�)' $�� ����� �� �� -�����- ���

C�‖v‖H∗
�

� ‖T ∗v‖
W̃−�

� �Q�
, C� X C��λ� > �,

��) � �7 1&-"2�# v ∈ Ŵ �
� �Q��

���������	
���� >�� �
6�( ����/		 v ∈ Ŵ �
� �Q� � ���������

��� ����%	"

u�x, t� X

t∫
�

e�λτv�x, τ� dτ.

'���� �� �	 ���� ��� u�x, t� ��	�� ��%	� W̃ �
� �Q�. 1������ �06	���"

λ > � ���� ��� a − �
�kt T λk � δ

� � Q� 1 �����" �����0# �����	( �A�

����� 	�����	�����	� �� �����" � ����( ����	 ��� �������" ���������

〈u, T ∗v〉 X
∫
Q

⎡⎣(
a− �

�
kt T λk

)
e�λtv�

T λe−�λt
n∑

i,j��

aij

t∫
�

e�λτvxi dτ

t∫
�

e�λτvxj dτ

T λc�x�e−�λt

⎛⎝ t∫
�

e�λτv dτ

⎞⎠�⎤⎦ dQT
�

�

∫
P�
�

kv� dx

− �

�
e�λT

∫
P−

T

kv� dxT
�

�
e−�λT

×
∫
�T

⎡⎣ n∑
i,j��

aij

T∫
�

e�λτvxi dτ

T∫
�

e�λτvxj dτ T c�x�

⎛⎝ T∫
�

e�λτv dτ

⎞⎠�⎤⎦ dx.
<��
 � � �	�� �06��� �	��� λ 	 �����	( ��""0 	"��" �����������

〈u, T ∗v〉 � e−�λT ]iW

{
δ

�
, λν, λc�

}
‖v‖�H∗

�
.
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C�����  �� �0�� � 	���"�( ���	����( �/���	 �������� �������!������

�� ���������"

‖u‖� X ‖v‖H∗
�
.

G�""� �  ���!����

�! ��""0 � ������� ������� ��� ��� Y��Z

������
 �� Ǳ& �! �8.��-�-8 & ����) ����8 � � f ∈ Ŵ−�
� �Q��

(��� &���-�-��

Tu X f ���

.���-� ��������� �R�T � X Ŵ−�
� �Q��.

<6�!���	" ����! H� X H��λ� ��������	� W̃
�
� �Q� �� ���"�

‖u‖�H�
X

∫
Q

⎡⎣ϕ�t��u�t T n∑
i��

u�xi
T u�� T e−
λtu�

T

n∑
i��

⎛⎝ T∫
t

e−�λτuxi dτ

⎞⎠� T
⎛⎝ T∫

t

e−�λτu dτ

⎞⎠�⎤⎦ dQ,
� � �����	/�������� ����/	� ϕ�t� ��������� ���/	����0" �6��!�" �

 ���!��������� �����"0 ����E 	! Y=Z�

'� �������		 ��������� ��� ������	���  ���!��������� ��""0 � 	

�����"0 ����E 	! Y=Z  ���!0������ ��� �
.��

#���
 �� Ǳ& �! "�>11�2��-� c�x� > � �� ����$-� +��!��#' �8�

.��-�-� & �����

a− E

�
kt � δ > �, �x, t� ∈ Q,

� ����� �� �� ���- ��  ���&	,�7  �&$���?

k�x, �� � �, k�x, T � < � ��� k�x, �� < �, k�x, T � � �

��� k�x, �� < �, k�x, T � < � ��� k�x, �� � �, k�x, T � � �.

(���  &,� ��&�� "�- ��-�� λ > � ��"�)' $�� ����� �� �� -�����- ���

C�‖u‖H� � ‖Tu‖
Ŵ−�

� �Q�
, C� X C��λ� > �,

��) � �7 1&-"2�# u ∈ W̃ �
� �Q��
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���������	
���� >�� �
6�( ����/		 u�x, t� 	! W̃ �
� �Q� ����"���

�	" ����/	


v�x, t� X ψ�t�

T∫
t

e−�λτu�x, τ� dτ T ϕ�t�u�x, t�,

� � ϕ, ψ @ �����	/������0� 6���������  	������/	���"0� ����/		�

�����0� �  �����(?�" �06	��
��� �����������
.	" �6��!�"�

Ǳ�������� ����/	� u�x, t� ��	�� ��%	� W̃ �
� �Q�� 	�����	��� ��

�����"� 	"��"

〈Tu, v〉 X
∫
Q

⎧⎨⎩
[(
a− E

�
kt T λk

)
ψe−�λt − E

�
ke−�λtψt T cϕT

�

�
�kϕt�t

]
u�

T ϕ

⎛⎝−ku�t T
n∑

i,j��

aijuxiuxj

⎞⎠
T
�

�
�ψe�λt�t

⎡⎣ n∑
i,j��

aij

T∫
t

e−�λτuxi dτ

T∫
t

e−�λτuxj dτTc�x�

⎛⎝ T∫
t

e−�λτu dτ

⎞⎠�⎤⎦
−Y�a− kt�ψZtu

T∫
t

e−�λτu dτ T �a− kt�ϕutuT �kψt�tu

T∫
t

e−�λτu dτ

⎫⎬⎭ dQ

T
ψ�T �

�

∫
�T

ke−�λTu� dx− �

�

∫
�T

kϕtu
� dx

T
ψ���

�

∫
��

⎡⎣ n∑
i,j��

aij

T∫
�

e−�λτuxi dτ

T∫
�

e−�λτuxj dτ

Tc�x�

⎛⎝ T∫
�

e−�λτu dτ

⎞⎠�
⎤⎥⎦ dx. �=�

'� �������		 �����	( ��""0 ��( ���� �	��� λ > � ������ ���

a− E

�
kt T λk � δ

�
∀�x, t� ∈ Q.
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�� Ǳ���� 	"�
� "���� ����������� k�x, �� � �� k�x, T � < �. 206���"

�	��� T�� T� ���� ���60 k�x, t� � −δ� < �� t ∈ YT�, T ZL T� < T� < T.

;� �" ��	����� ��� ϕ�t� X �� t ∈ Y�, T�ZL ϕ�t� X �� t ∈ YT�, T ZL

ψ�t� ≡ μ, � � μ @ ����%	������� �	���� C�� � ����� �� �	 ���� ���

����/	� v�x, t� ��	�� ��%	� Ŵ �
� �Q�. '�( ���� �	��� μ > � ������ ���

δ

�
μe−�λT T

�

�
�kϕt�t � δ� > �.

2 �	�� �����"0 ���%��	� 	"��"∫
�

u��x, T � dx � ε

∫
�×�T�,T �

(
u�t T

n∑
i��

u�xi

)
dQTKε

∫
�×�T�,T �

u� dQ, ε > �.

206	��� ε > �  ��������� "��0" 	 !���" 	�����!�� �����	� �����"0�

����������� +�?	 	 ����	 ��� �����������

‖v‖� � C‖u‖H� , C > �,

	! ������?��	� �=� �������" 	���"�
 ���	����
 �/���� ��""0 ��

�� Ǳ�	 k�x, �� < �� k�x, T � � � ��!�"�" �	��� t�� t� ���	�� ���

k�x, t� � −δ� < �, t ∈ Y�, t�ZL � < t� < t� < T.

Ǳ���%	"

ϕ�t� X �, t ∈ Yt�, T ZL ϕ�t� X �, t ∈ Y�, t�ZL

ψ�t� X μ, t ∈ Yt�, T ZL ψt�t� � �, ψt��� � ψ� > �L ψ��� X �.

Ǳ� ��������	
 ����/	� v ��	�� ��%	� Ŵ �
� �Q�. 1���� ��.�������

μ > � ������ ���

δ

�
e−�λTψ T

E

�
δ�e

−�λTψt T
�

�
�kϕt�t � δ� > �.

C�� � 	! ������?��	� �=� ��� ��� ���	����� �/���� ��""0 ��

E� Ǳ�	 k�x, �� < �� k�x, T � < � 6� �" ��	����� ���

k�x, t� � −δ� < �, t ∈ Y�, t�Z ∪ YT�, T Z.
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2 �������� ψ�t� ����"���	" ����/	
 ψ�t� 	! �� � 	 ����%	"

ϕ�t� X �, t ∈ Y�, t�Z ∪ YT�, T ZL ϕ�t� X �, t ∈ Yt�, T�Z.

1������ �	��� μ �06	������� ��� � �� �� Ǳ������� �� ����!��

YT�, T Z� ��� � �� �� 	 �� Y�, t�Z� ��� � �� �� 	! ������?��	� �=� �����

�����	" �����% ��	� ��""0 ��

A� Ǳ���� k�x, �� � �� k�x, T � � �. 2  ����" ������  �� �������	�

���	����( �/���	 ��""0 �  ��������� ����"������ ����/		 ϕ ≡ ��

ψ ≡ �. G�""� �  ���!����

<��
 � ������� ������� ��� ���

������
 �� Ǳ& �! �8.��-�-8 & ����) ����8 �� (��� "�����)

����$� ���D�E� ��9�� ����! -� +���� ��-�� �+�+,�--�� ����-�) ��

W̃ �
� �Q��

2��6.� ������� �������	� ��� �� �������� ���"����� ��!��?	"0"

Y��Z� >�(���	������� ����� �0������0 �����	� ��"" �� � 	 k�x, �� <

�� k�x, T � > �� C�� � 	! �����0# �����	( �A� ��� ���� ��� Ŵ �
� �Q� X

�
W �
��Q�� C�����  �����	"� ��� �������	� ��� ���"����� ��!��?	"�� �� ��

R�T � X R�T �� C�� � � �	�� �����"0 � �������" R�T � X Ŵ−�
� �Q�� �!

� 	����������	 �6�6.������ ��?��	� ������( !� ��	 ���D�E� ��� ���

��.��������	� �6������� ��������� T−�� �����0( �� �����"� ;���#�

�6 �6�����" ��������� �����	���� 1�� ���������� ������ �	�� �/����

‖u‖� � C	‖Tu‖−� ∀u ∈ W̃ �
� �Q�,

������� ���%� �0���������  �� ����/	( u ∈ C∞
� �Q�� C�� � ��������

�����"� ��A�� 	! Y8Z �������� L 6� �� J��	��	����	" � Q� �! ��������

���� ����	�����	� 	"��"� ��� �������	� ��� �� �������� ���"�����

��!��?	"0"�

C����� ����"���	" T ��� �������� 	! H� � Ŵ−�
� �Q� F �6�����


���� ����	� D�T � X W̃ �
� �Q�� Ǳ�	 J��" D�T ∗� ⊆ Ŵ �

� �Q�� ��������� ���

	 ���	����� �/���� ��""0 � ������ �	�0 �	?�  �� ����/	( v�x, t�

	! D�T ∗�� �! ��""0 � ��� ���� ��� R�T ∗� X H ′
�� � � H

′
� @ ���������

����� �����%����� � H�� 	 �	��� λ > � �06	������ �����������
.	"

�6��!�"�



�� ����� 
� ��

������
 �� Ǳ& �! �8.��-�-8 & ����)

c�x� � �, x ∈ SL a− �

�
kt � δ > �, �x, t� ∈ Q.

(��� ��) .����� .���9����!-��  �+ ���--�� �-�$�-�) �.�������

T ∗ ����� �� �� �2�-"�

μ� � �δ

T
. �8�

���������	
���� 2 ��������� � X 〈u, T ∗v − μv〉 ����%	" u X
t∫
�

v dτ, � � v ∈ D�T ∗�� Ǳ���� 	�����	�����	� �� �����" � �����" �����

�0# �����	( �A� 	"��" ���������

� X

∫
Q

(
a− �

�
kt

)
v� dQ− �

�
μ

∫
�

⎛⎝ T∫
�

v dτ

⎞⎠� dxT �

�

∫
P�
�

kv� dx

− �

�

∫
P−

T

kv� dxT
�

�

∫
�T

⎡⎣ n∑
i,j��

aij

T∫
�

vxi dτ

T∫
�

vxj dτ T c

⎛⎝ T∫
�

v dτ

⎞⎠�⎤⎦ dx.
�!  ������ ��������� � �	�� �����	( �����"0 �������" �����������

� �
(
δ − �

�
μT

)∫
Q

v� dQ.

<��
 � ��� ���� ��� �������	� T ∗v − μv X � 	"��� ��	�	������ ��?��

�	� ��	 μ < �δ
T � Ǳ�J��"�  �� μ� ������ �	�� ����������� �8��

������
 ;� :��-�$�--�� � H� �-�9� ��� "��.�"�-� � Ŵ−�
� �Q��

���������	
���� �! �����	�������	 "��%����� M � H� ��� ��

��� ��� "��%�����

M ′ X

⎧⎨⎩
T∫

t

e−�λτ dτ, u ∈M

⎫⎬⎭
�����	���� � ������������ W �

� �Q�. Ǳ���� {um} @ �
6�� ����� ����

��������� 	! M � Ǳ���%	"

vm X

T∫
t

e−�λτum dτ.



: 1�����!����# ��������� �� �E

2 �	�� 	!�����0# �����" ���%��	� 	! {vm} "�%�� 	!����� ��� �"���
������
 � L��Q� �� ����� ������������ {v′s}�  �� ������( {v′s�x, ��}
���%� ��� �"�������� � L��S�� 4����% ��	� �����"0 �0������ 	!

�����������

‖u′s − u′k‖Ŵ−�
� �Q�

� C
Y‖v′s − v′k‖L��Q� T ‖v′s�x, ��− v′k�x, ��‖L���\P−
� �
Z.

,�����	���  ���!0������� ��� ���%��	� H∗
� � W̃−�

� �Q� ���%�

������ ������0����

Ǳ�	 �0������		 �����	( ��"" �� � �������� T  �������� !�"0���

�	� T � ��� ��� "��%�����D�T ∗� ������ � Ŵ �
� �Q� 	 �	��� λ > � �06����

�����������
.	" �6��!�"� C�� � 	! ��������� R�T � X Ŵ−�
� �Q� ��� ��

��� ��� �������	� Tu X f ��! � ��!��?	"� 	 �T �−� @ �����	����0(

���������

Ǳ���� B @ ������ ������0��0( �������� ���%��	�H� � Ŵ
−�
� �Q��

5���"���	" ����������� �������	�

�T − μB�u X f, f ∈ Ŵ−�
� �Q�. ����

������
 <� Ǳ& �! �8.��-�-8 & ����)

a− �

�
kt � δ > �, a− E

�
kt � δ > �, �x, t� ∈ Q,

� ����� �� �� ���- ��  �&$���?

k�x, �� � �, k�x, T � < � ��� k�x, �� < �, k�x, T � � � ���

k�x, �� < �, k�x, T � < � ��� k�x, �� � �, k�x, T � � �, x ∈ S.

(���  &,� ��&�� "�- ��-�� λ > � ��"�)' $�� &���-�-�� ���� 1�����!�

���� � .�� ���- ��� H��λ��

���������	
���� 206���" λ > � ���� ���

a− �

�
kt T λk � δ

�
, a− E

�
kt T λk � δ

�
, �x, t� ∈ Q.

'�( ���� �����  ��������� 6���?�� �	��� μ� > �� ���  �� LTμ� �0����

��
��� ��� �����	� ��"" �� �� C�� � �������� �T Tμ�B�
−� �����	����
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����������"� �������	


u X �μT μ���T T μ�B�
−�BuT �T T μ�B�

−�f

� ������������ H� � ������ ������0��0" ���������"�

0
(��/(��/

�� 
�3�1�� #	 <	 g���
�
�( ��+�

��� ����& Z&- ]����� .� ^^^�/ $"5"&
�� ��-��8.� <	 Ǳ	 a� ����`�

�� ������ ,����� PP ,�& Z].�& $"4R& ,& $!%&

^& $Y #$4$&
�� 0���,.K���8��� F	 �	 a 
�������� ������� ������� �	( ����
�
�( ��+�
�


��� ���� � 
�����
�� ��	���(� PP 3��	& d�	�& ����& 
���& $"0!& ,&  %/
b $!& ^& $$R%#$$R4&

�� ��1���. <	 Ǳ	 a� ����`�

�� �����+����� ������ ,����� PP g��& ��&
1��
& $"0%& ,&  5/ b $& ^& $Y#$"&

�� <��J.� <	 7	 * ������ ������� ����� �	( ����
�
�� ��+�

��� ���� PP 3�2�
2���
���	O
�� ����
�
�(& $"00& ,& $%/ b 4& ^& $!"R#$$!5&

�� �.���� A	 6	 g���
�
�( ��+�

��� ���� �� �������	O
� ��������& Z&-
]����� Z���& �
���/ $"RR&

�� 0��9M�� #	 F	 ���	���������� ����
�
�( ��+�

��� ���� � �� ���	�1�
�(
� ������
����& j&- ]����� j�
�
��& �
���/ $""!&

	� AJ.�.� 6	 A	� G�1.�.� <	 A	 ���	���������� ����
�
�( ������������ 2����
�� �������� ���(���& �����������- ]����� _� ^a �.�/ $""5&


� 7�-�;�� #	 �	 k����� �� ��`�
�� �	( ����
�
�� � ����
�� ��������
��&
Z&- �����/  !!4&

��� 
��������� �	 �	 ���	�1�
�� �� �������

� 2�
���( �������(1�

��
����������& *���- ����& ����/ $"45&

��� 0���� :	 F	 j�
��
�� ����
�
�( � ��
����� �������
����& Z&- �����/ $"0$&

�� ������ �� 
���
 ���� ��



��� ��C��

� ��������� ��� �	
� ��#��
�
 ������ ��	Ǳ��������� n ��#��
�

�� �� n ���	
������
!� �� � ����� �� Ǳ� ��# ������

2 ������ ����"���	������ � �� !� ��� ������ ����	� "��%�����

�6O����� "�% � "��%�����" ������	���� ������� �����	��� � ��� ���

!0���"0" !� ���"  ���%� �������� Y�Z� 5�6��� ��� ��%��� 	���� ��

���	� ������� �� !� ���" ������ ����	� Y�� EZ�

Ǳ���� 	"��" n �6O������ �����0�  ��%�0 60�� ������ ����0 "�%�

 � n ������	��"	 �n ∈ N� n > ��� *��%����� ���# �6O����� �������	�

���� �6�!���	" ����! X �Y �� +�% 0( ������	� i ∈ Y �������� ������

� 	� �6O���� �� 	"��� ����� ���!��� ���� ������ ����	�" "��%�����

xi ⊆ X ������ ��� �������	�  �� ������	�� i �
6��� �6O���� 	! J����

"��%����� �������� 60  �� ���� 6������	���0" 	�#� �" ������ ����

�	� �6O����� 	! X ��� 	 ������	��� 	! Y � ��	 ������	� i �� "�%��

���� ��	���� � "��%�����" xi� �� xi X X � >�� �
6��� �6O���� j ∈ X

�6�!���	" ����! yj "��%����� ���# ������	��� i ∈ Y ���	#� ��� j ∈ xi�

Ǳ����

Z �
⋃
i∈Y

xi.

C��	" �6��!�"� 	"��" n "��%���� !�����

xi ∈ �X \ ∅ �i X �, n�, ���

�����0� ����%�
� 	������0 ������	��� ������ ����	��

Ǳ� ������ ����	�" �6O����� 	! X̃ "�% � ������	��"	 	! Ỹ ���

�	"����� �
6�� ���6��%��	�

r
Ỹ ,X̃

H Ỹ → X̃, ���

9© *1%% #����� .� ��� -
�����	�� $� Ǳ�



�� ����� �� 
�' ��#������ 5� Ǳ�

� � ��% �"� ������	�� 	! Ỹ ������������� � 	� �6O��� 	! X̃ 	

�∀i, j ∈ Ỹ ��r
Ỹ ,X̃

�i� �X r
Ỹ ,X̃

�j��, X̃ ⊆ X, Ỹ ⊆ Y.

*��%����� ���# ���	# ���6��%��	( ��� �6�!���	" ����! R
Ỹ ,X̃

� ��

�	 r
Ỹ ,X̃

�i� ∈ xi� �� 6� �" �����	��� ��� ������	� i ∈ Ỹ ��	���� ��	

�����������		 r
Ỹ ,X̃

∈ R
Ỹ ,X̃

� 2 ����	���" ������ @ ���	����� 5������

 ����	� r
Ỹ ,X̃

��!���" ��	�������� ���	 ��� ������	�	 	! Ỹ �0	����	�

20	��0?��� ������ ����	� r
Ỹ ,X̃

��!���" ����	�������� ���	 �� ���

.������� �0	��0?���� ������ ����	� r ˜̃
Y ,X̃

������� ��� | ˜̃Y | > |Ỹ |�
2 �6.�" ������ "�%�� �� ��.��������� �0	��0?���� ������ ��

���	� rY,X � Ǳ�� ����%	"� ��� ����	!������� ��������� �0	��0?���

������ ����	� r
Ỹ ,Z

� � � Ỹ ⊂ Y � C�� � �����	" "��%����� ������	�

��� Y \ Ỹ 	 "��%����� �6O����� X \ {r
Ỹ ,Z

�i� | i ∈ Ỹ }�  �� ��������

"�%�� ���� ��	�� ���0� !����	 ������	��� 	 ��  � Ǳ������� J�	  �(�

���	� ������	��0" �6��!�" ���6#� 	"�� ���	������ ��!� "�%�� ���

���	�� ��������� ������ ����	� rY,X � �� "�%�� ��!���� ��������

��	������� � ��" �"0���� ��� ��� ������������ 	! ������ ����	(�

��% �� 	! �����0# �0	��0?�� �� ����" J����� C����� �� � �������

�0� �0	��0?�0� ������ ����	� rY,X ��� ��!���" ��?��	�"	 !� ��	

������ ����	� n �6O����� 	! X "�% � n ������	��"	 	! Y ��������

!�����" ������	���� '���	"��� xi ��� �i ∈ Y � ���� !����	 ������	���

�� �����" J���� ������ ����	��

C��	" �6��!�"�  ��������� ����"������ ����0( J��� ��#�% ��	�

���������� �0	��0?���� ������ ����	� ��� � !� ��� ������ ����	�

�6O����� 	! X "�% � ������	��"	 	! Y �������� !�����" ���� >��

�������	� ��?��	� !� ��	 ������ ����	� ���6#� 	"�� �������"��	�

����� �����������
.	� �0��%��	�� ��� ����� ������	��0�  �(���	�

�� ��% �" J�����

I��60 !�������0� ��� ������	� ������	��� ����	!����	�� ���

"�%�� 6���� ������ �����6��"  �� 	���"��� �0	��0?���� ������ ����

�	� r�
Ỹ ,Z

� ����
.����� �����( �����
 ��?��	� !� ��	 ������ ����	��

�0������	� ��� �
.	#  ��# �����	(H



: ���+��-�� �-�9� ��� �+E�"��� ��

�� 20	��0?��� ������ ����	� r�
Ỹ ,Z

� � � Ỹ ⊆ Y �  ��%�� 60�� "���

�	"����0"�

�� >�� �
6��� ������	�� i ∈ Y ����������� �0	��0?� Pi  ��%��

� ����������� ������?��	


Pi � p� T p�q� T p	q� T · · ·T pkqk−�, �E�

� �

pj X �/|yj| �j X �, k�,

qj X �− �p� T p�q� T · · ·T pjqj−�� �q� � �, j X �, k − ��,

k X |xi|.
��	 �� ����(��	6� �6O��� j ∈ X ������ �
�  �� 	�	 6���� ������

�	��� �|yj | > ��� �� %���6����� ��� 	 ���# ������ ����� @ ��	6����

�� #� �.	( �����6 ���� ��	�� �0	����?��� ������	��� 2����� �����

�	� �����	� � ��"� ��� ����������� �0	��0?� ������	�� i  ��%�� 60��

�� "���?�� ��" ����������� #��� 60 � ���� 6������	������ 	�#� � %��

��6����� �� ��% �"� �6O���� 	! xi�

<6�!���	" ����! Z� "��%����� ���# �6O����� j ∈ Z ���	#� ���

"��%����� Ryj ,�
⋃

i∈yj

xi�\{j}� �� �� ��%	� �0	��0?�0# ������ ����	(�

'�!���" ����� "��%����� �6O����� Z� �������������

Ǳ����	" ��� ������6�����0� "��%����� ��� �
.	" �6��!�"� <6��

!���	"  ���� ����!

Zl, l X �,m �m ∈ N� �A�

"��%����� ���# �6O����� j ∈ Z \ ⋃
s��,l−�

Zs ���	#� ��� "��%�����

Ryj ,��
⋃

i∈yj

xi�∩�Z\� ⋃
s��,l−�

Zs��\{j} �� �� ��%	� �0	��0?�0# ������ ����	(�

Z� � Z� Q�"��	"� ���  �� ������� �� ��������
.	#�� ������6�����

�0# "��%���� Zl �l X �,m� ��!"�%�0  �� ������ @ �	6� �6O� 	���	�

���# Zl ����� ��� � Z� �	6� 	! ��������� "��%�����

Z̃ � Z \
⋃

l��,m

Zl �9�

����!"�%�� �0 ��	�� ������6������� "��%����� �6O������

1����� �	�0 ��� �
.	� �����% ��	��
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������
 �� Ǳ& �! ����� ����$& �� .������-�) n �+E�"��� �� X

��9�& n &$� �-�"��� �� Y  ��� -� ��)�"�� ��� � ���+��-�� �-�9� ���

Z �� ���+���--8�� �-�9� ����� Zl �l X �, . . . ,m� �A� � �-�9� ����

Z̃ �9�� �� .������-�� r
Ỹ ,Z

FỸ ⊆ Y G +&��� ��" ����!-8� � �8��8�

Pi "�9��� &$� �-�"� i ∈ Y &���������)��  ���-���-�	 �E�' � �� Z̃

.& ��' � 9���+!��"� ��) �.������-�) �8������7 &$� �-�"�� .�����

��� ) � �	+�� .��)�"� ��) "�9��� �+E�"��  -�$��� � Zm' ����� �

Zm−�, . . . , �' -�"�-�2' � Z�D .��$�� �8������� &$� �-�"� �8+8��	�

�� .� ���&	,�7 9���+!���"�

���������	
���� Ǳ���� �0�����
��� �����	� �����"0� 5���

�"���	" %���6����� �6O���� j � Zm ��� 	 ���# ������	��� 	! yj � 20�

	����?	( ������	� �� ��	�0������ � ��� �
.	# %���6�����#� 5���

�"���	" �
6�(  ����( �6O��� 	! Zm� C�� ��� J�� "��%����� �����

���� ������6�����0"� �� �	 ��� ��� ��� ����"���	���"0( �6O���� ���

	 ���  ���	� �6O���0 	! Zm �6�!������� 6� �� ������ ����0 ��� 	

�������0# ������	��� �������� 	# !�����"� Ǳ�	��" ����� ���# %����

6����� �� ���# �6O����# 	! Zm ���	����?	� ������	�	 "���� ��������

���� � %���6�����# �� Zm−�� ���	 ���	� �6O���0 ��	�������
� � 	#

!�����#� Ǳ���� ��������� ���	!�� � ������	��0�  �(���	� �� "��%��

����# Zm−�, . . . , Z�, "�%�� �	 ���� ��� ���������� ������ ����	� rỸ ,Z

�Ỹ ⊆ Y � 6� �� "���	"����0" 	 �0	��0? Pi ��% ��� ������	�� i ∈ Y

� ����������� ������?��	
 �E�� C����"�  ���!����

������
 �� Ǳ& �! ����� ����$& �� .������-�) n �+E�"��� �� X

��9�& n &$� �-�"��� �� Y  ��� -� ��)�"�� ��� � ���+��-�� �-�9��

 ��� Z �� ���+���--8�� �-�9� ����� Zl �l X �, . . . ,m� �A� � -�.& �8�

�-�9� ���� Z̃ �9�� �� .������-�� r
Ỹ ,Z

�Ỹ ⊆ Y � +&��� ��" ����!-8� �

�8��8� Pi "�9��� &$� �-�"� i ∈ Y &���������)��  ���-���-�	 �E�'

� �� ��) Z̃ "�"�����+� �+����� �.�������! ��" ����!-�� �� .�������

-�� r
Ŷ ,Z̃

�Ŷ ⊆ Y �' �� � � i ∈ ⋃
j∈Z̃

yj &$� ������� �� � �7 �����9-87

9���+!��"�7 �+E�"��� �� Z̃' .�������87 � �.������--�� .��)�"�' �

"��� �8������� &$� �-�"� �8+8��	� �� .� ���&	,�7 9���+!���"�
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/ ��) �-�9� �� �A� 9���+!��"� ��) �.������-�) �8������7 &$� �-��

"�� .������� ) � �	+�� .��)�"� ��) "�9��� �+E�"��  -�$��� � Zm'

����� � Zm−�, . . . , �' -�"�-�2' � Z�D .��$�� �8������� &$� �-�"� �8�

+8��	� �� .� ���&	,�7 9���+!���"�

���������	
���� ���	������ �����% ��	� �����"0 �0�� 	���

������	���  ���!��������� �����"0 �� ��� ��� ���	�	� ���6#� 	"���

������ ����	�  ��  �����	�������� "��%����� Z̃ ��� �����������

C��	" �6��!�"� ��!6	��	� "��%����� Z �� "��%����� �A� 	 �9�

��!������� � �6.�" ������� ������	�� ��#�% ��	� ��?��	� !� ��	 ����

��� ����	�� <��� ����	� ���6#� 	"��� ������ ����	�  �� Z̃ �9�  ��

��% ��� ����������� ������ "�%�� ���!����� ��� ��	�	�����(� ��� 	

���%��( !� ���(�

0
(��/(��/

�� N�8��1 6	 l	��
�� ������������ \��
����& Z&- Z��/ $"R%&
�� AJ.�.� /	 6	� 0��J.�.1.� :	 Ǳ	 a� ��
�� ������ ��������	�
�( � 1����O�����

� PP Z��& ������ meg&  !!4& ,& $%/ ���& $& ^& 40#0$&
�� AJ.�.� /	 6	� 0��J.�.1.� :	 Ǳ	 a� ��
�� ������ 1����O���� �	( ��(��

��


�1���� �����
���� � ��n����� ��������	�
�( PP Z��& ������ meg&  !$!&
,& $0/ ���& $& ^& $R# $&

�� ������ �� �����
 ���� ��
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� ����
���� 	��	
��
	��	
����� � Ǳ��	����������
������� ����� ��������
���
������ �
���� $ �������∗�

�� �� �����

5���"���	��
��� ����������0� !� ��	 �	 �

u′′ X λg�x�u, u�−�� X u��� X �, ���

� � g�x� @ ��.��������� ����/	�� ��	�	"�
.�� ��� ����%	�����0��

��� 	 ���	/������0� !�����	� ��	 x ∈ �−�, ��� Q� ��	 B���"� @

G	��	��� � ��!�������� ������( ������( ����/	�( g�x�� � ���%� J��

�	��	����	� !� ��	 ������ �	 � 60�	 ��� "���" 	���� ����	( "���

�	# �������� K�	 ���6��"0 ��!�	��
� �� "���	# �6�����# �	!	�	

	 ��	��� ��( "���"��	�	� >��������� ������ 6	6�	�����	� "�%��

60�� ��( ��� � "�������	�# Y�� �Z� 2 ��������	� � Y�DAZ 	 �� �  ���	#

��6�� ����"����� ������ � 6�!	�����	 �� 5	��� ��6������0# 	 ��	���

� 	����0# ����/	( !� ��	 ��� � ������������ L� � ����" |g| ������
��� ����������0" �6��!�" ��!�	���� � ���	# ����������0# !� ���#��

�� �� ������ � ��.��������		 J��	���������� ���������� ���	!�� ��

�	� � J��" ������������� �����	������ �������� �	���"� ��6������0#

����/	( !� ��	 ��� �������� �������"	������0" 6�!	��"� < ����

�� ���# ��6���#� �����.���0# �������" 6�!	�����	� ����"���	���	��

����������0� !� ��	 �	 � ��� �	?� � ������0��0"	 �����	�"	 �����

	���	� � �����#� � � ���	�#� 	� 	!"����	� !���� g�x�� � ��������	� �

∗� ������ ����	
�
� ��� 2�
�
����� ������1�� �
�	��������� ��������

��
��	���� ������� ��������� 
���
��� ����
���	� ���+�� +��	� ' !!"#
 !$$ ��&)� '��� �������  &$&$P$%4!0)&
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������ g�x� X UVWx ����/	� u�x� ������0��� � ����� x X �� ���
�

��� �����
 ���	!�� ��
� 2 ������.�( ��6��� "0 ����"���	���" ���

���� � 6�!	�����	 �� 5	��� ��6������0# ����/	( !� ��	 ��� � ������

�6.�( "���	/0 �����	( ����	���	� � ��������0"	  �(���	�����0"	

��J��	/	����"	 � ������ � � g�x� "����� !���� <��� ����	� ����/	�

������0# ������������ 	�����!��"0# � ��6���� "���� 60�� ��( ��0�

����	"��� � Y�Z�

2�����0 ��!��?	"���	 � ������������# 3g��� ��� �����������
�

.�( ������( !� ��	  �� ����6��	����	# �������	( � "���
.	"�� ���

�������	�" ���"��	 � ������ �����( "���	/0 �����	( ����	���	� ����

�"���	���	�� � Y9Z�

5���"���	" �������� L X �
g�x�

∂�

∂x� � ������" �	��6������" ����

��������� E X L�,g�−�, ��� � � g�x� ∈ L��−�, �� 	 xg�x� > � ����	 ��
 �

�� �−�, ��� � ���"�(

‖u‖�L�,g�−�,�� X

�∫
−�

|g�x�||u�x�|� dx.

<6����� ���� ����	� D�L� ��������� L �����	� 	! ����/	( u�x� ∈
W �
� �−�, ��∩W �

� ��, �� ���	#� ��� Lu ∈ E� u�−�� X u��� X � 	 �0������0

�����	� ����	���	�(
u−���
u′−���

)
X

(
α β
γ ω

)(
u����
u′T���

)
. ���

<6�!���	" ���� ��	���� �6.�( "���	/0 ����	���	� ����! δ X

αω − βγ 	 6� �" ��� ��������� ��� δ �X ��

2�� �" ���������	��(��
 ���"�� ������� !��	�0������ � �	 �

Yu, vZ X

�∫
−�

g�x�α�u�x�v�x� dxT

�∫
�

g�x�β�u�x�v�x� dx, �E�

� � α�� β� @  �(���	�����0� ��������0��

�� '�( �" �����	� �	""���	�����	 ��������� L �����	������

���"0 Y·, ·Z� �� �� �����	� ����� ��� YLu, vZ X Yu, LvZ  �� ���	!�����0#



�� 6��"�� �� ;�

u, v ∈ D�L�� ������	��� �� �����"� ��#� 	"

YLu, vZ X

�∫
−�

α�u
′′v dxT

�∫
�

β�u
′′v dx X

�∫
−�

α�v du
′ T

�∫
�

β�v du
′

X α�vu
′|�−� −

�∫
−�

α�u
′v′ dx T β�vu

′|�� −
�∫
�

β�u
′v′ dx

X α�vu
′|x�−� −

�∫
−�

α�v
′ du− β�vu

′|x��� −
�∫
�

β�v
′
du

X α�vu
′|x�−�−α�v′u|�−�T

�∫
−�

α�v
′′u dx−β�vu′|x���−β�v′u|��T

�∫
�

β�v
′′u dx

X Yu, LvZ T α�vu
′|x�−� − α�v

′u|x�−� − β�vu
′|x��� T β�v

′u|x���
X Yu, LvZ T α��vu

′ − v′u�|x�−� − β��vu
′ − v′u�|x���,

� �

�vu′−v′u�|x�−� X �αvTβv′��γuT�u′�|x���−�γvTωv′��αuTβu′�|x���
X �αωvu′ T βγv′u− βγvu′ − αωv′u�|x���

X αω�vu′−v′u�|x���−βγ�vu′−v′u�|x��� X �αω−βγ��vu′−v′u�|x���.
<��
 � ������������ �����	"

YLu, vZ X Yu, LvZ T α��αω − βγ��vu′ − v′u�|x��� − β��vu
′ − v′u�|x���

X Yu, LvZ T �α��αω − βγ�− β���vu
′ − v′u�|x���.

����� ��������� YLu, vZ X Yu, LvZ 	"��� "���� ��� � 	 ������ ��� ��

��� � α��αω − βγ�− β� X � 	�	

α�δ X β�. �A�

�� Ǳ�	 �0������		 �A� ���	 δ X αω−βγ < �� �� ��������0� α�, β�

��!�0# !������ C�� � ���������	��(��� ���"� �u, v� X UVWβ�Yu, vZ ���

������ J��	�������0" �������0" ���	!�� ��	�" � E� Ǳ���%�"� ���
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�������� L H E → E ��"������%�� � E � J�	" �������0" ���	!�� ��

�	�"� 2 �	�� ��� �	""���	�����	  ��������� ����!���� ��� � ∈ ρ�L��

	�	 ������ ��?	�� �������	�

Lu X f ∈ L�,g�−�, �� �9�

	 ����!���� ��� �������	� �9� 	"��� � 	��������� ��?��	� 	! D�L��

2 ��"�"  ���� 	! �������	� �9� 	"��"� ���

uxx X f�x�g�x�.

>�����  ���%�"� ��� uxx ∈ L��−�, ��� C�� ��� f�x� ∈ L�,g�−�, �� 	

g�x� ∈ L��−�, ��� 	�����!�� ����������� 3g��� ���� �����	"

�∫
−�

|uxx| dx X
�∫

−�
|f�x�g�x�| dx X

�∫
−�

|f�x�|
√

|g�x�|
√
|g�x�| dx

�
�∫

−�
|f�x�|�|g�x�| dx

�∫
−�

|g�x�| dx � C.

C��	" �6��!�"�

u X

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�∫
x

�∫
τ

f�t�g�t� dtdτ T c� T c�x, x > �,

x∫
−�

τ∫
−�
f�t�g�t� dtdτ T κ� T κ�x, x < �,

ux X

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−
�∫
x

f�t�g�t� dtT c�, x > �,

x∫
−�
f�t�g�t� dtT κ�, x < �.

������!�� �����0� �����	�� 	"��"{
c� T c� X �,

κ� − κ� X �.
���

2�� �" �6�!�����	�

I� X

�∫
�

�∫
τ

f�t�g�t� dtdτ, I� X

�∫
−�

τ∫
−�

f�t�g�t� dtdτ,



�A 6��"�� �� ;�

I	 X −
�∫
�

f�t�g�t� dt, I
 X

�∫
−�

f�t�g�t� dt,

��� � �����	� ����	���	� ��� !��	?�" � �	 �{
I� T κ� X αI� T αc� T βc� T βI	,

I
 T κ� X γI� T γc� T ωc� T ωI	,

{
αc� T βc� − κ� X I�,

γc� T ωc� − κ� X I��,
������������ {

�α− β�c� − κ� X I�,

�γ − ω�c� − κ� X I��,
���

� � I� X I� − αI� − βI	� I�� X I
 − γI� − ωI	�

>�� ���� ���60 �	���"� �������	( ��� 	"��� � 	��������� ��?��

�	�� ���6#� 	"� 	  ���������� ���60 ���� ��	���� "���	/0 J��( �	�

���"0 �� �������� ���
� �� ��

α− β − γ T ω �X �. �=�

����� ��	 �0������		 �����	� �=�  ���!��0 ��"������%������� 	 �6�

���	"���� ��������� L�

C��	" �6��!�"� ��	 �0������		 �����	� �=� �"���� �����������(

!� ��	

Lu X λu �8�

"�%�� ����"������ �����������
 !� ��� u X λL−�u� � � �������� L−�

���%� 6� �� ��"������%���0"�

>���%�"� ��� �6����0( �������� L−� H E → E ������ ������0����

+�� ����!��� �0?�� ���	 u ∈ E� �� L−�u ∈W �
� ��, ��∩W �

� �−�, ��� 2 �	��

��"��������	 ���%��	( W �
� ��, �� ⊂ Cα�Y�, �Z� ⊂ L�,g��, ��� W

�
� �−�, �� ⊂

Cα�Y−�, �Z� ⊂ L�,g�−�, ��  �� �
6��� α ∈ ��, �� �������� L ������ ������

�0���� >�(���	������� �!�� �����	�����
 � E ����� ������������ un�

"�%�" �0 ��	�� �� ����� ������������ unk
����
� ��� �� ����� ��

����������� L−�unk
�#� 	��� � L�,g�−�, ��� ���� � 	 �0������ ������

������0�������

����� ��#� 	"�� � �����	�# �����"0 3	��6���� @ B"	 ��� ���

������ ������( ��.������� �������"	������0( 6�!	� 	! ��6������0#

����/	( �����������( !� ��	 �8� � �	��6������" ������������ E�

C��	" �6��!�"�  ���!���
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������
 �� � �� δ < �, �� .�� �8.��-�-�� & ����# �A�' �=� -�#�

��� ) >"������-�-��  "��)�-�� .��������-�� � .�� ���- ��� L�,g�−�, ��'
� "������ �.������ L  ��� �.�)9�-� Ǳ�� >���  �+ ���--8� 1&-"2��

 .�"����!-�# ����$� �8� .� ��  ������ ��&	,�# -�������"� �+���&�

	� ����-��������--8# ��-� ����!-� >���  "��)�-�� .��������-�)

+��� .�� ���- ��� L�,g�−�, ��.
�� 5���"���	" �����( δ > �� 2 J��" ������ ���������	��(���

���"� Y·, ·Z �%� �� �������� �������0" ���	!�� ��	�"� � �������� 	��

 ��	�	���( "���	��(� C�� �� ��� 	 ������ �	""���	������ ���������

L 	 ��� �6���	"���� ������ ��� ��"������%������� �%� �����	�����

�� J��( 	� ��	�	���( "���	�	 ��"�� ����	"��� Y�Z�� 1	""���	������

��������� 	"��� "���� ��	 �0������		 �����	� �A��

5���"���	" � L��−�, �� ��������� ���	!�� ��	�

�u, v�� X

�∫
−�

α�u�x�v�x� dxT

�∫
�

β�u�x�v�x� dx. ����

Q ��� ��	���"� ��� α� > �� β� > �� 1����������
 !� ��� �8�

!��	?�" � �	 �

L�u X g�x�Lu X λ g�x� u. ����

Ǳ�	 �0������		 �����	� �A�� 	�����!�� �����% ��	� 	! �� �� �����

����!���� ��� �������� L� H L��−�, �� → L��−�, �� � �6�����
 ���� ��

���	� D�L��� ������.�( 	! ����/	( u�x� ∈ W �
� �−�, ��∩W �

� ��, �� ���	#�

��� u�−�� X u��� X � 	 �0������0 �����	� ����	���	� ���� ��"�������

%�� � ������������ L��−�, �� �� �������0" ���	!�� ��	�" �·, ·��� >��
 ���!��������� �������( �����"0 �	%� ��" ���� �6	��� � �� ����"��

��������� �����% ��	�� *0 �������"��	���" � ��	"����		 �  �����

"� �����
 �����"� E�� 	! Y�� ��� �Z� 5���"���	" �����������
 !� ���

�	 �

L�u X λBu, ����

� � L�, B@ ��"������%���0� ��������0 �  ����" ������6�����" �	���

6������" ������������ H ���	�� ��� ���%��	� H� X D�|L�|�/�� ⊂



�� 6��"�� �� ;�

D�|B|�/�� ��"������ 	 �������� −L� �����	��� ��	!�� ��	��" � ∈ ρ�L�

	 sfbB X {�}� <����	�������� ��	!� ��������� −L� �!������� ���

��( ���� ���������� c ∈ R ������ ��� −�L�u, u� � c‖u‖�.
<������� L�  �������� ���?	���	�  � 	!�"���	!"� ������������

H� �� �����	���� ������������ H ′
�� ����������� �� ������������" H�

	 H � �� �� �� ��������		 H �� ���"�

‖u‖H′
�
X Uto

‖u‖H���
|�u, v�|.

2 �	�� �����	� �� �6����	 ���� ����	� �0?� �������� B ���� �����

������0���� ���6��%��	�H� �H
′
� 	 ��� � ��������� "�%�� �����	����

� �	 �

u X λL−�
� Bu. ��E�

<6�!���	" ����! F� ��������	� D�|B|�/�� �� ���"� ‖u‖F� X ‖|B|�/�u‖
	 ������������ H−� ��� ��������	� F� �� ���"�

‖u‖H−� X Uto
v∈H�

|Yu, vZ|
‖v‖H�

,

� � Yu, vZ X �Bu, v�� 2 �	�� ��"��������	 ���%��	� H� X D�|L�|�/�� ⊂
D�|B|�/�� ⊂ E ������ L� �� 	"��� ������0# ����� ���.��	�� ��� � ����

��" ���������	�������	 −L� ������� ��� ������ L�� ��%�.	( �� ���

����	 {λ > �}� �����	� ��"�� 6���?�� 	! ��������� �	��� ���"����0#
��6������0# !�����	( L�� C�� � ��""� E�� 	 �����"� E�� 	!

Y�� ��� �Z �������"��	��
��� ���	" �6��!�"�

������
 � 
 �������� 5�+ ���--8� � .�� ����-�--8� 1&-"�

2��  .�"����!-�# ����$� ���� �+���&	� +��� ��  � � .�� ���- ��� H��


�  �+ ���--87 � .�� ����-�--87 1&-"2�# ����$� ����' -��������-�

-87 � F�' ��9-�  � �����! +��� .� ��  & .�� ���- ��� F� ���� �

���!"� ����' "��� �H�, H−���/�,� X F��

2 ��?�" ������ H X E� F� X L�,g�−�, ��� Bu X g�x�u 	 L� X L��

Ǳ���%�" ���������	�������� −L�� 5���"���	" �0��%��	�



:  ��# ���7  �+ ���--87 � .�� ����-�--87 1&-"2�# ��

−ef �L�u, u��� � � u ∈ D�L��� ������	��� �� �����"� �����	"

−ef �L�u, u�� X
�∫

−�
α�|ux|� dxT α�

(
γα|u�|� T ωβ

∣∣u�x ∣∣� Tefu�u�x ��γβ�
)
,

u± X u��± ��, u±x X ux��± ��.

Ǳ����� ����	"��� β �X �� 2 J��" ������� �0��%�� u�x 	! �����	( ����(�

�	� �����	" u�x X �u− −αu��/β� Ǳ� ������� J�� � ��� 0 �.�� ������

���� 	 	�����!��  ���� ����������� ‖u±‖� � c‖u‖L��−�,��‖u‖W �
� �−�,�� 	

����������� +�?	 � ε� �����	"

−ef �L�u, u�� �
�∫

−�
�α� − ε�|ux|� dx− c�ε�

�∫
−�

|u|� dx. ��A�

K�� ����������� ������ ���������	�������� −L�� ���	 �06���"  �����

����� "���
 ���������
 ε�

Ǳ���� β X �� 2 J��" ������ ���������� �0��%��	� �� �� ��%	�

u�x � <���� 	�����!�� ����������� ‖u±‖� � c‖u‖L��−�,��‖u‖W �
� �−�,�� 	

����������� +�?	 � ε� �����	" ��A�� '���������� ��A� ���%� �������

��� ���"� � ������������ H� X D�|L�|�/�� J��	�������� ���"�

‖u‖H� X

⎛⎝ �∫
−�

|ux|� dx
⎞⎠�/� .

<6�!���	" #�������	��	����	� ����/		 	��������� ��, �� �−�, �� ���
��! χ��,��, χ�−�,�� 	 ����%	" Ju X �χ��,�� − χ�−�,���u� �� ��	�	����

"���	�� � F� "�%�� 60�� !��	���� � �	 � Yu, vZ X �g�x�u, v���

1����� �	�� ��� �
.�� �����% ��	��

#���
 �� � �� βω > �' �� .�� ���- ���H�  ��.�����  .�� ���-�

 ���� 1&-"2�# u ∈ L��−�, �� ��"�7' $�� u ∈ W �
� �−�, ��∩W �

� ��, ��� � ��

β X �' �� H�  ��.�����  .�� ���- ���� 1&-"2�# u ∈ L��−�, �� ��"�7'

$�� u ∈ W �
� �−�, �� ∩W �

� ��, �� � u��− �� X αu�� T ���



�= 6��"�� �� ;�

Q�"0��� D�L� �� ���"� ������������ W �
� �−�, �� 	 	�����!�� ����

��"0 ���%��	�� ��	 �" � �����% ��	
�

;� �" 	�����!����� ���%� ��� �
.	� �����% ��	��

#���
 � ���""� A�� 	! Y�� ��� �Z�� � ��  &,� ��&�� s > � ��"��'

$�� J ∈ L�Hs, Hs� �Hs X �H�, F���−s,��' �� �H�, H−���/�,� X F��

#���
 � YE� �Z� Ǳ& �! f�η� X
η∫
�

g�τ� dτ � �8.��-�-� ��-� ��  ���

�&	,�7 & ����#?

�c� ∀γ ∈ ��, �� ∃ω ∈ ��, �� ∀ε ∈ ��, �� f�ωε� � γf�ε�D

�u� ∃ω ∈ ��, �� ∀ε ∈ ��, �� f�ωε� � f�ε�/�D

�F� ∃β ∈ ��, �� ∃ω ∈ ��, �� ∀ε ∈ ��, �� f�ωε� � βf�ε�D

�_�  &,� ��&	� .� ��)--8� c, d > � ��"��' $��

f�η� � c
(η
ξ

)d

f�ξ� ∀η, ξ, � < η � ξ < �.

(���  &,� ��&�� θ ∈ ��, �� ��"��' $��( ◦
W �
���, ��, L�,g��, ��

)
�−θ,�

X
(
W̃ �
� ��, ��, L�,g��, ��

)
�−θ,�

,

�� W̃ �
� ��, �� X

{
u ∈W �

� ��, �� H u��� X �
}
�

4����% ��	� ��#������ ���
 �	�� � ��" ������� ���	 "0 !�"��	"

	������� ��, �� � �����	�# �c�D�_� 	��������" �−�, ���
�! �����"0 � 6�!	�����	 �0������ ��� �
.�� �����% ��	��

������
 �� � �� δ > � � �8.��-�-8 & ����) �A�' �=�' ��  �+ ���-�

-8� � .�� ����-�--8� 1&-"2��  .�"����!-�# ����$� ���� �-�������

��--8� � H�� �+���&	� +��� ��  � � .�� ���- ��� H��

������
 �� � �� δ > �' �8.��-�-8 & ����) �A�' �=�' � �  �&$��

β X � �,� � ��-� �� & ����# ����8 E' ��  �+ ���--8� � .�� ����-�--8�

1&-"2��  .�"����!-�# ����$� ���� F-��������--8� � F�G �+���&	�

+��� ��  � � .�� ���- ��� L�,g�−�, ���
���������	
���� ��	 β �X �� �� � �	�� ��""0 � 	 ���� ����	(

	"��"� ��� J ∈ L�Hs, Hs�  �� ���# s ∈ ��, �Z� ������!�� ��""� � 	

�����"� � 6�!	�����	 �����	" �����% ��	��



:  ��# ���7  �+ ���--87 � .�� ����-�--87 1&-"2�# �8

Ǳ���� β X �� 2 �	�� ��""0 E ��( ���� θ > � ������ ���( ◦
W �
���, ��, L�,g��, ��

)
�−θ,�

X
(
W̃ �
� ��, ��, L�,g��, ��

)
�−θ,�

.

Ǳ���%�"� ��� J ∈ L�Hs, Hs�� � � Hs X �H�, F���−s,�� ��	 �0�

������� J�� �����% ��	�� �� �H�, H−���/�,� X F� 	 "�%�� ��	"��	��

�����"� � 6�!	�����	� ����"��	�������
 �0?��

Ǳ���� Eu X χ��,��u� C�� �  �� !����?��	�  ���!��������� ����

��"0  ��������� ����!���� ��� E ∈ L�Hs, Hs�� 2 ��"�"  ��� ���"�

"� E�� 	! Y�� ��� EZ�� ���� ��	" ����"��������0� ������������� Ǳ����

%	" A� X W �
� ��, ��� A� X L�,g��, ��� A

�
� X {u ∈ A� H u��� X �}� �!

��""0 ���� 	 �����"0 ��A 	! Y�Z �0������� ��� ��( ���� s� > � ������

���

As X �A�, A���−s,� X A�s X
(
A��, A�

)
�−s,�

.

<��� ��	" �������� P� H Hs → As � P�u X u|��,��� <���	 ��� ���

P� ∈ L�Hs, As�  �� ���# s� <��� ��	" ���%� ��������

P� H A
�
s → Hs, P�u X

{
u, x ∈ ��, ��,

�, x ∈ �−�, ��.
C��%� ����	 ��� ��� P� ∈ L

(
A�s, Hs

)
 �� ���# s ∈ Y�, �Z� C�� � ��	

s < s� 	"��" P�P� ∈ L�Hs, Hs�� '� �� ��������	
 P�P�u X Eu� �� ��

�������� E ��	�� ��%	� ������ L�Hs, Hs� ��	 ���# s < s�� ��� 	 ����

6�������  ���!����

0
(��/(��/

�� AJ.�.� 6	 A	� Ǳ2,�.� :	 F	� Ǳ.K.� :	 <	 ���	���������� ��22���
���	O
��
��������
�� ����
�
�(& �����������- �����/  !!!&

�� OP(Q��� R	 �	 oV:7B<87 <M:87F& L8A;CBHH=;BC V78JC:EH& U<7:;M<i p8H<8Ai q8CAi
Q8rF8- SX6/  !! &

�� Ǳ2,�.� :	 F	 ��������� �������� �������

�� � ��������
�

�� 2�
���� 
��
��
��������	�

�� ����� s���� t j����		( PP ���	���������� ����
�
�( ��
����������� 2�����- ^�& 
���& �����& �����������- ]����� ]
��� ��������
^a �.�/  !!5& ^&  Y$# 5 &

�� Ǳ2,�.� :	 F	 ^������� �������

�� 2�
���� ��
�� �������	O
�� ������ � 
����
����� �� ���	�1�
�( PP ��������� ���	�1�
�( 2�
����
�	O
��� �
�	��� � ���
���� ������������ 2�����- ^�& 
���& ��& �����������- ]
�� ��������/
$"R4& ^& 45#RY&



=� 6��"�� �� ;�

�� ��8�@�.� �	 :	 Ǳ����( ������( ������ �	( ��
��� ������	�������� ����
�
�(
� �
([`��( 
�����	�
�� ����
� � ��	
�� ������� ��	���� ��	����
�( PP
_���
& �eg& ^��& $& Z��������/ ���
���/ �
2�������&  !!"& ,& "/ ���& $&
^& 50#4R&

�� #���.� �	 L	� 6.-��1.� 6	 :	 a�
��� ������ 	�
��
�� ���������� � �������
�
����� � �
��2�
��
�� �������& Z&- �����/ $"R4&

�� Ǳ��E��.� #	 6	 a� ��
� �������� �	�1�
�( �
�����	(���

�� �������
���
� ��� ���	�1�
�� � �
��2�
��
� �������	O
� ������ PP ^��& ��& 1��
&
 !!%& ,& YY/ b Y& ^& R$!#R$"&

�� ������ �� 
���
 ���� ��



��� �������

����
��� ������ �		
��������
������� �����	
��
 ����������� ������
�������� 	 ��
���������
Ǳ����Ǳ����������∗�

�� �� Ǳ��$��

2 ����		 �6����0# !� �� ������ 	 "������������ Y�DEZ ����� ��!�

�	��
� ���6��"0 ������������	� ���������( ��	!�����0# ���?�	# 	��

����	���� 2� "���	# ������# ��	��
�� ��� 	"��� "���� !��	�	"����

��	!������( �����( ����	 �� ���"��	 YAZ� 5���"���	���"0� �6����0�

!� ��	 � �� � ������� ���"��	��
� ��� ���6��"0 ��������	� Y9Z�

P���
 ������.�( ��6��0 �������� 	���� ����	� ��!��?	"���	 �6�

�����( !� ��	 ���� ����	� ���?���� ��! �(���	�  �� ��������� �����

���	��

Ǳ���� S @ �����	������ �6����� ������������ Rn �S ⊂ Rn� �

��� ��( ����	/�( v, v X ∂S� S X v × ��, T �� Q @ /	�	� � S × ��, T ��

>����� ����� f�x, t�� ψ�t�� g�x, t�� u��x� 	 u��x� ���� !� ���0� ����/		�

���� �����0� ��	 x ∈ S� t ∈ Y�, T Z.

5���"���	" �6�����
 !� ���H -�#�� 1&-"2�� u�x, t� � q�t�'  �)�

��--8� � Q &���-�-���

utt −hu X f�x, t�q�t� T g�x, t�, ���

∗� ������ ����	
�
� ��� 2�
�
����� ������1�� ���
�� ^������_�����
��� 2��
����	O
��� �
���������� ��
� Z& *& .����� �� 	��� b $ �Ǳ�������(

���
�����	�������	O���( ������� ����� ������
��� � �	���� ������	�����
� �������� �� %5 	��&

9© *1%% Ǳ
���� $� $�



=� Ǳ����� 5� 5�

.�� �8.��-�-�� ��) 1&-"2�� u�x, t� -�$��!-87 & ����#

u|t�� X u��x�, ut|t�� X u��x�, x ∈ S, ���

��-�$-�� & ����)

u|S X �, �E�

� ��"9� & ����) .����.������-�)H∫
�

K�x, t�u�x, t� dx X ψ�t� �A�

2 	!����"�( �6�����( !� ��� �����	� ��� 	 �E� ���� �����	� �60��

��( �����( ���������������( !� ��	� �����	� �A� ���� �����	� �����

���� ����	�L ���	�	� J���� �����	� �6O�������� ��"� ��� ��"	"� ��	!�

�������� ��?��	� u�x, t� ���6����� ��(�	 ��	!������
 ����/	
 q�t��

<6������ !� ��� ���D�A�  �� ��������� �������	� ����"���	���

���� �� �" �������� 2 ��������	� ������	���� !� ��� ���D�A� ����"���

���� � "�������		 Y�Z ��"� § 8���� � � �������0 ������	��0� ��!������

�0  �� 6���� �6.	# �������	(� ��" �������	� ���� 2 ������.�( ��6���

����"���	��
��� 6���� �6.	� �����	� �������� ����	� �A�� <�"��	"�

��� � "�������		 Y�Z ����/	� K�x, t� 6������ !��	��.�( ������ �� ���

��"����( x� C��%� ��"��	"� ��� ����"���	��
��� #��� 	 6�	!�	�� ��

 ���	� ����/	������0� �������������

<��� ��	" ��%�0� ������������H

V X {v�x, t� H v�x, t� ∈ L∞��, T LW �
� �S� ∩

◦
W �
��S��,

vt�x, t� ∈ L∞��, T L
◦
W �
��S�� ∩ L���, T LW �

� �S��, vtt�x, t� ∈ L��Q�},
V� X {v�x, t� H v�x, t� ∈ L∞��, T LW �

� �S� ∩
◦
W �
��S��,

vt�x, t� ∈ L∞��, T L
◦
W �
��S��, vtt�x, t� ∈ L��Q�}.

Ǳ���%	"

f��t� X

∫
�

K�x, t�f�x, t� dx, g��t� X

∫
�

K�x, t�g�x, t� dx,

\g�x, t� X f�x, t�α�t� T g�x, t�, f��x, t� X hf�x, t�, g��x, t� X h\g�x, t�.



:+���-�) ����$� ��  ��-����-�) =E

������
� Ǳ& �! �8.��-)	� ) & ����)

|f��t�| � k > �, t ∈ Y�, T Z, g�x, t� ∈ L���, T LW
�
� �S��,

gt�x, t� ∈ L���, T LW
�
� �S��, f�x, t� ∈ L���, T LW

	
� �S��,

f�xi�x, t� ∈ L∞�Q�, g�xi ∈ L��Q�,

K�x, t� ∈ C��Q�, f�x, t�|S X g�x, t�|S X �, f��x, t�|S X g��x, t�|S X �,∫
�

K�x, ��u��x� dx X ψ���,

∫
�

K�x, ��u��x� dx T

∫
�

Kt�x, ��u��x� dx X ψ′���.

(���  &,� ��&�� 1&-"2�) u�x, t� �� .�� ���- ��� V� � 1&-"2�) q�t�

�� .�� ���- ��� L∞�Y�, T Z�, "����8� )��)	� ) ����-��� &���-�-�) ���

� &���������)	� & ����)� ���D�A��

���������	
���� 2������ �0����	" ����"��������0� ��������

�	��

4"��%	" �������	� ��� �� ����/	
 K�x, t� 	 ���	�����	���" ��

�6����	 S. Ǳ����	"

ψ′′�t�− �

∫
�

Kt�x, t�ut�x, t� dx −
∫
�

Ktt�x, t�u�x, t� dx

−
∫
�

K�x, t�hu dx X q�t�f��t� T g��t�.

<��
 �

q�t� X
�

f��t�

[
ψ′′�t�− �

∫
�

Kt�x, t�ut�x, t� dx−
∫
�

Ktt�x, t�u�x, t� dx

−
∫
�

K�x, t�hu�x, t� dx − g��t�

]
X α�t�− Z�t, u�,

� �

α�t� X
ψ′′�t�− g��t�

f��t�
,



=A Ǳ����� 5� 5�

Z�t, u� X
�

f��t�

[
�

∫
�

Kt�x, t�ut�x, t� dx

T

∫
�

Ktt�x, t�u�x, t� dx T

∫
�

K�x, t�hu�x, t� dx

]
.

Ǳ���%	"

v�x, t� X hu�x, t�, \u��x� X hu��x�, \u��x� X hu��x�.

5���"���	" ����
 !� ���H -�#�� 1&-"2�	 v�x, t�, )��)	,&	 ) �

2���-��� Q ����-��� &���-�-�)

vtt −hv X g��x, t�− f��x, t�Z�t, u�, �9�

v�x, �� X \u��x�, vt�x, �� X \u��x�, x ∈ S, ���

v�x, t�|S X �. ���

>���%�"� ���  ����� !� ��� ��!��?	"� � ������������ V�. 2�������

!��"�� "��� �" �������	!�/		 	 "��� �" ��� ��%��	� �� ����"�����

Ǳ���� ε @ ����%	������� �	���� 5����"���	" !� ���H ��(�	

����/	
 v�x, t�, ����
.�
�� � /	�	� �� Q ��?��	�" �������	�

vtt −hv − εhvt X g��x, t� − f��x, t�Z�t, u� �9ε�

	 ����
� ���  �� ��� �0�����
��� �����	� ��� 	 ����

Ǳ���� λ @ �	��� 	! ����!�� Y�, �Z� 5���"���	" !� ���H -�#��

1&-"2�	 v�x, t�, )��)	,&	 ) � 2���-��� Q ����-��� &���-�-�)

vtt −hv − εhvt X g��x, t� − λf��x, t�Z�t, u� �9ε,λ�

	 ����
� ���  �� ��� �0�����
��� �����	� ��� 	 ����

Ǳ���%�"� ��� ��	 �	��	�������" ε 	 ��	 ��	�� ��%����	 �����

/		 g��x, t� ������������ L��Q�� ������� !� ��� �9ε,λ�, ���, ��� ��!��?	�

"� � ������������ V �

1������� �����"� � "��� � ��� ��%��	� �� ����"���� !� ��� �9ε,λ��

���� ��� ��!��?	"� � ������������ V � ���	 ��� ��!��?	"� ��	 λ X �
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	 ���	  �� �����!"�%�0# �� ��?��	( 	! ������������ V 	"��� "����

�����"����� �� λ ∈ Y�, �Z ���	����� �/���� � ��" %� ������������ Y�Z�

5�!��?	"���� ������( !� ��	 �9ε,��� ���� ��� ��	 �	��	�������" ε

	 ��	 ��	�� ��%����	 ����/		 g��x, t� ������������ L��Q� 	!������

Y�� =Z� Ǳ���%�"� ���  �� �����!"�%�0# ��?��	( ������( !� ��	 �9ε,λ��

���� ��� 	! ������������ V 	"��� "���� ��%��� ���	����� �/�����

5���"���	" ���������
t∫
�

∫
�

�vττ −hv − εhvτ �vτ dxdτ

X

t∫
�

∫
�

g��x, t�vτ dxdτ − λ

t∫
�

∫
�

f��x, t�Z�t, u�vτ dxdτ, �=�

����
.���� ��� ���	�" �������	� �9ε,λ�.

�"��"
t∫
�

∫
�

vττvτ dxdτ X
�

�

t∫
�

∫
�

∂�v�τ �

∂τ
dxdτ X

�

�

∫
�

v�t �x, t� dx − �

�

∫
�

\u���x� dx,

−
t∫
�

∫
�

hvvτ dxdτ X

t∫
�

∫
�

n∑
i��

vxivxiτ dxdτ

X
�

�

n∑
i��

∫
�

v�xi
�x, t� dx − �

�

n∑
i��

∫
�

\u��xi
�x� dx,

−ε
t∫
�

∫
�

hvτvτ dxdτ X ε

t∫
�

∫
�

n∑
i��

v�xiτ dxdτ.

G���� ����� ��������� �=� ��	"�� �	 

�

�

∫
�

v�t �x, t� dxT
�

�

n∑
i��

∫
�

v�xi
�x, t� dx T ε

t∫
�

∫
�

v�xiτ dxdτ

− �

�

∫
�

\u���x� dx − �

�

n∑
i��

∫
�

\u��xi
�x� dx,



=� Ǳ����� 5� 5�

������ ����� ����	 �0" �6��!�" �/��	������ ����#� ���	�	��(

t∫
�

∫
�

v�τ dxdτ T
�

�

t∫
�

∫
�

g���x, τ� dxdτ T
�

�

t∫
�

∫
�

f�� �x, τ�Z
��τ, u� dxdτ.

Ǳ������" �����������

�

�

∫
�

v�t dx T
�

�

n∑
i��

∫
�

v�xi
�x, t� dx T ε

t∫
�

∫
�

v�xiτ dxdτ

� �

�

t∫
�

∫
�

v�τ dxdτ T
�

�

t∫
�

∫
�

g���x, τ� dxdτ T
�

�

t∫
�

∫
�

f�� �x, τ�Z
��τ, u� dxdτ

T
�

�

∫
�

\u���x� dx T
�

�

n∑
i��

∫
�

\u��xi
�x� dx. �8�

5���"���	" ���������

−
t∫
�

∫
�

�vττ −hv − εhvτ �hvτ dxdτ

X λ

t∫
�

∫
�

f��x, τ�Z�τ, u�hvτ dxdτ −
t∫
�

∫
�

g��x, τ�hvτ dxdτ, ����

����
.���� ��� ���	�" �������	� �9ε,λ�. �"��"

−
t∫
�

∫
�

vττhvτ dxdτ X −
t∫
�

∫
�

vττ

(
n∑

i��

vxixiτ

)
dxdτ X

X

t∫
�

∫
�

n∑
i��

vxiττvxiτ dxdτ X

t∫
�

∫
�

�

�

n∑
i��

∂

∂τ
�v�xiτ � dxdτ

X
�

�

n∑
i��

∫
�

v�xit�x, t� dx − �

�

n∑
i��

∫
�

\u��xi
�x� dxL
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t∫
�

∫
�

hvhvτ dxdτ X

t∫
�

∫
�

�

�

∂

∂τ
�hv�� dxdτ

X
�

�

∫
�

Yhv�x, t�Z� dx− �

�

∫
�

Yh\u��x�Z
� dx.

Ǳ������"� ��� ����� ����� ��������� ���� ��	�	"��� �	 

�

�

n∑
i��

∫
�

v�xit�x, t� dx T
�

�

∫
�

Yhv�x, t�Z� dx

T ε

t∫
�

∫
�

�hvτ �
� dxdτ − �

�

n∑
i��

∫
�

\u��xi
�x� dx − �

�

∫
�

Yh\u��x�Z
� dx.

������!�� ����������� w���� ����� �� �/��	�� �����
 �����H∣∣∣∣∣∣λ
t∫
�

∫
�

f��x, τ�Z�τ, u�hvτ dxdτ −
t∫
�

∫
�

g��x, τ�hvτ dxdτ

∣∣∣∣∣∣
� δ�

�

t∫
�

∫
�

�hvτ �
� dxdτ T

�

�δ�

t∫
�

∫
�

f�� �x, τ�Z
��τ, u� dxdτ

T
δ�

�

t∫
�

∫
�

�hvτ �
� dxdτ T

�

�δ�

t∫
�

∫
�

g���x, τ� dxdτ

X δ�
t∫
�

∫
�

�hvτ �
� dxdτ T

�

�δ�

t∫
�

∫
�

f�� �x, τ�Z
��τ, u� dxdτ

T
�

�δ�

t∫
�

∫
�

g���x, τ� dxdτ

�! ��� δ @ ���	!������� ����%	������� �	�����

Ǳ���%	" δ X
√

ε
� . Ǳ����	" �����������

�

�

n∑
i��

∫
�

v�xit�x, t� dx T
�

�

∫
�

Yhv�x, t�Z� dxT
ε

�

t∫
�

∫
�

�hvτ �
� dxdτ
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� �

ε

t∫
�

∫
�

f�� �x, τ�Z
��τ, u� dxdτ T

�

ε

t∫
�

∫
�

g���x, τ� dxdτ

T
�

�

n∑
i��

∫
�

\u��xi
�x� dx T

�

�

∫
�

Yh\u��x�Z
� dx. ����

������!�� �����������

�a� T · · ·T ap�
� � p

(
a�� T · · ·T a�p

)
,

�/��	" Z��τ, u�H

Z��τ, u� � E

f�� �τ�

[
A

(∫
�

Kτ �y, τ�uτ �y, τ� dy

)�

T

(∫
�

Kττ�y, τ�u�y, τ� dy

)�
T

(∫
�

K�y, τ�hu�y, τ� dy

)�]

>����� (∫
�

Kτ �y, τ�uτ �y, τ� dy

)�
�

∫
�

K�τ �y, τ� dy

∫
�

u�τ �y, τ� dy,

(∫
�

Kττ �y, τ�u�y, τ� dy

)�
�

∫
�

K�ττ�y, τ� dy

∫
�

u��y, τ� dy,

(∫
�

K�y, τ�hu�y, τ� dy

)�
�

∫
�

K��y, τ� dy

∫
�

�hu�� dy.

�"�
� "���� ����������� ����� ���	� ��������� u|S X ��∫
�

u��y, τ� dy � C�

n∑
i��

∫
�

u�yi
dy � C�

∫
�

Yhu�y, τ�Z� dy,

∫
�

u�τ �y, τ� dy � C�

n∑
i��

∫
�

u�τyi
dy � C�

∫
�

Yhuτ �y, τ�Z
� dy,
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t∫
�

∫
�

u�τ �y, τ� dydτ � C�

t∫
�

∫
�

Yhuτ �y, τ�Z
� dydτ

X C�

t∫
�

∫
�

v�τ �y, τ� dxdτ � C�C�

t∫
�

∫
�

n∑
i��

v�yiτ �y, τ� dydτ,

t∫
�

∫
�

u��y, τ� dydτ � C�

t∫
�

∫
�

Yhu�y, τ�Z� dydτ

X C�

t∫
�

∫
�

v��y, τ� dydτ � C��

t∫
�

∫
�

Yhv�y, τ�Z� dydτ,

t∫
�

∫
�

Yhu�y, τ�Z� dydτ X

t∫
�

∫
�

v��y, τ� dydτ � C�

t∫
�

∫
�

Yhv�y, τ�Z� dydτ,

��������0� C� 	 C� ! ��� ���� ���
��� �	?� �6�����
 S.

1 ��"�.�
 J�	# ���������� �������" �/����

Z��τ, u� � N�

[
n∑

i��

∫
�

v�yi
�y, τ� dy T

∫
�

v�τ �y, τ� dy

]
.

Q���" �����	" �����������

�

�

n∑
i��

∫
�

v�xit�x, t� dx T
�

�

∫
�

Yhv�x, t�Z� dxT
ε

�

t∫
�

∫
�

�hvτ �
� dxdτ

� N	

t∫
�

[∫
�

(
v�τ �x, τ� T

n∑
i��

v�xi
�x, τ�

)
dx

]
dτ TN


t∫
�

∫
�

g�� dxdτ, ����

���������� N	 � ������" ���� ������� ����/	�"	 u��x�, u��x�, ψ�t�,

f�x, t�, �6�����
 S, � ���%� �	���" ε.
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'���������� �8�� ���� 	 ��""� 3��������  �
� ���	����
 �/����

��?��	( ������( !� ��	 �9ε,λ�, ���, ���H∫
�

v�t �x, τ� dx T

n∑
i��

∫
�

v�xi
�x, τ� dx T

n∑
i��

∫
�

v�xit�x, t� dx

T

∫
�

Yhv�x, t�Z� dxT ε

t∫
�

∫
�

�hvτ �
� dxdτ � R�, ��E�

���������� R� � J��( �/���� ���� ������� ����/	�"	 g�x, t�� u��x��

u��x�� f�x, t�, �6�����
 S, � ���%� �	���" ε.

�! �/���	 ��E� 	 �����"0 � "��� � ��� ��%��	� �� ����"����

��� ���� ��� ��	 �	��	�������" ε ������� !� ��� �9ε,τ �� ���� ��� ��!�

��?	"� � ������������ V  �� ���# �	��� λ 	! ����!�� Y�, �Z� >���	"	

�����"	� ������� !� ��� �9ε�� ���� ��� 	"��� ��?��	� vε�x, t�, ��	�� �

��%�.�� ������������ V.

>�(����� ��� %�� ��� ��	 �������		 �/���	 ����� �� 	�����	���

�� ����"���0" x�, . . . , xn � ������"0# � ����/	�"	 q��x, t� 	 f��x, t��

����%�"� ���  �� ��"�(���� ����/	( {vε�x, t�} �0������� �����������
n∑

i��

∫
�

v�xit�x, t� dx T

∫
�

Yhv�x, t�Z� dxT ε

t∫
�

∫
�

�hvτ �
� dxdτ

� N�

t∫
�

⎡⎣∫
�

(
v�τ �x, τ� T

n∑
i��

v�xi
�x, τ�

)
dx

⎤⎦ dτ
TN�

t∫
�

∫
�

g���x, t� dxdτ T
n∑

i��

g�xi�x, t�, ��A�

���������� N� � ������" ���� ������� ����/	�"	 u��x�, u��x�, ψ�t�,

f�x, t� 	 �6�����
 S.

������!�� ��""� 3��������� 	! ��A� �������" ���	����
 �/����

n∑
i��

∫
�

v�xit�x, t� dx T

∫
�

Yhv�x, t�Z� dx � N�, ��9�
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���������� N� � ������( ���� ������� ����/	�"	 g�x, t�, f�x, t�, ψ�t�,

u��x�, u��x�, � �6�����
 S.

<���	 ��� ���
t∫
�

∫
�

v�ττ dxdτ � N�. ����

�! �/���� ��9� 	 ���� ��� ���� ��� � ��"�(���� {vε�x, t�} ��?��	(

�����0# !� �� �9ε�� ���� ��� "�%�� ����#� 	�� � ��� ��� ��	 ε → �.

Ǳ�� ������ ����/	� ��	�� ��%	� ������������ V� 	 ��� ��������

��6�( ��?��	� ������( !� ��	 �9�D����

$���/	
 u�x, t� ��#� 	" ��� ��?��	� !� ��	

hu�x, t� X v�x, t�, u�x, t�|S X �L

��� ���� ������� � ��!������

Ǳ���%	"

θ�x, t� X utt −hu− f�x, t�Yα�t�−Z�t, u�Z− g�x, t�, q�t� X α�t�−Z�t, u�.

Ǳ������"� ���  �� ����/		 θ�x, t� �0�����
��� ���������

hθ�x, t� X �, θ�x, t�|S X �.

�! J�	# �������� ��� ���� ��� θ�x, t� ≡ �, �� �� ����/	� u�x, t� ��������

��?��	�" �������	� ����

Ǳ���%�"� ���  �� ����/		 u�x, t� �0�����
��� �������0� 	 ����

�	��0� �����	� ���� �E��

Ǳ���%	" ϕ�x� X u�x, �� − u��x�� �"��" hϕ�x� X � ��	 x ∈ S,

ϕ�x� X � ��	 x ∈ v. 1�� ���������� ϕ�x� X � ��	 x ∈ S 	 �0����

���	�  �� ����/		 u�x, t� ������� ���������� �����	� ���  ���!����

,�����	��� ����!0������ �0������	�  �� ����/		 u�x, t� ������� ���

�������� �����	�� >����� ��������� θ�x, t� @ ��% �������� ������� �

Q ����/	�� ��	 �x, t� ∈ S �0��������� utt X �. <��
 � 	 	! ��������

u�x, �� X �, ut�x, �� X �, ������ �	�0# ��	 x ∈ v, ��� ��� �0������	�

 �� ����/		 u�x, t� ����	����� �����	� �E��
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>����� �0��������� ���������[∫
�

K�x, t�u�x, t� dx − ψ�t�

]
tt

X �.

Ǳ���%	"

U�t� X

∫
�

K�x, t�u�x, t� dx − ψ�t�.

4����	� ����������	�  �
� ���������

U ′��� X �, U��� X �.

<��
 � �������" U�t� ≡ �, ��� 	 �!������ ����� ��	� ����/	(∫
�

K�x, t�u�x, t� dx X ψ�t�

��	 t ∈ ��, T �.

Ǳ��������0� ����/		 u�x, t�� q�t�  �
� ��?��	� 	�#� ��( �6����

��( !� ��	�

C����"�  ���!����

0
(��/(��/

�� 0.���.� #	 6	 Ǳ�����	������� ����
�
�( � 
�������
� ��\22����
�� ���
�	�`�
�( PP 3��	& �.�&  !!4& ,& Y!"/ b 4& T& 0Y!#0Y%&

�� 0.���.� #	 6	 a����
�( ������ ������	�
�( ��\22����
�� ���	�`�
�( � ���

���
� ����
�
�� 
�	�
��
�� ��22���� PP Z��& ������ meg&  !!R& ,& $5/
���&  & ^& %$#Y0&

�� :�M����� #	 #	� <�=�S���B Ǳ	 7	� <��89�� <	 6	 ]�������

�� ��+�
��
������������
�� �����
�� ������ ���	�������
���� PP Z��& ���	�����
��&
$""0& ,& "/ b 5& T& $$"#$ 0&

�� 0�8����� A	 #	 u��	�

�� ���	�����
�� �����
�� ������ ������
��	�
�( �	���

���� �����
��� �����
��� 
�������
��
��� ����
�
�( ��
���������22����
PP 3�	O
�����& ��& 1��
&  !!Y& ,& 5/ b $& ^& R"#""&

�� #8����� F	 <	 a����
�� \������	O
�� ������ �	( ������
��
�� ����
�
��
���	���������
��� PP 3��	& �.�&  !!!& ,& %05/ b %& T& %$5#%$"&

�� O ���T�� �	 U	� V �����P W	 �	� "(��) U	 �	 v:<M8?H G87 H8C>=AD =A>:7H: V78JC:EH =A
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��Ǳ�������� ������ 	 �����
��
����� �	���� 	��������∗�

�� �� Ǳ����� �� �� Ǳ�������

2 ��6���� ��� ��%�
.�( �����	 ������� Y�� �Z� 	!���
��� �����

6��	����	� �������	� ?������ ���� �� � "���
.	"�� ���������	�"

J���
/		� ���!���0� � ��	"����	�" ����		 �	�������0# 	���������

�0# �������	( YED�Z� � ���%� �	���" J�	# �������	( Y�Z�

2 �6����	 Q� X R� × ��, T � 6� �" ����"���	���� �	���"� �������

�	(

u�t X Lu�, −u�t X Lu�
(
L ≡ ∂�

∂x�

)
. ���

�! ������������ 3g��� ��� H
p,p/�
x t � p X �lT γ� � < γ < �� 	.���� ���

?��	� �	���"0 �������	( ���� � ���������
.�� �������0" �����	�"

u��x, �� X ϕ��x�, u��x, T � X ϕ��x�, x > �, ���

	 �����	�" ����	���	�

T� 	u
���, t� X T� 	u

���, t�, �E�

� � 	u k X
(
uk, uk

x, u
k
xx, u

k
xxx, u

k
xxxx, u

k
xxxxx

)
� T�� T� @ ���0��% ���0�
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;� �" ��� ��������� ��� ϕk�x� ∈ Hp�R� �k X �, ��� C�� � ����/		

ω��x, t� X
�

π

∫
R

U�x, tL ξ, ��ϕ��ξ� dξ,

ω��x, t� X
�

π

∫
R

U�ξ, T Lx, t�ϕ��ξ� dξ

�A�

����
��� ��?��	�"	 �������	( ���� � ���������
.	"	 �����	�" ���

� R�

;� �" ����!������� 	���������0" ��� �������	�" ��?��	�  ��

�	���"0 �������	( ���H

u��x, t� X

t∫
�

U�x, tL �, τ�α��τ� dτ T

�∑
i��

t∫
�

Vi�x, tL �, τ�αi�τ� dτ T ω��x, t�,

u��x, t� X

T∫
t

U��, τ Lx, t�β��τ� dτ T

�∑
i��

T∫
t

Wi��, τ Lx, t�βi�τ� dτ T ω��x, t�,

�9�

� � U @ ��� �"��������� ��?��	�� Vi� Wi @ J��"������0� ��?��	�

+����6�	�� Y=� 8Z�

2 �	�� �6.	# ��!�������� Y��� ��Z ��������	 αi� βi �i X �, �, ��

 ��%�0 ��	�� ��%��� ������������ Hq��, T �
(
q X p−�

�

)
� ��	��"

α
�s�
i ��� X β

�s�
i �T � X � �s X �, . . . , l − ��. ���

4����	� ����	���	� �E� �����	?�" � �	 �

	u ���, t� X
(
T−�
� · T�

)
	u ���, t� X �P−�J P �	u ���, t�, ���

� � P � J @ ���0��% ����� ����6��!�
.�� 	 %�� ����� "���	/0

T−�
� T� ��������������� Ǳ�� �������"� ��� ��� #�������	��	����	� ����

�	 "���	/0 T−�
� T� ����
���  �(���	�����0"	 �	���"	� >���� �"����

�����	( ����	���	� ��� 6� �" ����"���	���� �����	� ����	���	� �	 �

	u ���, t� X J 	u ���, t�, �=�
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��� �������� ��� � �����������( ������( !� ��� "�%�� �����	 !�"��0H

Pu� X v�� Pu� X v�� Ǳ���� "���	/� J �����	� 	! � ��( 	�	  ��#

%�� ����0# ������� ;�! �����	���	� �6.����	 ����"���	" �����(

"���	/0

J X

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ� � � � � �
� −σ� � � � �
� � σ� � � �
� � � −σ	 � �
� � � � σ
 �
� � � � � −σ�

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Q�"��	" ���%�� ��� � ������ �	""���	�����	 "���	/0 J "0 ��#��

 	"�� � �����	�# ��6��0 Y��Z� ;� �" ��	����� ��� ��J��	/	���0 σj

�j X �, . . . , 9� "���	/0 J � ���������
� �����	
 � 	����������	 ���

?��	� ������( !� ��	 ���� ���� �=�H

(
u�u�xxxxx − u�xu

�
xxxx Tu

�
xxu

�
xxx Tu

�u�xxxxx − u�xu
�
xxxx Tu

�
xxu

�
xxx

)∣∣
x��

X �.

<6.	� �����	� �����%��	�  �� ����6��	����	# �������	( ?������

���� �� 	���� ����0 � ��6���# Y��� �EZ� 	  �� �	# ��( ��0 !��	�	"���	

����!�����( �g��� ������	# ����������� �� �����0# ����/	( ����	���

�	� ������%��	��� 2 ��������	� !�"������ ��� ��	 p−YpZ � �−�θ�σk� >

� ��� ����� ��?��	� �� ���0?����� � ����	���	�" ��� ����	 �#� �

�0# �������0#  ���0#� P��� ������.�( ��6��0 @ ����!���� ���

�g��� ������	� �����0 ��?��	( ����6��	����	# �������	( ?������ ���

�� �� � "���
.	"�� ���������	�" ���"��	 ���%� � �������0# ������

�# ���" �����	( ����	���	� !��	��� �� ��/����� ����!����� 3g��� ���

��	 �0������		 ���6#� 	"0# 	  ��������0# �l �����	( �� ϕ�, ϕ��

�! �����	( ����	���	� �E� �����	" �	���"� 	���������0# �����
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f �j����
t∫
�

α��τ�

�t−τ�
��j
	

dτ T
�∑

i��
g
�j�
i ���

t∫
�

αi�τ�

�t−τ�
��j
	

dτ T ∂jω�

∂xj ��, t�

X �−��jσj

[
f �j����

T∫
t

β��τ�

�τ−t�
��j
	

dτ

T
�∑

i��
h
�j�
i ���

T∫
t

βi�τ�

�τ−t�
��j
	

dτ T ∂jω�

∂xj ��, t�

]
�j X �, . . . , E�,

f �
����
t∫
�

α��τ�

�t−τ�


	
dτ T

�∑
i��

g
�
�
i ���

t∫
�

αi�τ�

�t−τ�


	
dτ T ∂�ω�

∂x� ��, t�

X σ


[
f �
����

T∫
t

β��τ�

�τ−t�


	
dτ T

�∑
i��

h
�j�
i ���

T∫
t

βi�τ�

�τ−t�


	
dτ T ∂�ω�

∂x� ��, t�

]
T

[
β��t�

�∫
−∞

f�η� dη T
�∑

i��
βi�t�

�∫
−∞

hi�η� dη − ∂
ω�

∂x
 ��, t�

]
,

α��t�
∞∫
�

f�η� dη T
�∑

i��
αi�t�

∞∫
�

gi�η� dη − ∂
ω�

∂x
 ��, t�

Tσ�

[
β��t�

�∫
−∞

f�η� dη T
�∑

i��
βi�t�

�∫
−∞

hi�η� dη − ∂
ω�

∂x
 ��, t�

]
X �.

�8�

Ǳ�	 �������		 ����� ���� ��������� �8� 	�����!����	��

t∫
�

∂�Vi�x, tL �, τ�

∂x�

∣∣∣∣
x��

αi�τ� dτ X −αi�t�

∞∫
�

gi�η� dη,

�∫
t

∂�Wi��, τ Lx, t�

∂x�

∣∣∣∣
x��

βi�τ� dτ X −βi�t�

�∫
−∞

hi�η� dη.

>�� � �6���� !��	�	 6� �" ��	���� T X �� >�� ����0# ���0��#

�������	( 	! �8� ��	"��	" ���"��0 �6��.��	� ��������� ,6��� YE� 9Z

	 �����	" J��	��������
 �	���"� �	�������0# 	���������0# �������
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�

���
π���j�

	

Aj�t� T σj FmV
π���j�
� Bj�t�

−σj

π

�∫
�

(
τ
t

)�− ��j
	 Bj�τ�

τ−t dτ X d
dt

t∫
�

�j�τ�

�t−τ��−
��j
	

dτ �j X �, . . . , E�,

t∫
�

A��τ�

�t−τ�


	
dτ X σ


�∫
t

B��τ�

�τ−t�


	
dτ T`
�t�

T �
π�� 
	 �

(−π
�β��t�− π

�β��t� T
∂
ω�

∂x
 ��, t�
)
,

E�α��t� T σ�β��t�� T α��t� T σ�β��t� X −`��t�,

����

� �

Aj�t� X [f �j����α��t� T
�∑

i��

[g
�j�
i ���αi�t�,

Bj�t� X [f �j����β��t� T

�∑
i��

[h
�j�
i ���βi�t�,

[f �j��η� X
�f �j��η�

v
(
��j
�

) , [g
�j�
i �η� X

�g
�j�
i �η�

v
(
��j
�

) , [h
�j�
i �η� X

�h
�j�
i �η�

v
(
��j
�

) ,
`j�t� X

�

πv� ��j
� �

[
�−��jσj

∂jω�
∂xj

��, t�− ∂jω�
∂xj

��, t�

]
�j X �, . . . , 9�.

Ǳ���� �������	� � �	���"� ���� � ��"�.�
 ?������ �����	?�" ���H

t∫
�

A
�τ�

�t− τ�


	

dτ X σ


�∫
t

B
�τ�

�τ − t�


	

dτ T`
�t�

T
�

σ�v
(
�
�

) �Eα��t� T α��t� T `��t�� T
�

πv
(
�
�

) ∂�ω�
∂x�

��, t�.

2�� �" �6�!�����	�H

F s
� �t� X

t∫
�

`
�s���
� �τ� − `

�s���
� ���

�t− τ�


	

dτ,

F s
j �t� X

d

dt

t∫
�

`
�s�
j �τ�− `

�s�
j ���

�t− τ��−
��j
	

dτ,
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F s

 �t� X v

(
9

�

)
σ�

⎡⎣ t∫
�

A
�s�

 �τ�

�t− τ�


	

dτ −σ

�∫

t

B
�s�

 �τ�

�τ − t�


	

dτ Tσ


�∫
�

B
�s�

 �τ�

τ


	

dτ

− `
�s�

 �t� T `

�s�

 ���

⎤⎦T
�σ�
π

[
∂��sω�
∂x�∂ts

��, t�− ∂��sω�
∂x�∂ts

��, ��

]
,

F s
� �t� X `

�s�
� �t�− `

�s�
� ���,

Gs
j�t� X �−����j d

dt

�∫
t

`
�s�
j ���− `

�s�
j �τ�

�τ − t��−
��j
	

dτ �s X �, . . . , l− �, j X �, �, E�.

C�� ��� Y��Z `l−�
k ∈ Hqk � qk X � T γ−k

� � ����/		 F l−�
k �t�� Gl−�

k �t�

�k X �, . . . , 9� ��	�� ��%�� ������������ H���γ�/���, ��� ��	��"

F l−�
k �t� X O�t���γ�/��, Gl−�

k �t� X O��� − t����γ�/��

 �� "��0# t 	 �− t ���������������

<��� ��	���	 "���	/ Y��� �EZ⎛⎝ f g� g�
f ′′ g′′� g′′�
f IV gIV

� gIV
�

⎞⎠ (
g′� g′�
g′′′� g′′′�

)
� ���� ���	��0 �� �����

*0  ���!0���" ��.��������	� ��?��	( αi� βi �	���"0 �������	(

���� 	! ������������ Hq �q X �p− E�/�� p X �l T γ� � < γ < ��� � �����

�����
.	# �����	�" ����

Ǳ�� ����%	"� ��� ����/		 αi� βi ��	�� ��%�� 	���"�"� ����

���������� C�� � 	! �������� ���������� 	 ?������ �������	( �	���"0

���� ��� ���� ���  �� ���� ���60 αi��� X �� ���6#� 	"� 	  ����������

���60 ⎧⎨⎩
σj

π

�∫
�

Bj�τ�

τ
��j
	

dτ X `j��� �j X �, E�,

−σ��Eβ���� T β����� X `����,

����
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�! �������� �������� 	 ������ �������	( �	���"0 ���� ��� ��� �0����

���	� �����	(⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−σj

π

�∫
�

Bj�τ�

τ
��j
	

dτ X `j��� �j X �, ��,

σ

�∫
�

B��τ�

τ


	
dτ T`
��� X

�
πσ
��



	 �

∂
ω�

∂x
 ��, ��.

����

Ǳ�	 �0������		 �����	( ����� ���� �	���"� �������	( ���� "�%��

�����	���� ���H⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�
��� π

	
A��t� T σ� FmV

π
� B��t�− σ�

π

�∫
�

(
t
τ

) �
	 B��τ�

τ−t dτ

X �`′
����t

�
	 T F �� �t�,

�

��� π���j�
	

Aj�t� T σj FmV
π���j�
� Bj�t�

−σj

π

�∫
�

(
t
τ

) ��j
	 Bj�τ�

τ−t dτ X F �j �t� �j X �, �, E�,

Eα��t� T α��t� X F �
 �t�,

−E�α��t� T σ�β��t�− σ�β�����

−�α��t� T σ�β����− σ�β��t�� X F �� �t�.

��E�

1	���"� ��E� 	"��� �	 ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
A�α�t� T h�D��A�β�t�− �

π

�∫
�

��D���
t
τ �A�β�τ�

τ−t dτ X � �� �t�,

A�α�t� T h�D��A�β�t�− �
π

�∫
�

��D���
t
τ
�A�β�τ�

τ−t dτ X � �� �t�,

��A�

� � α�t�� β�t� @ ������0 � ��"�������"	 αi�t�� βi�t� �i X �, �, �� �����

����������L

A� X

⎛⎝ f g� g�
f ′′ g′′� g′′�
E � �

⎞⎠ , A� X

⎛⎝ � g′� g′�
� g′′′� g′′′�
E � �

⎞⎠ ,

Dij �i, j X �, �� @  	��������0� "���	/0H

D�� X

⎛⎝ F^U π
� � �

� � �
� � �

⎞⎠ , D��

(
t

τ

)
X

⎛⎝ UiW π
� · � t

τ �
�
	 � �

� UiW π
� · � t

τ �
�
	 �

� � �

⎞⎠ ,
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D�� X

⎛⎝ F^U π
	 � �

� F^U �π	 �
� � �

⎞⎠ ,

D��

(
t

τ

)
X

⎛⎝ UiW π
	 · � t

τ �
�
� � �

� UiW �π	 · � t
τ �

�
� �

� � �

⎞⎠ ,

h� X

⎛⎝ σ� � �
� σ� �
� � σ


⎞⎠ , h� X

⎛⎝−σ� � �
� −σ	 �
� � σ�

⎞⎠ ,

�
�
� �t� X

(
UiW

π

�

[
�`′
����t

�
	 T F �� �t�

]
, UiW

π

�
F �� �t�, F

�

 �t�

)
,

�
�
� �t� X −

(
UiW

π

E
F �� �t�, UiW

�π

E
F �	 �t�, F

�
� �t�

)
.

Ǳ���%	"

β��� X A−�
� �

�
	 , ��9�

� �

�
�
	 �t� X

(
�
�
	�,�

�
	�,�

�
		

)
X

⎛⎝UiW� π
	

σ�π

⎛⎝ �∫
�

F �� �τ�

��− τ�
�
� τ

dτ TG�����

⎞⎠ ,

UiW� �π	
σ	π

⎛⎝ �∫
�

F �	 �τ�

��− τ�
�
� τ

dτ TG�	���

⎞⎠ , − �

σ�
`����

⎞⎠ .

G���� ����!��� ��"� Y��� �9Z�� ��� ����0�  �� �����	� ��9�H(
β����
β����

)
X

(
g′� g′�
g′′′� g′′′�

)−�(
� �	��t�
� �	��t�,

)
J��	�������0 �����	�" β���� X β���� X ��

2�� �" � �	���"� ��E� ���0� 	���"0� ����/		

[β�t� X β�t�− β�����− t�.

C�� � �	���"� ��A� ��� ����	"� � �	 �⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
A�α�t� T h�D��A� [β�t�− �

π

�∫
�

��D���
t
τ �A�

β�τ�

τ−t dτ X � ��t�,

A�α�t� T h�D��A� [β�t�− �
π

�∫
�

��D���
t
τ �A�

β�τ�

τ−t dτ X � ��t�,

����



��� Ǳ�.�� 5� ��' Ǳ���.��� 5� ��

� �

� ��t�

X

⎛⎝−�, � UiW π
�σ�B����F

(− �� , �, �� L t)t �	 T � UiW π
�`

′
����t

�
	 T UiW π

�F
�
� �t�

−A UiW π
�σ�B

′′
� ���F

(− 	� , �, �� L t)t �	 T UiW π
�F

�
� �t�

F �
 �t�

⎞⎠

� ��t� X

⎛⎝ −A, 9 UiW π
	σ�B

′
����F

(− 
� , �, �� L t)t �	 T UiW π
	F

�
� �t�

−A, 9 UiW �π	 σ	B′′′
� ���F

(− �� , �, ��� L t)t �	 T UiW �π	 F
�
	 �t�

�Eσ�β���� T σ�β�����t− F �� �t�

⎞⎠ .

C��	" �6��!�"� ��	 �0������		 ?���	 �����	( ����� ���� �����	�	

�	���"� ����� >����� ���	 l > �� ������	��� Y��� �EZ ��	 �0������		 �l

�����	( �	 �

Ls�ϕ�, ϕ�� X �, s X �, . . . , �l, ����

��	 �" � �	���"� �������	(⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A�α
�l−���t� T h�D��A� \β

�l−���t�

− �π
�∫
�

��D���
t
τ �D�

t
τ �A�

�β�l−���τ�

τ−t dτ X � ��t�,

A�α
�l−���t� T h�D��A� \β

�l−���t�

− �π
�∫
�

��D���
t
τ �A�

�β�l−���τ�

τ−t dτ X � ��t�,

��=�

� �

\β
�l−��
i �t� X β

�l−��
i �t�− β

�l−��
i �����− t�, σ	β

�l−��
� ��� X

�

�
`
�l−��
	 ���

	 ����/		 �̃��t�, �̃��t� ��	�� ��%�� ������������ H���γ�/�� ��	��"

�̃k�t� X O�t
��γ
	 � �k X �, ��  �� "��0# t�

����
�	" α
�l−��
i �t� 	! �	���"0 ��=�� �"��"

K	β ≡ A	β�t�− �

π

�∫
�

B�t, τ�	β�τ�

τ − t
dτ X 	Q�t�, ��8�

� �
	β�t� X

(
\β
�l−��
� �t�, \β

�l−��
� �t�, \β

�l−��
� �t�

)
,
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A X

⎛⎜⎝−σ� − �
�� �σ� − σ	 T Aσ�� −

√
	
�� σ� T σ	�

� �

 �σ� − σ	�

√
	

 �σ� T σ	�

σ�
�
�σ� T

√
	
�� �σ� T

√
Eσ	�

√
	
� σ� T

�

 �σ� − σ	�

⎞⎟⎠ ,

B ≡ B�t, t� X⎛⎝ �

σ� − �

�� �Eσ� T
√
Eσ� T

√
Eσ	� − �
 �σ� − σ	�

− 	
σ�
√
	

 �

√
Eσ� T σ� T σ	�

	

 �σ� − σ	�√

	
�� �Aσ� T σ��

√
	
�� ��σ� − σ� T

√
Eσ� −

√
Eσ	�

√
	

 ��σ� T σ� T σ	�

⎞⎠ ,

	Q�t� X A−�
� ���t�−A−�

� ���t�,

"���	/� B�t, τ� ���������� �� "���	/0 B�t, t� !�"���( σ� �� σ� ·
(

t
τ

) �
	

	 σj �� σj ·
(

t
τ

) j��
	 �j X �, . . . , 9��

1	���"� �	�������0# �������	( ��8� "�%�� �����	���� ���H

K	β ≡ A	β�t�− B

π

�∫
�

	β�τ�

τ − t
dτ T

�

π

�∫
�

M�t, τ�	β�τ� dτ X 	Q�t�, ����

� �

M�t, τ� X
B −B�t, τ�

τ − t
.

>�� ���� ���60 �0 ��	�� #�������	��	�����
 ����� ��������� K

� �6.�" ������� �����	?�" �	���"� �	�������0# �������	( ���� � �	 �

B−�K	β X B−� 	Q�t� ����

	� ����!���� ���"���( �����������	 Ǳ������� @ ;������� YE� A� �Z�

�0 ��	" #�������	��	�����
 ����� K� ��������� |B|B−�K �	���"0

�������	( ����H

K�	β ≡ aE	β�t� T
bE

π

�∫
�

	β�τ�

τ − t
dτ, ����

� � a X a�σj�� b X b�σj� �j X �, . . . , 9� ���� ���
��� � ����" �	 �� ���

� ��6���# Y��� �EZ�



��A Ǳ�.�� 5� ��' Ǳ���.��� 5� ��

Ǳ��������
 �	���"� �	�������0# 	���������0# �������	(

K�	β X 	G, 	G X K∗|B|B−� 	Q− k	β ��E�

"�%�� ��?	�� � ������ ����/	(� �����	����0# �� ���/�# ���"�%����

��, ���

�"��" YE� AZ

	β�t� X
�

�
	G�t� T

χ�t�

�π

�∫
�

	G�τ� dτ

χ�τ��τ − t�
, ��A�

� � χ�t� X t�−θ���− t�θ� � θ� X
�
� − θ� θ X �

π cbFmV
∣∣a

b

∣∣�
Ǳ� ������� � ��A� !�����	� 	G�t�� ��	#� 	" � �	���"� �������	(

$�� ����"�

	β TK∗∗k	β X 	Q∗, ��9�

� �

K∗∗k	β X
�

π

�∫
�

N�t, τ�	β�τ� dτ.

2���	� �����	����0� 	 	�����	���"0� ��?��	� �	���" �������	(

$�� ����"� ��9� 6� ��� ����	 ��� ��	�� ��%��� ������������ 3g��� ���

�� ���# �����# ������� ��, ��� ���	��0# �� ���/��� 5�!��?	"���� �	�

���"0 �������	( $�� ����"� ��9� ��� ��� 	! � 	����������	 ��?��	�

�������( !� ��	 ���D�E� 	 � ��!�������	 ��� �������	� 	# ����! ���

���/	��0�

2 �	�� �����������
.	# �����" ���� ��	� 	��������� �	�� +�?	

�� ���/�# ������� 	�����	�����	� YED9Z� ����� �0����	� ��� N�t, τ� ��

���/�# �, � 6� �� ����	 ��6� ���

t
�
�−θ��− t�

�
��θ 	�	 t

�
��θ��− t�

�
�−θ,

� 	Q∗ @ ���

t ��{
�
�−θ, ��γ

	 }−ε��− t�
��γ
	 	�	 t

��γ
	 ��− t� ��{

�
�−θ, ��γ

	 }−ε,
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��	��" �������������� YA� § 9�Z 	β�t� ��	�� ��%	� H
��γ
	 ��, � − δ� 	�	

H
��γ
	 �δ, ��� � � ε� δ @ ����%	�����0� �	��	������0� "��0� �	����

C��	" �6��!�"� � �� N�t, τ�� 	"�� �� �	%�0� 	 ���� �	%�0� 6���

���������	 ���� �� "���?� � 	�	/0� � ����������� ���" �����	�"�

�����0� ����� 0��
��� �� J�	 ����/		 � ����		 	���������0# �����

���	( $�� ����"�� ;���� ���� YA� § ���Z� ����" !�"��0 ����"���� 	����

��	�����	� τ "�%�� 	!6��	���� �� ���� �	%�0# 6������������(� �!

���!���0# ���(��� � �� N�t, τ� 	 ���6� ���� ����� 	Q∗ ��� ���� ��� ����
�	� �����	����0� 	 	�����	���"0� ��?��	� �	���" �������	( $�� �

����"� ��9� �� ���/�# �� � �� �� ��6� ���

t ��{
�
�−θ, ��γ

	 }−ε��− t�
��γ
	 ,

���	 a 	 b � 	�������� !����� 	�	 ���

t
��γ
	 ��− t� ��{

�
�−θ, ��γ

	 }−ε,

���	 %� a 	 b ��!���� !�����

2 �	�� ��""0 � ��	�� ��%����	 ������ 3g��� ��� 	�������� �	��

+�?	 �� ���/�# ������� 	�����	�����	� ��"� Y��� ��Z� ��	 �0������		

����������� ��γ
� < �

�−θ� �� �� ��	 γ < �−�θ �θ < �
	 �� �����	"� ��� ��?��

�	� �������	( $�� ����"� ��9� ��	�� ��%�� ������������ H
��γ
	 ��, ��

	 �6��.�
��� � ���� �� ���/�# �, � ���� �� ��γ
� � +��"� ����� ��?��	�

�������	( $�� ����"� ��9� � ���������
� �����	
 3g��� ��� � �����

!�����" �
� − θ ��	 � − �θ < γ < � � �� < θ < �

	 � 	 �����	
 3g��� ��� �

����!�����" �
� − θ − ε ��	 γ X �− �θ�

�����  ���!���

������
 �� Ǳ& �! ϕ�, ϕ� ∈ Hp �p X �l T γ�� (��� .�� �8.��-��

-�� �l & ����# ����  &,� ��&�� ���- ���--�� ����-�� &���-�-�) ���'

&���������)	,�� & ����)� ���' �E� �� .�� ���- ��� �θ X �
π cbFmV

∣∣a
b | ∈(

�
� L
�
	

)
�

�� H
p,
x

p/�
t ' � �� � < γ < �− �θD

�� H
q,
x

q/�
t ' q X �lT �− �θ' � �� �− �θ < γ < �D

E� H
q−ε,
x

�q−ε�/�
t ' � �� γ X �− �θ' �� ε =  "��! &��-� ����) .����

9����!-�) .� ��)--�)�



��� Ǳ�.�� 5� ��' Ǳ���.��� 5� ��

��������� �� ��	 �0������0 �����	� �����"0 ��	 θ � �
� � ��

� 	��������� ��?��	� !� ��	 ���D�E� ��.������� 	! 	���"��� ���������

���� H
p,
x

p/�
t ��	 �0������		 �l �����	( �����

��������� �� ��	 �0������0 �����	� �����"0 ��	 θ � �
	 � ���

��� ����!��� � Y�E� �=Z� � 	��������� ��?��	� !� ��	 ���D�E� ��.�������

	! 	���"��� ������������ H
p,
x

p/�
t ��	 �0������		 ��lT� �����	( �	 �

�����

��������� �� >���!����� �����"� � ����	 �� �������� ������ �

�	��(� ���	 %�� ����� "���	/� J 6� �� �������� �� "���?�� ��" 	!

 ��# �������

��	 �"���� "���	/0 J � �����	�# ����	���	� �=� ����"������

"���	/� �	 �

J X

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
σ� � � � � �
� −σ� � � � �
� � σ� � � �
� � � −σ	 � �
� � � � σ
 �
� � � � � −σ�

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

�� ������ �	�� ��� �
.��

������
 �� Ǳ& �! ϕ�, ϕ� ∈ Hp �p X �lTγ�� (��� .�� �8.��-�-��

�l & ����# ���� ����  &,� ��&�� ���- ���--�� ����-�� &���-�-�) ���'

&���������)	,�� & ����)� ���' �=�' �� .�� ���- ��� H
p,
x

p/�
t �Q±��

0
(��/(��/

�� Ǳ.K.� :	 <	� Ǳ.,�K.�� :	 <	 e{�	O��������� �	���� ��+�
��  n�������	�������
����
�
�� � �
([`��( 
�����	�
�� \��	[��� PP 3��	& �.�&  !!"& ,& Y Y/
b 5& ^& 5"Y#5"4&

�� Ǳ.K.� :	 <	� Ǳ.,�K.�� :	 <	 Ǳ�����	������� ����
�
�( ���������� ���(��� �
�
([`��( 
�����	�
�� ����
� � ��`�� ������� ��	���� ��	����
�( PP
Z��& ������ meg&  !$!& ,& $0/ b $& ^& $!"#$ %&

�� F�-.� G	 �	 *������ ������& Z&- �����/ $"00&
�� ��-�8�;��8� 7	 6	 ^�
��	(�
�� �
�����	O
�� ����
�
�(& Z&- �����/ $"4R&
�� �����.� :	 #	 Ǳ�����	������� ����
�
�( � �
([`��( 
�����	�
�� ����

�
�& �����������- �����/ $"R5&
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�� �.��-.� <	 7	 *������ ������ �� ������
�� ���
���� �	( \		����������
����� ����
�
��& �����������- �����/ $"00&

�� <���� 7	 Ǳ	 ^����� ��
��	(�
�� �
�����	O
�� ����
�
��& Z&- �����/ $"4R&
	� \(QQ(� �!( '	 678JC:E= BC ;8A<87A8 V:7 :zIB|=8A= VB7BJ8C=;M: ?= 87?=A:  n PP }:A?&

X:E& vB<& UA=>& 6B?8>B& $"5R& S&  R/ L  & 6& %04#Y!$&

� \(QQ(� �!( '	 ~zIB|=8A= VB7BJ8C=;M: =A ?I: >B7=BJ=C=& f PP }:A?& X:E& �B;& X;=&

UA=>& TBDC=B7=& $"4$& S& %$/ L $# & 6& YR#0"& ff PP }:A?& X:E& �B;& X;=& UA=>&
TBDC=B7=& $"4 & S& % / L %#Y& 6&  5Y# 40&

��� 4�1@�����2 >	 #	� :.8.����.� <	 #	� [��893��� 7	 7	 j�
��
�� � �����	��

��
�� ����
�
�( ������	�������� ����& Z&- �����/ $"40&

��� :.8.����.� <	 #	 a ������� ������� �	( 	�
��
�� ����
�
�� ��`��� ���� PP
,�& ��& �
��� �& _& .& ^���	���& $"45& ,& R%& ^& %#$4%&

��� Ǳ.K.� :	 <	 e{�	O��������� �	���� ��+�
�� ������	������� ����
�
�� �������
���� ���(��� � �
([`��( 
�����	�
�� \��	[��� PP Z��& ������ meg&
 !!Y& ,& $$/ ���& $& ^& RY#$!!&

��� Ǳ.,�K.�� :	 <	� Ǳ.K.� :	 <	 e{�	O��������� �	���� ��+�
�� ������	�������
����
�
�� +������ ���(��� � �
([`��( 
�����	�
�� ����
� \��	[��� PP
Z��& ������ meg&  !!0& ,& $Y/ ���& $& ^& 5R#R$&

��� :.8.����.� <	 #	 a ������� ������� �	( 	�
��
�� ����
�
�� ��`��� ���� PP
,�& ��& �
��� �& _& .& ^���	���& $"45& ,& R%& ^& %#$4%&

��� 
��,M�� F	� N�1��� #	 ,��	��� �
�����	O
�� �����������
��& ,&  & Ǳ�������
����
�( d����	(& ]
�����	� �� ������	O
�� 2�
����& Z&- �����/ $"0!&
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��Ǳ������� ������∗�
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2 ��6��� ,� �� +�%����� Y�Z "��� �" �������	!�/		 	 "��� �"

��� ��%��	� �� ����"����  ���!��� ��.��������	� ��������0# ��?��

�	( �����( ������( !� ��	  �� � ���� ������ �������	( ��6��������

�� �	��� � 	"����  �� ���� ��	���6��	����	# �������	(� ����"������

���������	� � ������0��0"	 ��J��	/	����"	� 2 ������.�( ��6���

��	"����	�" ��# %� "��� �� 6� ��  ���!��� ���������� ��!��?	"����

�����0# !� ��  �� ���� ��	���6��	����	# �������	( � ����"���0"

���������	�" ���"��	 	 � ��!�0��0"	 ��J��	/	����"	� <�"��	"�

��� "��� �������	!�/		 	 "��� ��� ��%��	� �� ����"����  �
� ���

�0( �� #� � 	���� ����	
 �����0# !� ��  �� �����/	�����0# �����

���	( ����"������ ���������	� ���"��	�

�� Ǳ���
����
  
	
�

Ǳ���� Q @ ���"�������	� �−�, �� × ��, T �� � < T < T∞� c�x, t�

	 f�x, t� @ !� ���0� ��	 �x, t� ∈ Q ����/		 	 α 	 β @ !� ���0�

 �(���	�����0� �	���� <6�!���	"

Q� X {�x, t� H �x, t� ∈ Q, x > �}, Q− X {�x, t� H �x, t� ∈ Q, x < �},
∗� ������ ����	
�
� ��� 2�
�
����� ������1�� ��Ǳ �����
�� � 
���
�������

���������� ����� �

������

�� ������� 
�  !!"# !$% ��& '������(��� $&%&$)&
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Q� X Q� ∪Q−�

:�
��
�  
	
�
 =� 4�#�� 1&-"2�	 u�x, t�' )��)	,&	 ) -� �-��

9� ��� Q� ����-��� &���-�-�)

UVWxutt − uxxt T c�x, t�u X f�x, t� ���

� ��"&	' $�� ��) -�� �8.��-)	� ) ��-�$-8� & ����)

u�−�, t� X u��, t� X �, � < t < T, ���

u�x, �� X ut�x, �� X �, � < x < �, �E�

u�x, T � X ut�x, T � X �, −� < x < �, �A�

� ��"9� & ����)  �.�)9�-�)

u�T�, t� X αu�−�, t�, � < t < T, �9�

βux�T�, t� X ux�−�, t�, � < t < T. ���

:�
��
�  
	
�
 ==� 4�#�� 1&-"2�	 u�x, t�' )��)	,&	 ) -� �-��

9� ��� Q� ����-��� &���-�-�) ��� � ��"&	' $�� ��) -�� �8.��-)	� )

& ����) ���' �9�' ���' � ��"9� & ����)

u�x, T � X ut�x, �� X �, � < x < �, ���

u�x, �� X ut�x, T � X �, −� < x < �. �=�

:�
��
�  
	
�
 ===� 4�#�� 1&-"2�	 u�x, t�' )��)	,&	 ) -�

�-�9� ��� Q� ����-��� &���-�-�) ��� � ��"&	' $�� ��) -�� �8.���

-)	� ) ��-�$-8� & ����) ���' �9�' ���' � ��"9� & ����)

u�x, �� X u�x, T � X �, −� < x < �. �8�

Ǳ���� c��x, t�� c��x, t�� f��x, t� 	 f��x, t� ���� !� ���0� ����/		�

���� �����0� ��	 �x, t� ∈ Q
�
� 5���"���	" �.� ��	 !� ��	� ��� 6� ��

����!��� �	%�� ���!���0� � �����0"	 !� ���"	 :D:::�

:�
��
�  
	
�
 =′� 4�#�� 1&-"2�� u�x, t� � v�x, t�' )��)	,�� )

� .�)��&��!-�"� Q� ����-�)�� &���-�-�#

utt − uxxt T c��x, t�u X f��x, t�, ����



��� Ǳ���.��� 5� ��

−vtt − vxxt T c��x, t�v X f��x, t� ����

� ��"��' $�� ��) -�7 �8.��-)	� ) ��-�$-8� & ����)

u��, t� X �, v��, t� X �, � < t < T, ����

u�x, �� X ut�x, �� X �, � < x < �, ��E�

v�x, T � X vt�x, T � X �, � < x < �, ��A�

� ��"9� & ����)  �.�)9�-�)

u��, t� X αv��, t�, vx��, t� X −βux��, t�, � < t < T. ��9�

:�
��
�  
	
�
 ==′� 4�#�� 1&-"2�� u�x, t� � v�x, t�' )��)	,�� )

� .�)��&��!-�"� Q� ����-�)�� &���-�-�# ���� � ����  ������ ���-�

-� � ��"��' $�� ��) -�7 �8.��-)	� ) "����8� & ����) ����' & ����)

 �.�)9�-�) ��9�' � ��"9� & ����) ��� � & ����)

v�x, �� X vt�x, T � X �, � < x < �. ����

:�
��
�  
	
�
 ===′� 4�#�� 1&-"2�� u�x, t� � v�x, t�' )��)	,��

� ) � .�)��&��!-�"� Q� ����-�)�� &���-�-�# ���� � ����  �������

 ���--� � ��"��' $�� ��) -�7 �8.��-)	� ) ��-�$-8� & ����) ����'

& ����)  �.�)9�-�) ��9�' � ��"9� & ����)

u�x, �� X u�x, T � X �, � < x < �, ����

v�x, �� X v�x, T � X �, � < x < �. ��=�

�"���� � ��"�.�
 ��?��	( �����0# !� �� :′D:::′ 6� �� ��������0
��?��	� �����0# !� �� :D:::�

�� >
 ��.������ ��
����  
	
�� =′

Ǳ���� V �� @ �	��(��� ������������H

V �� X {v�x, t� H v�x, t� ∈ L��Q
��, vtt�x, t� ∈ L��Q

��, vxxt ∈ L��Q
��}.

2�� �" � J��" ������������ ���"�

‖v‖V �
�
X

(∫
Q�

(
v� T v�tt T v�xxt

)
dxdt

) �
�

L

����	 ��� ��� ������������ V �� � ����( ���"�( �������� 6���#��0"

������������"�
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������
 �� Ǳ& �! �8.��-)	� ) & ����)

αβ > �L ��8�

c��x, t� X c���x, t� T c���x, t�, c��x, t� X c���x, t� T c���x, t�,

c���x, t� ∈ C��Q
�
�, c���x, t� ∈ C��Q

�
�,

c���x, t� ∈ C�Q
�
�, c���x, t� ∈ C�Q

�
�,

c���x, T � � �, c���x, �� � � .�� x ∈ Y�, �Z,

c��t�x, t� � �, c��t�x, t� � � .�� �x, t� ∈ Q
�
,

T �]cn
Q
�
c����x, t� < �, T �]cn

Q
�
c����x, t� < �. ����

(��� "�����) ����$� :′ ��9�� ����! -� +���� ��-�� ����-�)

�u�x, t�, v�x, t�� ��"��' $�� u�x, t� ∈ V �� ' v�x, t� ∈ V �� �

���������	
���� Ǳ���� �u�x, t�, v�x, t�� @ ��?��	� ������( !��

 ��	 :′ ������ ��� u�x, t� ∈ V �� � v�x, t� ∈ V �� � 4������	� ���� �"��%	"

�� ����/	
 ut�x, t�� �������	� ���� @ �� ����/	
 γvt�x, t�� γ X α
β �

Q�"��	"� ��� ���� ���	� �����	� ��8� �	��� γ ����%	������� Ǳ���

	�����	���" ��������0� ��������� �� ���"�������	�� Q� 	 ���%	"�

������!�� ��� �������	� ����/	( c��x, t� 	 c��x, t�� �����	� ��9�� �����

J��"������0� �����������∫
Q�

u� dxdt � T �
∫

Q�

u�t dxdt,

∫
Q�

u�t dxdt � T �
∫

Q�

u�xt dxdt,

� ���%� ����������� w���� ����� �� �����	�� �/����∫
Q�

[
u�xtTv

�
xt

]
dxdtT

�∫
�

[
u�t �x, T �Tv

�
t �x, ��

]
dx � C�

∫
Q�

[
f�� Tf

�
�

]
dxdt ����

� ���������( C�� ���� ����"�( �	���"	 α� β� T � � ���%� ����/	�"	

c���x, t� 	 c���x, t�� �! J��( �/���	 	 �����	( ����D��A� ��� ���� ���

���	 �0��������� f��x, t� ≡ f��x, t� ≡ �� �� ����/		 u�x, t� 	 v�x, t�

6� �� ��% �������� �����0"	 � Q� ����/	�"	� K�� 	 �!������� ���

��?��	� �u�x, t�, v�x, t�� ������( !� ��	 :′ � 	���������
C����"�  ���!����

Ǳ���( �" � 	���� ����	
 ��!��?	"���	 ������( !� ��	 :′�



��� Ǳ���.��� 5� ��

������
 �� Ǳ& �! �8.��-)	� ) & ����) ��8� � ����' � ��"9� & ���

��)

ci�x, t� ∈ C��Q
�
�, ci��, t� X � .�� t ∈ Y�, T ZL fi�x, t� ∈ L��Q

��,

fix�x, t� ∈ L��Q
��, fi��, t� X fi��, t� X � .�� t ∈ Y�, T Z, i X �, �.

����

(��� "�����) ����$� :′ ����� ����-�� �u�x, t�, v�x, t�� ��"��'

$�� u�x, t� ∈ V �� ' v�x, t� ∈ V �� �

���������	
���� 2������!��"�� "��� �" �������	!�/		 	 "��

�� �" ��� ��%��	� �� ����"�����

Ǳ���� ε� @ ����%	������� �	���� ���	�	�� �������� 6� �� �����

���� �	%�� ε @ �	��� 	! 	�������� ��, ε��� 5���"���	" ������
 !� ��

��H -�#�� 1&-"2�� u�x, t� � v�x, t�' )��)	,�� ) � .�)��&��!-�"� Q�

����-�)�� &���-�-�#

−εuxxtt T utt − uxxt T c��x, t�u X f��x, t�, ���ε�

εvxxtt − vtt − vxxt T c��x, t�v X f��x, t� ���ε�

� ��"��' $�� ��) -�7 �8.��-)	� ) & ����) ����*��9�� 4������	" ��

��!��?	"�����

Ǳ���� V� @ ������������

V� X
{
v�x, t� H v�x, t� ∈ V �� , vxtt�x, t� ∈ L��Q

��, vxxtt�x, t� ∈ L��Q
��

}
� ���"�(

‖v‖V� X ‖v‖V �
�
T ‖vxtt‖L��Q�� T ‖vxxtt‖L��Q��.

Ǳ���%�"� ��� ������� !� ��� ���ε�� ���ε�� ����D��9� ��	 �	��	�������"

ε ��!��?	"� � ������������ V�  �� �
60# ����/	( f��x, t� 	 f��x, t�

���	#� ��� f��x, t� ∈ L��Q
��� f��x, t� ∈ L��Q

��� 2������!��"�� "��� �"

��� ��%��	� �� ����"�����

Ǳ���� λ @ �	��� 	! ����!�� Y���Z� 5���"���	" ��"�(���� �����0#

!� ��H -�#�� 1&-"2�� u�x, t� � v�x, t�' )��)	,�� ) � .�)��&��!-�"�

Q� ����-�)�� &���-�-�# ���ε�' ���ε�  ������ ���--� � ��"��' $�� ��)

-�7 �8.��-)	� ) & ����) ����*��A�' � ��"9� & ����)

u��, t� X λαv��, t�, vx��, t� X −λβux��, t�, � < t < T. ��9λ�
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<6�!���	" ����! a "��%����� ��# �	��� λ 	! ����!�� Y���Z�  �� �����

�0# ������� !� ��� ���ε�� ���ε�� ����D��A�� ��9λ� ��	 �	��	�������" ε

	"��� ��?��	�� ��	�� ��%�.�� ������������ V�� ��	 ���%����� ���

"��%����� a �������� ����0�� 	 !�"������ �� ���� ��� 	!������ Y�Z�

6� �� ����� ��� �� ���" ����!��" Y���Z�

+������ !� ��� ���ε�� ���ε�� ����D��A�� ��9�� ��!��?	"� � ���������

���� V� ��"� YEZ�� �! J���� ��� ���� ��� �	��� � ��	�� ��%	� "��%�����

a 	 ��" ��"0" "��%����� a ��������

>��  ���!��������� ����0����	 	 !�"�������	 "��%����� a  ��

�������� ����!���� ��� ��	 �	��	�������" ε  �� �����!"�%�0# ��?��

�	( u�x, t�� v�x, t� ������( !� ��	 ���ε�� ���ε�� ����D��A�� ��9λ� ���	#�

��� u�x, t� ∈ V�� v�x, t� ∈ V�� 	"��� "���� �����"����� �� λ ���	�����

�/����

‖u‖V� T ‖v‖V� � N�‖f�‖L��Q�� T ‖f�‖L��Q���. ��E�

Ǳ���%�"� ��� 	���"�� �/����  �(���	������ 	"��� "�����

4"��%	" �������	� ���ε� �� ����/	
 ut�x, t�� �������	� ���ε� @

�� ����/	
 γvt�x, t�� γ X
α
β �  ���� ���	�����	���" ��������0� ������

���� �� ���"�������	�� Q� 	 ���%	"� Ǳ������� �0��� �	� � ��"��

.�
 �����0# 60�� �������� �/���� ����� �������"� ���  �� ��?��	(

u�x, t�� v�x, t� ������( !� ��	 ���ε�� ���ε�� ����D��A�� ��9λ� �0���������

�����������∫
Q

(
u�t T v�t T u�xt T v�xt

)
dxdt

� N�

{
ε�

∫
Q�

[
u�xxtt T v�xxtt

]
dxdtT

∫
Q�

[
f�� T f��

]
dxdt

}
, ��A�

� ������" �	��� N� ���� ������� �	���"	 α� β� T � ����/	�"	 c���x, t�

	 c���x, t��

'� ��� �
.�" ?��� �"��%	" �������	� ���ε� �� ����/	
 −uxxtt�

�������	� ���ε� @ �� ����/	
 γvxxtt� γ X α
β �  ���� ���	�����	���

�" ��������0� ��������� �� ���"�������	�� Q� 	 ���%	"� ������	�

��� �� �����" 	 	�����!�� �����	� ����D��A�� ��9λ�� � ���%� �����	�
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c���, t� X c���, t� X �� �����	" ���������

∫
Q�

[
εu�xxtt T γεv�xxtt T u�xtt T γv�xtt

]
dxdtT

�

�

�∫
�

u�xxt�x, T � dx

T
γ

�

�∫
�

v�xxt�x, �� dx X −
∫

Q�

f�uxxtt dxdtT γ

∫
Q�

f�vxxtt dxdt

−
∫

Q�

c�uxuxtt dxdt−
∫

Q�

c�xuuxtt dxdt

T γ

∫
Q�

c�vxvxtt dxdtT γ

∫
Q�

c�xvvxtt dxdt. ��9�

Ǳ���0�  �� ������"0# �����( ����	 ��9� �/��	" � ��"�.�
 ��������

���� w���H∣∣∣∣− ∫
Q�

f�uxxtt dxdtT γ

∫
Q�

f�vxxtt dxdt

∣∣∣∣ � ε

�

∫
Q�

u�xxtt dxdt

T
γε

�

∫
Q�

v�xxtt dxdtT
�

�ε

∫
Q�

f�� dxdt T
γ

�ε

∫
Q�

f�� dxdt. ����

<����?	��� ������"0� �����( ����	 ��9� �/��	" ����� � ��"�.�


����������� w����  ���� ����	�?	��� 	�������0 @ � ��"�.�
 J���

"������0# 	���������0# ����������� ��	�� ���0# �0?�� 	 ��������

���� ��A�� Ǳ����	" ��� �
.�
 �/����H∣∣∣∣− ∫
Q�

c�uxuxtt dxdt−
∫

Q�

c�xuuxtt dxdtT γ

∫
Q�

c�vxvxtt dxdt

T γ

∫
Q�

c�xvvxtt dxdt

∣∣∣∣ � �

�

∫
Q�

u�xtt dxdtT
γ

�

∫
Q�

v�xtt dxdt

TN�

{
ε�

∫
Q�

[
u�xxtt T v�xxtt

]
dxdtT

∫
Q�

[
f�� T f��

]
dxdt

}
, ����
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���������� N� � ������( ���� ������� �	���"	 α� β� T � ����/	�"	

c��x, t� 	 c��x, t��

Ǳ���� �	��� ε� ������� ��� ��	 ε < ε� �0��������� �����������

�N�ε < �� C�� � ��� ���	�" ��������� ��9� 	 ���������� ���� 	 ����

6� �� ���	����� �/���� ��?��	( ������( !� ��	 ���ε�� ���ε�� ����D��A��

��9λ�H

ε

∫
Q�

[
u�xxtt T v�xxtt

]
dxdt T

∫
Q�

[
u�xtt T v�xtt

]
dxdt � N	

∫
Q�

[
f�� T f��

]
dxdt,
��=�

���������� N	 � ������( ���� ������� �	���"	 α� β� T � ε 	 ����/	�"	

c��x, t� 	 c��x, t��

�! �/���	 ��=� 	 ����������� ��A� ����	 �0" �6��!�" ��� ���

������ �	����� ���6��"�( �/���	 ��E��

Ǳ���%�"� ��� 	!  ����( �/���	 �0������ ����0����� 	 !�"����

����� "��%����� a�

<��� ��	" ����/		 w�x, t� 	 z�x, t�H

w�x, t� X u�x, t�− λα��− x�v��, t�, z�x, t� X v�x, t� T λβ�x − ��ux��, t�.

'���� �� !�"��	��� ��� ����/		 u�x, t� 	 v�x, t� � ��!����� �0�	����


��� ����! ����/		 w�x, t� 	 z�x, t�H

u�x, t� X w�x, t� T
λ�αβ��− x�

� T λ�αβ
wx��, t� T

λα��− x�

� T λ�αβ
z��, t�,

v�x, t� X z�x, t�− λβ�x − ��

� T λ�αβ
wx��, t� T

λ�αβ�x − ��

� T λ�αβ
z��, t�L

���"� ����� ����	 ��� ��� �0�����
��� ���������

w��, t� X �, zx��, t� X �, t ∈ ��, T �. ��8�

4������	� ���ε� 	 ���ε� ����6��!�
��� � ��� �
.	� �������	�  ��

����/	( w�x, t� 	 z�x, t�H

− εwxxtt T wtt − wxxt T c��x, t�w X f��x, t�− λ�αβ��− x�

� T λ�αβ
wxtt��, t�

− λα��− x�

� T λ�αβ
ztt��, t�− λ�αβ��− x�c��x, t�

� T λ�αβ
wx��, t�

− λα��− x�c��x, t�

� T λ�αβ
z��, t�, ���′ε�



��� Ǳ���.��� 5� ��

εzxxtt − ztt − zxxt T c��x, t�z X f��x, t� T
λβ�x − ��

� T λ�αβ
wxtt��, t�

− λ�αβ�x − ��

� T λ�αβ
ztt��, t� T

λβ�x − ��c��x, t�

� T λ�αβ
wx��, t�

− λ�αβ�x − ��c��x, t�

� T λ�αβ
z��, t�. ���′ε�

4������	� ���′ε�� ���′ε� �"���� � �����	�"	 ��8�� ����D��A� ������0��

����	 ��� �0�����
����  �
� ������
 !� ���  �� ����/	( w�x, t� 	

z�x, t�� J��	��������
 ���� ���	� �!�	"�� � ��!�����( ���!	 "�% �

����/	�"	 u�x, t�� v�x, t� 	 w�x, t�� z�x, t� !� ��� ���ε�� ���ε�� ����D��A��

��9λ�� >�� ��?��	( w�x, t�� z�x, t� J��( !� ��	 ��#���	��� �/���� ��E��

�! J��( �/���	 	 ������0�����	 ��"�(���� !� �� ���′ε�� ���
′
ε�� ����D��A��

��8� �� ����"���� λ ��� �
� ����0����� 	 !�"�������� "��%����� a

��"� Y�Z�L �����	" �	?�� ��� ������� ��������	��
��� ����0����� 	 !��

"�������� "��%����� a �� ��"�(���� !� �� ���′ε�� �8
′
ε�� ����D��A�� ��8��

� 	! J���� �0����
� ����0����� 	 !�"�������� "��%����� a  �� !��

 �� ���ε�� ���ε�� ����D��A�� ��9λ��

����� ��	 �	��	�������" ε 	! ���"�%���� ��, ε�� "��%����� a

�������� ����0�� 	 !�"����� 	 ��" ��"0" ����� ��� �� ���" ����!��"

Y���Z� 1�� ���������� ������� !� ��� ���ε�� ���ε�� ����D��9� ��	 �	��	�

�������" ε ��!��?	"� � ������������ V�  �� �
60# ����/	( f��x, t�

	 f��x, t� ���	#� ��� f��x, t� ∈ L��Q
��� f��x, t� ∈ L��Q

��� Ǳ���%�"�

���  �� ��"�(���� ��?��	( {uε�x, t�, vε�x, t�} J��( !� ��	 	"��� "����

���	����� �/����� �����"����� �� ε 	 ������ ��� � �� ��"�.�
 "�%��

6� �� �����	!����� ���/� ��� ��� ������� ����#� ��

Ǳ��% � ����� !�"��	"� ���  �� ��"�(���� {uε�x, t�, vε�x, t�} 	"��

�� "���� ����������� ��A�� >����� � ��������� ��9� � ����0#  ��#

������"0# �����( ����	 �0����	" 	�����	�����	� �� �����" �� ���

��"����( x� Ǳ�	"���� ����������� w���� 	�����!�� �����	� ���� 	
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����������� ����� �������" ��� �
.�� �����������H

ε

∫
Q�

[
u�εxxtt T v�εxxtt

]
dxdtT

∫
Q�

[
u�εxtt T v�εxtt

]
dxdt

� N


{
ε�

∫
Q�

[
u�εxxtt T v�εxxtt

]
dxdtT

∫
Q�

[
f�� T f��x T f�� T f��x

]
dxdt

}
,

�E��

� ������" �	��� N
 ���� ������� �	���"	 α� β� T 	 ����/	�"	 c��x, t�

	 c��x, t�� 4"���?�� �	��� ε� ���������� ���60 ��	 ε < ε� �"���� �

�����������" �N�ε < � �0��������� ����������� �N
ε < �� �����	"�

��� ��� ���	�" ���������� ��A� 	 �E�� 6� �� ���	����� �/����

ε

∫
Q�

[
u�εxxtt T v�εxxtt

]
dxdtT

∫
Q�

[
u�εxtt T v�εxtt

]
dxdt T ‖uε‖�V �

�

T ‖vε‖�V �
�

� N�
(‖f�‖�L��Q�� T ‖f�‖�L��Q�� T ‖f�x‖�L��Q�� T ‖f�x‖�L��Q��

)
, �E��

���������� N� � ������( ���� ������� �	?� �	���"	 α� β� T � � ���%�

����/	�"	 c��x, t� 	 c��x, t��

�! �/���	 �E�� 	 ���(���� �������	�����	 ������������ L� ����

 ���� ��� ��.�����
� ����� ������������ {εn} 	 ����/		 u�x, t� 	

v�x, t� ���	�� ��� ��	 n → ∞ �0��������� εn → �� uεn�x, t� → u�x, t��

vεn�x, t� → v�x, t� ���6� � ������������W �
� �Q

��� uεnxxt�x, t� → uxxt�x, t��

vεnxxt�x, t� → vxxt�x, t�� εnuεnxxtt�x, t� → �� εnvεnxxtt�x, t� → � ���6� �

������������ L��Q
��� uεn��, t� → u��, t�� vεn��, t� → v��, t� ���6� � ����

��������� W �
� �Y�, T Z�� uεnx��, t� → ux��, t�� vεnx��, t� → vx��, t� ���6� �

������������ W �
� �Y�, T Z�� <���	 ��� ��� ��� ����0� ����/		 u�x, t�

	 v�x, t� 6� �� ��	�� ��%��� ������������ V �� �  �� �	# 6� �� �0����

������ �������	� ���� 	 ����� � ���%� �����0� �����	� ����D��9�� >���

�	"	 �����"	� ����/		 u�x, t� 	 v�x, t�  � �� ��?��	� ������( !� ��

�	 I ′ 	! ���6��"��� �������

C����"�  ���!����



��= Ǳ���.��� 5� ��

�� >
 ��.������ ��
���&  
	
� ==′� ===′

������
 �� Ǳ& �! �8.��-)	� ) & ����)

αβ > �, �E��

c��x, t� ∈ C��Q
�
�, c��x, t� ∈ C��Q

�
�, c��x, t� � �, c��x, t� � �,

T ]cn
Q
�

|c�x�x, t�| < �, T ]cn
Q
�

|c�x�x, t�| < �, �EE�

c���, t� T c���, t� X � .�� t ∈ Y�, T Z. �EA�

(��� "�����) ����$� ::′ ��9�� ����! -� +���� ��-�� ����-�)

{u�x, t�, v�x, t�} ��"��' $�� u�x, t� ∈ V �� ' v�x, t� ∈ V �� �

���������	
���� Ǳ���� f��x, t� ≡ �� f��x, t� ≡ � 	 {u�x, t�, v�x, t�}
@ ��?��	� ������( !� ��	 ::′ � ���	"	 ����/	�"	 f��x, t� 	 f��x, t��

4"��%	" �������	� ���� �� ����/	
 uxx�x, t�� �������	� ���� @ ��

����/	
 γvxx�x, t�� γ X α
β � ���	�����	���" ��������0� ��������� ��

���"�������	�� Q� 	 ���%	"� ������	��� �� �����"� 	�����!�� ����

�	��0� �����	� ���� ���� 	 ����� �����	� �����%��	� ��9�� � ���%�

�����	� �E�� 	 �EE�� �����	"� ��� �0��������� �����������∫
Q�

[
u�xt T v�xt

]
dxdtT

�∫
�

[
u�xx�x, �� T v�xx�x, T �

]
dx � �.

�! J���� ����������� 	 ��� �
� ��% ����� u�x, t� ≡ �� v�x, t� ≡ � ��	

�x, t� ∈ Q��

C����"�  ���!����

������
 ;� Ǳ& �! �8.��-)	� ) & ����)

αβ < �, �E9�

c��x, t� X c���x, t� T c���x, t�, c��x, t� X c���x, t� T c���x, t�,

cij�x, t� ∈ C�Q
�
�, i, j X �, �, c���x, t� � �, c���x, t� � �,

T �]cn
Q
�

|c���x, t�| < �, T �]cn
Q
�

|c���x, t�| < �. �E��

(��� "�����) ����$� ::′ ��9�� ����! -� +���� ��-�� ����-�)

{u�x, t�, v�x, t�} ��"��' $�� u�x, t� ∈ V �� ' v�x, t� ∈ V �� �
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���������	
���� 4"��%	" �������	� ���� �� ����/	
−u�x, t��
�������	� ���� @ �� ����/	
 γv�x, t�� γ X −α

β � ���	�����	���" �����

����0� ��������� �� ���"�������	�� Q� 	 ���%	"� ������	��� ��

�����"� 	�����!�� ����	��0� �����	� ���� ���� 	 ����� �����	� ������

%��	� ��9�� � ���%� �����	� �E9� 	 �E��� �������"� ��� ��	 f��x, t� ≡ ��

f��x, t� ≡ � �0��������� �����������∫
Q�

[
u�t T v�t

]
dxdtT

�∫
�

[
u�x�x, �� T v�x�x, T �

]
dx � �.

�! J���� ����������� 	 ��� ��� ���6��"���

C����"�  ���!����

������
 <� Ǳ& �! �8.��-)	� ) & ����) �E�� � �EE�' � ��"9� & ���

��)

ci��, t� X � .�� t ∈ Y�, T Z, i X �, �L �E��

fi�x, t� ∈ L��Q
��, fix�x, t� ∈ L��Q

��, i X �, �L

fi��, t� X fi��, t� X � .�� t ∈ Y�, T Z, i X �, �. �E=�

(��� "�����) ����$� ::′ ����� ����-�� �u�x, t�, v�x, t�� ��"��'

$�� u�x, t� ∈ V �� ' v�x, t� ∈ V �� �

���������	
��� �������� �� "��� � �������	!�/		 	 "��� � ����

 ��%��	� �� ����"����� C�� %�� ��� ��	  ���!��������� �����"0 ��

�������	� ���� 	 ���� �������	!�
��� �������	�"	 ���ε�� ���ε�L ��!�

��?	"���� �������	!������( !� ��	  ���!0������ � ��"�.�
 "��� �

��� ��%��	� �� ����"����� �  �� ��	"����	� "��� � ��� ��%��	� ��

����"���� 	  �� ��� ������� ����#� � �� ����"���� �������	!�/		

��������	������ ���	�	� ���	���0# �/�����

C����"�  ���!����

>�� ��� �
.	# �����" ���� ��	" ������������ W�
� � W

�
� � W

�
� H

W�
� X {w�x, t� H wxxtt ∈ L��Q

��, wxxxt�x, t� ∈ L��Q
��},

W� X {w�x, t� H w�x, t� ∈W�
� , wxxxxtt�x, t� ∈ L��Q

��},



��� Ǳ���.��� 5� ��

2�� �" � J�	# ������������# ���"0

‖w‖W�
�
X ‖wxxtt‖L��Q�� T ‖wxxxt‖L��Q��,

‖w‖W� X ‖w‖W�
�
T ‖wxxxxt‖L��Q��.

������
 ?� Ǳ& �! �8.��-)	� ) & ����) �E9� �

c��x, t� � �, c��x, t� � �, c�t�x, �� � �, c�t�x, T � � �, c�tt�x, t� � �,

c�tt�x, t� � �, T 
]cn
Q

c��x�x, t� < �, T 
]cn
Q

c��x�x, t� < �L �E8�

ci��, t� X cix��, t� X �, fi��, t� X fix��, t� X fi��, t� X � .�� t ∈ Y�, T Z,

�A��

fi�x, t� ∈ L��Q
��, fixx�x, t� ∈ L��Q

��, i X �, �. �A��

(���  &,� ��&�� ���- ���--�� ����-�� "�����# ����$� ::′ �� .���

 ���- ��� W�
� �

���������	
��� �������� �� "��� � �������	!�/		 	 "��� � ����

 ��%��	� �� ����"����� Ǳ���� ε� @ ����%	������� �	���� ε @ �	��

�� 	! 	�������� ��, ε��� 5���"���	" ������
 !� ���H -�#�� 1&-"2��

u�x, t� � v�x, t�' )��)	,�� ) � .�)��&��!-�"� Q� ����-�)�� &���-��

-�#

εuxxxxtt T utt − uxxt T c�u X f�, ���′′ε �

−εvxxxxtt − vtt − vxxt T c�v X f� ���′′ε �

� ��"��' $�� ��) -�7 �8.��-)	� ) & ����) ���' ����' ��9� � ����' � ��"9�

uxx��, t� X vxx��, t� X �, � < t < T, �A��

uxx��, t� X −αvxx��, t�, vxxx��, t� X βuxxx��, t�. �AE�

5�!��?	"���� � ������������W� �������	!������( !� ��	 ���
′′
ε �� ���

′′
ε ��

���� ����� ��A�� ��9�� �A��� �AE� ��	 �	��	�������" ε  �� �
60# �����

/	( f��x, t� 	 f��x, t� ���	#� ��� f��x, t� ∈ L��Q
��� f��x, t� ∈ L��Q

���

 ���!0������ � ��"�.�
 "��� � ��� ��%��	� �� ����"���� �������(
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 �� ��	"����	� "��� � ��� ��%��	� �� ����"���� ����
��� ���	���

�0� �/���	�� >�����  �� ��"�(���� ��?��	( uε�x, t�, vε�x, t� J��( !��

 ��	 ��������	������ ���	�	� ���	����( �/���	� �����"����( �� ε 	

����(� ��� � �� ��"�.�
 "�%�� �����	!����� ���/� ��� ��� �������

����#� � ��"� �����"� ���

C����"�  ���!����

������
 @� Ǳ& �! �8.��-)	� ) & ����) �E9� �

c��x, t� ∈ C��Q
�
�, c��x, t� ∈ C��Q

�
�, c��x, t� � �, c��x, t� � �. �AA�

(��� "�����) ����$� :::′ ��9�� ����! -� +���� ��-�� ����-�)

{u�x, t�, v�x, t�} ��"��' $�� u�x, t� ∈ V �� ' v�x, t� ∈ V �� �

���������	
���� Ǳ���� f��x, t� ≡ �� f��x, t� ≡ � 	 {u�x, t�, v�x, t�}
@ ��?��	� ������( !� ��	 :::′ � ���	"	 ����/	�"	 f��x, t� 	 f��x, t��

4"��%	" �������	� ���� �� ����/	
 −u�x, t�� �������	� ���� @ ��

����/	
 γv�x, t�� γ X −α
β > �� ���	�����	���" ��������0� ���������

�� ���"�������	�� Q� 	 ���%	"� ������	��� �� �����"� 	�����!��

����	��0� �����	� ����� ���� 	 ��=�� �����	� �����%��	� ��9�� � ���%�

�����	� �E9� 	 �AA�� �����	"� ��� �0��������� �����������∫
Q�

[
u�t T v�t

]
dxdt � �.

�! J���� ����������� ��� �
� ��% ����� u�x, t� ≡ �� v�x, t� ≡ � ��	

�x, t� ∈ Q��

C����"�  ���!����

������
 A� Ǳ& �! �8.��-)	� ) & ����) �E9� �

c��x, t� � �, c��x, t� � �, c�t�x, �� � �, c�t�x, T � � �,

c�xx�x, t� � �, c�xx�x, t� � �, T 
]cn
Q

c���x, t� < �, T 
]cn
Q

c���x, t� < �L

�A9�

c���, t� T c���, t� X �, cix��, t� X cix��, t� X �,

fi��, t� X fix��, t� X fi��, t� X � .�� t ∈ Y�, T ZL �A��



��� Ǳ���.��� 5� ��

fi�x, t� ∈ L��Q
��, fixx�x, t� ∈ L��Q

��, i X �, �. �A��

(���  &,� ��&�� ���- ���--�� ����-�� "�����# ����$� :::′ �� .���

 ���- ��� V �� �

���������	
��� �����"0 = �������� �� "��� � �������	!�/		 	

"��� � ��� ��%��	� �� ����"����� 4������	� ���� 	 ���� �������	!��


��� �������	�"	 ���′′ε �� ���′′ε �� 5������	!������� !� ��� ���′′ε �� ���′′ε ��
����� ��9�� ����� ��=�� �A��� �AE� ��!��?	"� � ������������W�� >�� ��	�

"����	� "��� � ��� ��%��	� �� ����"���� 	  �� ��� ������� ����#��

 � �� ����"���� �������	!�/		 ��������	������ ���	�	� ���	���0#

�/�����

C����"�  ���!����

;� >
 ��.������ ��
���&  
	
� =B===

+�� �����	���� �0?�� ��!��?	"���� �����0# !� �� :D::: ���� ��

������ ��!��?	"����
 �����0# !� �� :′D:::′�
<��� ��	" ������������ V −

� 	 V�H

V −
� X {v�x, t� H v�x, t� ∈ L��Q

−�, vtt�x, t� ∈ L��Q
−�, vxxt�x, t� ∈ L��Q

−�},

V� X
{
v�x, t� H v�x, t� ∈ V �� , v�x, t� ∈ V −

�

}
.

2�
 � �	%� ����! c��x, t� 	 f��x, t� 6� �" �6�!������ ��%��	� ����/	(

c�x, t� 	 f�x, t� �� ���"�������	� Q
�
� ����! c��x, t� 	 f��x, t� ��	 �x, t� ∈

Q
�
@ ����/		 c�−x, t� 	 f�−x, t� ���������������
�����8	����� Ǳ���� u�x, t� 	 v�x, t� @ ��?��	� �������	( �8�

	 ���� ���	�� ��� u�x, t� ∈ V �� � v�x, t� ∈ V �� � C�� � ����/	� [u�x, t��

���� ������� ���������"

[u�x, t� X

{
u�x, t� ��	 �x, t� ∈ Q�,

v�−x, t� ��	 �x, t� ∈ Q−,

���� ��?��	� �� "��%����� Q� �������	� ���� ��	�� ��%�.�� ����

��������� V�� <6������ ���	 ����/	� [u�x, t� @ ��?��	� �� "��%�����
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Q� �������	� ��� 	! ������������ V�� �� ����/		 u�x, t� 	 v�x, t� ���

�	�� ��� u�x, t� X [u�x, t�� v�x, t� X [u�−x, t� ��	 �x, t� ∈ Q�� ���� ��?��	�

�������	( �8� 	 ���� ���������������

K�� �����% ��	� ����	 ���

>����� �����% ��	� 	 �����"0 �D= ��!����
� ����� �����	�� ����

��"0 ��.��������	� 	 � 	����������	 ��?��	( �����0# !� �� :D:::�

������
 C� Ǳ& �! ��) 1&-"2�# c��x, t� � c��x, t�' $� �� α � β

�8.��-)	� ) & ����) ��8� � ����� (��� "�����) ����$� : -� ��9��

����! � .�� ���- ��� V� +���� ��-�� ����-�)�

������
 �D� Ǳ& �! ��) 1&-"2�# c��x, t�' c��x, t�' f��x, t� � f��x, t�'

$� �� α � β �8.��-)	� ) & ����) ��8�' ���� � ����� (��� "�����)

����$� : ����� ����-�� [u�x, t�' .��-����9�,�� .�� ���- ��& V��

������
 ��� Ǳ& �! ��) 1&-"2�# c��x, t�' c��x, t�' $� �� α � β �8�

.��-)	� ) & ����) �E��*�EA�� (��� "�����) ����$� :: -� ��9�� ����!

� .�� ���- ��� V� +���� ��-�� ����-�)�

������
 ��� Ǳ& �! ��) 1&-"2�# c��x, t�' c��x, t�' $� �� α � β �8�

.��-)	� ) & ����) �E9� � �E��� (��� "�����) ����$� :: -� ��9�� ����!

� .�� ���- ��� V� +���� ��-�� ����-�)�

������
 ��� Ǳ& �! ��) 1&-"2�# c��x, t�' c��x, t�' f��x, t� � f��x, t�'

$� �� α � β �8.��-)	� ) & ����) �E��' �EE�' �E�� � �E=�� (��� "�����)

����$� :: ����� ����-�� [u�x, t�' .��-����9�,�� .�� ���- ��& V��

������
 �;� Ǳ& �! ��) 1&-"2�# c��x, t�' c��x, t�' f��x, t� � f��x, t�'

$� �� α � β �8.��-)	� ) & ����) �E9�' �E8�' �A�� � �A��� (��� "����

��) ����$� :: ����� ����-�� [u�x, t�' .��-����9�,�� .�� ���- ��& W��

Ǳ�� ���- ��� W� �.�����)�� ) �-����$-� V��

������
 �<� Ǳ& �! ��) 1&-"2�# c��x, t�' c��x, t�' $� �� α � β �8�

.��-)	� ) & ����) �E9� � �AA�� (��� "�����) ����$� ::: -� ��9��

����! � .�� ���- ��� V� +���� ��-�� ����-�)�
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������
 �?� Ǳ& �! ��) 1&-"2�# c��x, t�' c��x, t�' f��x, t� � f��x, t�'

$� �� α � β �8.��-)	� ) & ����) �E9�' �A9�' �A�� � �A��� (��� "�����)

����$� ::: ����� ����-�� [u�x, t�' .��-����9�,�� .�� ���- ��& V��

<� :������
��� � 	���������

�� 4����	� ��8� 	 �E�� �����" 8D�� 	 �E �0�����
���� ���	� ����	�

"��� � !� ���# : 	 :: !� �
��� ����������0� �����	� �����%��	�

u�−�, t� X u�T�, t�, ux�−�, t� X ux�T�, t�.

4����	� �E9� �����" ��� �AD�� �0�����
���  �� ��!�0��0# �����	(

�����%��	�

u�−�, t� X u�T�, t�, ux�−�, t� X −ux�−�, t�
	�	

u�−�, t� X −u�T�, t�, ux�−�, t� X ux�T�, t�.

�� 4������	� ���� �	���"0 �������	( ���� 	 ���� ������ "����

���
���� "�� ?	� ����0� ��	��" �	���"� ����� ���� "�%�� 60�� ����

!����(� ����	"��� 	"��� �	 

utt − uxxt T c��x, t�u T b��x, t�v X f��x, t�,

−vtt − vxxt T c��x, t�v T b��x, t�u X f��x, t�.

4����	� �� "�� ?	� ��J��	/	���0 ����� �0�	�0��
���� ��������0�

 �� ���!����( �	���"0 ��!������0 6� �� 	"��� 	 ��"������������ !���

���	��

0
(��/(��/

�� 0.���.� #	 6	 ^�`�������
�� ����	(�
�� ��+�
�� ������ ������� ������ �	(
��
��� �	���� ����
�
�� ����	������� ���� �����

��� 
�����	�
�( PP Z��&
������ meg& $""0& ,& Y/ ���&  & ^& %"#YR&

�� ����.J�� <	 #	 ��
����
�	O
�� �
�	��& Z&- �����/ $"R!&
�� L��=.� :	 L	 j�
��
�� ��22���
���	O
����������
�� ����
�
�( � �� ���	��

1�
�(& d���- l	&/ $"R5&

�� ������ �� 
���
 ���� ��



��� �������A�����@�

�������� �������
 �		�������� �	
�����	
�

���������� 	�	
��
���������������� ��������

�� �� !
�%&� �� �� ����$����

�� "��	����� 2 ������.�( ��6��� 	���� ����	� �� ����(�	�����

 �	%��	� 	 ��������	� ����/	( G������� �������� ������� 	 ��������

�� � Y�Z  �� ��������"��( �	���"0 �60�������0#  	������/	����0#

�������	( �<>4�

xx X X�x, t�, x�t�|t�t� X x�, ��.��

��� ��� � 	�����!����	�" �����������
.��� �( �������	� G	��	���

Y�Z

∂

∂t
f�x, t� T∇ · YX�x, t�f�x, t�Z X �, f�x, t�|t�t� X f��x�, ��.��

� 	!����	
 ������ ��������( ������0���( ��� 0 ������� 	!�6��%�
�

.	# ����� �	���"0 <>4 ������ � Rn � ���������
 f�x, t� � �� Q ���

x,X�x, t� @ ������0 	! R
nL G ⊂ R

n�� @ ����0��� "��%�����L G X S×
IL S ⊂ Rn @ �6������ �� ��%�.�� ����� x X �L I X {t H s < t < T∞}L
s @ �	��� 	�	 �	"��� −∞L t� ∈ IL X H G → RnL X�x, t� ∈ C

��,��
xt �G�L

X��, t� ≡ �  �� ���# t ∈ IL

f��x� � �, f��x� ∈ C��S�. ��.E�

;� �" �����	��� ���  �� �	���"0 <>4 ����� ���������� ������


���	� ,� ���	 X�x, t� ∈ C
��,��
xt �G�� ��?��	� ��� ��%��"0  � 6��������

����	 	 ����
��� � �6����	 S ��	 	# ��� ��%��		 ��� ������� ��� 	

9© *1%% .�	�4 '� ��� -�������� ,� (�
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����� �� t� Ǳ�	 �0������		 ��� ����%��	� , ����! ��% �
 �����

x� ∈ S � �
6�( "�"��� ���"��	 t� ∈ I ���#� 	� � 	��������� ��?��	�

x�t� X x�x�, t�, t� !� ��	 +�?	 ������

2�� �" �� �6�!�����	(� 	�����!��"0# �	%�H χ�x, t� X ∇·X�x, t� @

 	������/	� ���������� ���� X�x, t� �	���"0 �����L χ�x�x�, t�, t�, t� @

 	������/	� ���������� ���� X�x, t�� �0�	������� � ��� �� ��?��	�

x�t� X x�x�, t�, t�L m�S� @ "��� G�6��� "��%����� S ⊂ RnL

D�x�x�, t�, t�, t� X _fm

∥∥∥∥∂x�x�, t�, t�∂x�

∥∥∥∥
@ ���6	�� ���6��%��	� x� → x�x�, t�, t�L

S�x, t� X _fm

∥∥∥∥∂x��x, t, t��∂x

∥∥∥∥
@ ���6	�� ���6��%��	� x→ x��x, t, t���

2  �����(?�" �	���"� <>4 ����� 6� �" ���������� ��� !����  �	�

%��	� 	!�6��%�
.�( ����	 x � ��!���" ������������ Rn�

�� /��������
��� � �	������������ ��.����  
	
�� :�,

.� 	�� ��
������ #�������� ��������� �	���� �	����� <>4

����� ��!���" "��%����� 	 ���	��0# �	���" �	 � ����� � � 	�����0�

"	 ����0"	 �����"	� ���	��
.	#��  ��� ��  ���� �	?� �������0"	

�������	�"	� ��	 �	���"� <>4 ���������� ��� !����  �	%��	� 	!�6�

��%�
.�( ����	 x � Rn� �� ����"6�
 3	66�� �	���"0 <>4 ����� 6� ��

��������������� � Rn ����"6�� 	!�6��%�
.	# ������ Ǳ���� St� ⊂ S@

��"������� "��%������ !��	"��"�� ����"6��" 	!�6��%�
.	# �����

3	66�� �	���"0 <>4 ����� � "�"��� ���"��	 t X t�� +�% �� 	! 	!�6�

��%�
.	# ����� x� ∈ St� �  �	����� �� ��������	�" �	���"0 <>4

������ ����"���	��� !� ���"� �� t�  � t � ����� �������	� x�x�, t�, t� X

T �t, t��x� ∈ St ⊂ S� � � T �t, t�� @ �������� � �	�� YEZ �� ��������	�"

�	���"0 <>4 �����L St X {x�x�, t�, t� X T �t, t��x� H x� ∈ St�} @ �6��!

"��%����� St� � �	�� �	���"0 <>4 ������ ����� 	"��" St X T �t, t��St� �

$���/	
 f��x�� �6�� �
.�
 ���(����"	 ���E� 6� �" ���������� ���



����-�-�� 0�&����) ���

��������� ������ ����	� ����"6�� 	!�6��%�
.	# ����� 3	66�� �	�

���"0 <>4 ����� � "��%����� St� � +�� 6� �� ����!��� �	%�� ����.��

!�����	� ����/		 ��������	 ������ ����	� f�x, t� � � ���� �������

	! !� �� +�?	 ����� 	 #�������	!��� �������	� ����"6�� 	!�6��%�
�

.	# ����� 3	66�� �	���"0 <>4 ����� � �6��!� St "��%����� St� �

������
 � Ǳ& �! ��)  � ���8 <>4 ����� �8.��-)�� ) .���.����

9�-�� ,� Ǳ& �! St� ⊂ S = "��.�"�-�� �-�9� ���' ��-������� �- ���

+��� ;�++ �  � ���8 <>4 ����� � -�$��!-8# ����-� �����-� t X t�

� 7���"�����&���� 1&-"2��# .���-� �� �� .������-�) f��x�  �  ��#�

 ����� ���E�� Ǳ& �! "�9��) �� ���+��9�	,�7 ��$�" x� ∈ St� ' ����) !

.� ����"����)�  � ���8 <>4 �����' .����� ��� ) �� ����) �� t� �� t

� -����  � ��)-�� x�x�, t�, t� X T �t, t��x� ∈ St ∈ S� Ǳ& �! �-�9� ���

St' ��-������� �- ��+��� ���+��9�	,�7 ��$�" ;�++ �  � ���8 <>4

����� � ��"&,�# ����-� �����-� t ∈ I' 7���"�����&�� ) 1&-"2��# .����

-� �� �� .������-�) f�x, t�� (��� 1&-"2�) f�x, t� &���������)�� ���

��$� ���� �����' ����-�� "�����#  &,� ��&��' ���- ���--� � �+������

 ��# �����

f�x, t� � �, �x, t� ∈ G, f�x, t� ∈ C
��,��
xt �G�, ��.��

f�x�x�, t�, t�, t� X f�x�t��, t�� fno

⎡⎣− t∫
t�

χ�x�x�, t�, τ�, τ� dτ

⎤⎦
X f��x��/D�x�x�, t�, t�, t�, �����

f�x, t� X f�p�x, t, t��, t�� fno

⎡⎣− t∫
t�

χ�x�p�x, t, t��, t�, τ�, τ�dτ

⎤⎦
X f��p�x, t, t���S�x, t�, ���E�

�� p�x, t, t�� X T−��t, t��x X x��

���������	
��� C�� ���  �� �	���"0 <>4 ����� �0���������

��� ����%��	� ,� �� x�t� X x�x�, t�, t� ����
��� ������0���  	����

���/	���"0"	 ����/	�"	 �� �����������	 x�, t�, t  �� �
6�( ����	
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x� ∈ St� 	 t ∈ I� Ǳ�J��"� ���6��%��	�� ���.�������"�� ��������

��" � �	�� T �t, t�� H St� → St 	 !� ����"�� ������?��	�"	 x�t� X

x�x�, t�, t�� �!�	"�� � ��!������  	������/	���"�� � ��� ���������� 	

������0��� � �
6�( ����� x∗ ∈ St� � Ǳ�	 J��" �	��(�0( �����	����0(

��������

V �t� X

∥∥∥∥∂x�x�, t�, t�∂x�

∣∣∣∣
x��x∗

∥∥∥∥,
 �(����
.	( 	! Rn � Rn� �������� ���	!�� ��( $��?� ���	��(����

��������� T �t, t�� � ����� x∗ ∈ St� YE� AZ� C�� ��� ������0��0( �6��!

��"����� ���� ��"����� 	! ��"��������	 "��%����� St� ��� ��� ��"�

��������� "��%����� St� �! ������0�����	 	 �!�	"��( � ��!�������	

���6��%��	� T �t, t�� H St� → St ��� ���� ��� �������� � �	�� T �t, t��

�� ��������	�" �	���"0 <>4 ����� ���� ����� ��"��"���	!" "��%��

���� St� ⊂ S � "��%����� St ⊂ S� >����� ��	 � ����� ��� ���6��%��

�	�� ���.�������"�� ���������" � �	�� T �t, t�� H St� → St� ������0���

 	������/	���"� 	 D�x�x�, t�, t�, t� �X ��  �� �
6�( ����	 x ∈ St ���
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���"� <>4 ����� 	"��� 	���������0( 	����	��� ���� �� n ∈ N� Ǳ�	

J��" ����/	� f�x, t� � � ��!0������ ���� 	�	 ������� 	���
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xW �x, t� > �, ���	 χ�x, t� > �, x ∈ Sδ, t ∈ I.

������
 � Ǳ& �! ��)  � ���8 <>4 ����� �8.��-)�� ) .���.����

9�-�� ,� (��� 1&-"2�) �����9�--� �� W �x, t� ∈ C
��,��
xt �G�' &������

����)	,�) ����$� ���� �E���' )��)�� ) 1&-"2��# 0).&-��� .�����'

������ � ����!�� ����' � �� �8.��-)	� )  ������ ���--� & ����)?

�� W �x, t� &���������)�� �E�8�' χ�x, t� � � ��) x ∈ Sδ' t ∈ ID

�� W �x, t� &���������)�� �E�8�' ����� -&����# ���7-�# .����� .��

x→ � � χ�x, t� �.������--� ����2����!-� ��) x ∈ Sδ' t ∈ ID

E� W �x, t� ����� -&����# ���7-�# .����� .�� x→ � � χ�x, t� �.���

����--� .���9����!-� ��) x ∈ Sδ' t ∈ I.

>���!��������� J���� ��!������� ������� ������� ��� ��� 	! ���

���% ��	� � 	 ������?��	( �E���� �E���� �E�8�� �E����� ����� ��	 �0����

���		 �����	( �DE ��	�	������ ��?��	� x ≡ � �	���"0 <>4 ����� 6� ��

�������������� ����(�	�0"� ��	"����	����	 ����(�	�0" 	 ������(�	�

�0" �� G������� Y�Z�

5���"���	" ����/	
 ��!��%������	  �� �	���"0 �E�=�H

W �x�, x�, t� X

(
�

τ

)�(
x�

(
τ��− τ� T

�

t
��− τ�

)
T x��t��τ − �� T ��τ − ���

)�
, �E����

� � τ X t�
t � $���/	� ��!��%������	 �E���� �6�� ��� ���(����"	 �����

/		 G�������  �� �	���"0 �E�=�� �� ��  �� ��� �0��������� �����	�



�E� �&�87 ;� /�' �� �����$ �� <�

W ��, �, t� ≡ � ∀t � t� > �� ;���� �����  �� �	���"0 �E�=� � ����/	�(

��!��%������	 �E���� 6� �� �0��������� �� E �����"0 � 	� ��� ��������

��� �������� J��( �����"� ����/	� �E���� 6� �� ����/	�( G�������

�������� �� �  �� �	���"0 <>4 �E�=��

;� $���
������ ������� �������������� 	������������

��	
� <���6	"  ��������0� �����	� ������(�	����	 ��� E �����"0 ��

��	�	������� ��?��	� x ≡ � �	���"0 <>4 ����� ���	" �6��!�"� ���60

����� �	� �0��%��	�� �	?� ����!  	������/	
 χ�x, t� X ∇ · X�x, t��

����� ����� Vt� X m�St��� Vt X m�St� @ "��0 G�6��� �6�����( St� �

St ⊂ S ⊂ R
n� �����0� !��	"��� ����"6�� 	!�6��%�
.	# ����� 3	66�

�� �	���"0 <>4 ����� � �������0( t� 	 ����.	( t "�"���0 ���"��	�

� � St X T �t, t��St� L T �t, t�� @ �������� � �	�� �� ��������	�" �	����

"0 <>4 ������ C�� � ������ �	�� ���"��� Y�Z

Vt X

∫
�t�

D�x�x�, t�, t�, t� dx� X

∫
�t�

fno

⎛⎝ t∫
t�

χ�x�x�, t�, τ�, τ�dτ

⎞⎠ dx�.

�A.��

������
 � ��) ��� $��+8 �������!-�� ����-�� x ≡ �  � ���8

<>4 ����� +8�� -�& ��#$��8� .� 0).&-��&' �� ����$-�' $��+8 ��) -��

�8.��-)�� ! .���.���9�-�) ,� 2 � & ����)

χ�x, t� � �, x ∈ Sε� , ε� > �L qi]
t→∞χ�x, t� X φ�x�,

φ�x� ∈ C��S�, φ��� X �, φ�x� > �, x �X �.
�A���

���������	
��� ����� �" �� ����	������ Ǳ�� ����%	"� ���

 �� �	���"0 <>4 ����� �0�����
��� �����	� �A���� � ���� ��	�	����

��� ��?��	� x ≡ � ����� ��( ����(�	�� �� G�������� C�� � �0������

���� ��� �
.�� ���	������ /������H

�∀ε > ���∀t� ∈ I��∃δ X δ�ε, t�� > ���∀x� ∈ Sδ��∀t > t�� ‖x�x�, t�, t�‖ < ε.

�A.E�

>���	"	 �����"	� �A�E� �!������� ��� �
6�� ��������	� �	���"0 <>4

������ ���	��
.���� ��	 t X t� � Sδ� �� �0#� 	� 	! ����0 Sε ��	



����-�-�� 0�&����) �E�

t → ∞� ;� �" ��	����� ��� ε < ε�� 5���"���	" ����6��!����	� x�t� X

x�x�, t�, t� X T �t, t��x�  �� �	���"0 <>4 ������ ������ �.�� !� ���"�

�� t�  � t �6����� Sδ � �6����� �t� Ǳ���� Vt� , Vt @ ��6����0 "��0

�6�����( Sδ 	 �t� C�� � 	! ���"��0 �A��� � �����" ����� ��� �6�����

�t � �	�� ����(�	����	 �� ��%	��� � Sδ� �� �� ������ �	�� ���
���	�

�t ⊂ Sε� 	"��"

d

dt
Vt X

∫
Sδ

χ�x�x�, t�, t�, t� fno

⎧⎨⎩
t∫

t�

χ�x�x�, t�, τ�, τ�dτ

⎫⎬⎭ dx�

X

∫
Sδ

D�x�x�, t�, t�, t�χ�x�x�, t�, t�, t� dx� X

∫
�t

χ�x, t� dx �
∫
Sε

χ�x, t� dx.

+��"� ����� ������ �	�� /������ ��������

qi]
t→∞

d

dt
Vt X qi]

t→∞

∫
Sε

χ�x, t� dx X

∫
Sε

qi]
t→∞χ�x, t� dx X

∫
Sε

φ�x� dx.

�! �����	( �� ����/	
 φ�x� ��� ���� ���
∫
Sε

φ�x� dx > �� C��	" �6�

��!�"� ����/	� Vt �� �60���� 	 ��( ���� ���	� ���������� α > � 	

"�"��� ���"��	 t� > t�� ���
d
dtVt � α� <��
 � ��� ���� ���

qi]
t→∞

d

dt
Vt X ∞,

� J�� ����	�����	� ��"�� ��� �t ⊂ Sε� C����"�  ���!����

Ǳ����� �� 5���"���	" �	���"� <>4

xx� X

(
�UiW t��

t�
T e−t

)
x� T

(
�UiW t��

t�
− e−t

)
x� T x	� T x�x

�
�,

xx� X

(
�UiW t��

t�
− e−t

)
x� T

(
�UiW t��

t�
T e−t

)
x� T x��x� T x	�.

�A�A�

Ǳ���%�"� ���  �� �	���"0 <>4 �A�A� ������ �	�� �����"� E� >	����

���/	�( �	���"0 �A�A� 6� �� ����/	�

χ�x�, x�, t� X �
�UiW t��

t�
T �e−t T Ax�� T Ax��,
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 �� ������( �0�����
��� �����	� �A���H

χ�x�, x�, t� > �, qi]
t→∞χ�x�, x�, t� X Ax�� T Ax�� X φ�x�, x��,

φ��, �� X �, φ�x�, x�� > � ∀x� �X �, x� �X �.

C����� ������	" ������(�	����� ��	�	������� ��?��	� �	���"0 �A�A��

1 J��( /���
 ������	" ����/	
 G�������  �� �	���"0 �A�A� 	 �����

%�"� ���  �� ��� ������ �	�� �����"� G������� � ������(�	����	 Y�Z�

5���"���	" ����/	
 V �x�, x�, t� X t�x�� T x���� ������� 6� �� ���� ��

����� ����%	������(  �� ���# t > �� 20�	��	" �� ���	!�� ��
 � �	��

�	���"0 �A�A�H

xV �x�, x�, t� X x�� T x�� T t��x� xx� T �x� xx��

X �x��Tx
�
����T�t

(
�UiW t��

t�
Te−t

)
T�t�x��Tx

�
���TAtx�x�

(
�UiW t��

t�
−e−t

)
.

$���/	� xV �x�, x�, t� 6� �� ���� ������ ����%	������( ��	 t ∈ Y�L t∗Z�
� � �π	 < t∗ < 	π


 � �� �� ��	 t � t∗ �0��������� �����	� ������( �����"0

G�������H

V �x�, x�, t� xV �x�, x�, t� > �.

1�� ���������� ��	�	������ ��?��	� �	���"0 �A�A� ������(�	�� �� G��

������ ��	 t→ ∞�

'�����.�� ��6���  �������� ��!������0� ��������0� � Y=� 8Z� 	

��	"0���� � 	���� ����	�"� ����� ���0" � Y��Z�

0
(��/(��/

�� ��M�1.��B 
	 Ǳ	 j����� �� ������������ ������ ������������& Z&- ]�����
Z���& �
���/ $""R&
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C=E=< ;F;C:H PP 6MFH=;B& $"0"& S& "5K/ L $& 6& $R$#$"!&

�� 0���.�89��� �	 #	 a������� ������ �� ���������( ��22���
���	O
��
����
�
��&Z&- �����/ $"44&

�� ����.J�� <	 #	 ��
����
�	O
�� �
�	��&Z&- �����	��/  !! &
�� 7�M@3��� <	 <	� :,�K��.� <	 <	 *�������

�( �����( ��22���
���	O
��

����
�
��& Z&i j&- e����������/ $"Y"&
�� _�=.� <	 6	 3�
���� �����	(��� �����& Z&- _��+�( +��	�/ $"R &
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���

�� ��22���
���	O
�� ����
�
�(& Z&- �����/
$"R5&

	� /�1@- F	 #	 a���`�

�� ����
�
�� j����		( � ���	�����
�� ������������

�����
�
�� ����� PP 3�
���� 
�	�
��
�� �����& �����������&- �����/
$"R%& ^& $Y #$5 &


� /�1@- F	 #	 ^�(�O ������ j����		( �	( 
�����
�
�� ������ ��22���
�
���	O
�� ����
�
�� � �����������O[ ���1�
�( PP Z���� 2�
���� j(��
���
� ��� ���	�1�
�(& �����������&- �����/ $"RY& ^& $50#$0!&

��� H��.� <	 Ǳ	 Ǳ�	���� ����� � ���	�����
�� 
�	�
��
�� ��
�������� ���
���& Z&- �����/ $"" &

��  ������ �� ��
��
 ���� ��



��� �������

������	
� ������� ������ 
������
 �������������� ����	
�

�� !� �����������

2 ��6��� ����"������ !� ��� C�	��"	  �� �������	�

UVW y|y|muxx T uyy X � �m > �� ���

� �������	�����( �6����	 D ⊂ R�� K��	��	�����( �����
 �������

�	� ��� �������� ���#��� �������������� � �	���6��	�����( �����
 @

#�������	��	����	( ���������	�� >����
 !� ��� 	���� ��" �� �����

?��	� ��� ����	 ��?��	� � ������# 3g��� ����

5���"���	���"�� �6����� D �� �����	���� � ���#��( �����������

��	 y > �� � � �	%��( ������������	 y < � �����	���� #�������	��	�

��"	 �ξ, η�H

ξ X x− �

mT �
�−y�m��

� X �, η X xT
�

mT �
�−y�m��

� X �.

Ǳ���� D� X {�x, y� H �x, y� ∈ D, y > �}� D− X {�x, y� H �x, y� ∈ D, y < �}�
!
	
�
 �������� 4�#�� � �+�� �� D ����-�� u�x, y� &���-��

-�) ���' �+��,�	,�� ) � -&�! -� +� "�-�$-� �� � &���������)	,��

"����8� & ����)�?

u|y�� X � .�� −∞ < x � �, � < x <∞, ���

u|ξ�� X ψ �η� .�� � � η � �, �E�

�� ψ�η� ����� ���-�$�--&	 .���&	 .�������-&	' &���������)	,&	

& ����	 ;H��!����  .�"�������� δ' .��$�� ψ��� X �' �ξ, η� =  �������

 ��&	,�� 7���"���� ��$� "�� "�����-��8�

9© *1%% $����	����
 "� .�



;���"� �! ����-�) ����$� (��"��� �A�

'� �	�		 y X � ����6��	������� �0��% ��	� �������	� ��� �0�

�����
��� �����	� ����	���	�H

qi]
y→��

∂u�x, y�

∂y
X qi]

y→−�
∂u�x, y�

∂y
�� < x < ��.

2 Y�Z � ������ �� 	.���� ��?��	� u�x, y� !� ��	 C�	��"	� � �����

�����
.�� ��� �
.	" �����	�"H

�� u�x, y� @ ������0���� ����/	� � �6����	 DL

�� u�x, y�  ��% 0 ������0���  	������/	���"� � D� 	 � �����

������� �������	
 C�	��"	 ���L

E�  �� �
6��� x� � < x < �� ��.�������

qi]
y→�

∂u�x, ��

∂y
X ν�x�L

A� u�x, y� � �6����	 D− �������� �6�6.���0" ��?��	�" �������

�	� ��� 	 ����/	� τ�x� X u�x, �� � ����������� �����	
 3g��� ��� �

����!�����" α� > �− β ��	 � � x < �� � ����/	� ν�x� � �����������

�����	
 3g��� ��� � ����!�����" α� > β ��	 � � x < �� � � β X m
��m��� �

P���
 ������.�( ��6��0 �������� ����?��	� ��� ����	 ��?��	�

�����������( !� ��	 C�	��"	 �� �������	
 � ������" R��

+�� 	 � Y�Z� ��?��	� �������	� ��� � J��	��	�����( ������������	

y > �� � ���������
.�� �����	
 ��� 	 u�x, �� X τ�x�� ��	 � � x � �

���	��" τ��� X τ��� X �� �0��%����� ���"���(

u�x, y� X k�y

�∫
�

τ�t�

[
�x− t�� T

A

�mT ���
ym��

]β−�
dt, �A�

� �

k� X
�

Aπ

(
A

mT �

)�−�β
v���− β�

v ��− �β�
.

5�?��	� �������	� ��� � �	���6��	�����( ������������	 y < ��

� ���������
.��  ���0" +�?	

u�x, �� X τ�x�, qi]
y→�

∂u�x, y�

∂y
X ν�x�,



�A� 5.�����-��� 4� ��

�0��%����� ���"���(

u X γ�

η∫
ξ

τ�t��η − ξ��−�β dt
�η − t��−β�t− ξ��−β

− γ�

η∫
ξ

ν�t� dt

�ν − t�β�t− ξ�β
, �9�

� �

γ� X
v ��β�

v� �β�
, γ� X

�

�

(
A

mT �

)�β
v ��− �β�

v� ��− β�
.

Ǳ���6��!�� �A� 	 �9�� ��#� 	" �������	�� ���!0��
.	� !�����	�

ν�x� 	 τ�x�H  �� J��	��	�����( ����	

�β − �

k�
ν �x� X

x∫
�

�x− t�
�β−�

τ ′ �t� dt−
�∫

x

�t− x�
�β−�

τ ′ �t� dt, ���

 �� �	���6��	�����( ����	

ν �x� X
UiWπβ

πγ�

d

dx

x∫
�

�x− t�
�β−�

τ �t� dt− �

�πγ�
ψ� �x� , ���

� �

ψ� �x� X � UiWπβxβ d

dx

x∫
�

�x− t�
β−�

ψ �t� dt.

����
��� ν�x� 	! �������	( ��� 	 ���� �������"

�� T � UiWπβ�

x∫
�

�x− t�
�β−�

τ ′ �t� dt−
�∫

x

�t− x�
�β−�

τ ′ �t� dt X ψ� �x� . �=�

Ǳ������

` �x� X ��− x�
−�β

x∫
�

�x− t�
�β−�

τ ′ �t� dt, �8�

��	�� 	" �������	� �=� � �	��������"� 	����������"� �������	
  ��

����/		 ` �x�H

�� T UiWπβ� ` �x� T
F^Uπβ

π

�∫
�

` �t� dt

t− x
X ��− x�

−�β
ψ� �x� . ����
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5�?��	� �������	� ���� 	.���� � ������ h� ����/	( `�x� ∈ H��, ���

�����0� ��	 x� ����"�.�"�� � ���
� ����
��� �����	����0"	� � ��	

x� ����"�.�"�� � � 	�	/�� "���� �6��.����� � 6������������ ���� ��

"���?� � 	�	/0�

 	��������� ��?��	� �������	� ���� �0��%����� ���"���(

`�x� X
�

�
��− x�−�βψ��x�

− F^Uβπ

�π�� T UiWβπ�

(
x

�− x

) �
� ��−�β� �∫

�

��− t�
�
�− 
β

� ψ��t� dt

t
�
�− β

� �t− x�
. ����

Ǳ� ������� ���� � �������	� �8� 	 ��	"���� ���"��� �6��.��	�

	������������ �������	� ,6���� �������" τ ′�x�� >����� 	! ���"��0

��� ��#� 	" ν�x�� Q��� ����/		 τ�x� 	 ν�x�� �� ���"���" �A� 	 �9�

�������" ��?��	� u�x, y� !� ��	 C�	��"	 ���D�E� �������������� � �6�

�����# D� 	 D−�
C��	" �6��!�"� ��!��?	"���� �����������( !� ��	 ��� 	��� � 	��

��� ����	
 �	���������� 	������������ �������	� ����� +�� ����!���

� Y�Z� ��?��	� �������	� ���� 	.���� � ������ h�� � � ��� ����� ��?��

�	� � !�����		 � 	�	/� ����?������ Ǳ�	 J��" ��!�	���� ������H ��	

���	# �����	�# "�%��  �6	���� �����( ��� ����	 ��?��	�� ���
���

� 	�	/�y

��	 � ����/		 �8� �6�!���	" ����! `��x� 	�������

`��x� X

x∫
�

�x− t��β−�τ ′�t� dt, ����

�� ��?��	� �	���������� 	������������ �������	� ���� "�%�� �����	�

���� ��� �
.	" �6��!�"H

`� �x� X
�

�
ψ� �x�

− F^Uβπ

�π �� T UiWβπ�
x
�
� ��−�β� ��− x�

− �
��



�β

�∫
�

��− t�
�
�− 
β

� ψ� �t� dt

t
�
�−β

� �t− x�
. ��E�
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C�� ��� β X m
��m��� 	 m > �� �� β ��	�	"��� !�����	� �� �  � �

� �

�� ��

� < β X
m

� �mT ��
<

�

�
.

<��
 � �����	"� ��� ������	 ��?��	� �������	� ��	�	"�
� ����

 �
.	� !�����	�H

� <
�

A
��− �β� <

�

A
, −�

A
<

9

�
β − �

A
< �.

>����� �� �����" ����������� ����%	"

� <
9

�
β − �

A
< �.

C�� � �������"� ��� β ��	�	"��� !�����	� �� �
��  �

�
� H

�

��
< β X

m

� �mT ��
<

�

�
.

����� ��" ����/	
 ψ� �x�� >	������/	���� �����	"

ψ��x� X � UiWπβxβ d

dx

x∫
�

ψ�t�

�x− t��−β
dt X � UiWπβxβ

x∫
�

ψ′�t�
�x− t��−β

dt.

Ǳ� �����	
 ψ′�x� ∈ Hδ� ��� � 	������� 6� �� ��	�� ��%��� ������

Hδ�β � <��
 � ��� ���� ��� ψ��x� ∈ H ��{β,δ�β}� 	 	"��" ψ��x� ∈ Hβ �

<6�!���	" γ X ]iW
{
β, �
 ��− �β�,− �
 T �

�β
}
> �� C�� � 	! �����

���	� ��E� �0������� ��� `��x� ∈ Hγ � � 	! ���� �����	"� ��� τ ′�x� ∈
Hγ−�β� !���	�� τ�x� ∈ Hγ−�β���

>����� 	! �������	� ��� 	"��"

d

dx

x∫
�

�x− t�
�β−�

τ �t� dt ∈ Hγ ,

���� � ν�x� ∈ H ��{β,γ}� � � ]iW{β, γ} X γ�

20���	" !�����	� �6�!�����	� γ X ]iW
{
β, �
 ��− �β�,− �
 T �

�β
}

��	 �0������		 �����	� � < �
�β− �


 < � 	�	 �����	� �
�� < β X m

��m��� <
�
� � 2������ ��� ����%	"� ��� ]iW X β� C�� �

β � �

A
��− �β�,

E

�
β � �

A
, β � �

�
,



;���"� �! ����-�) ����$� (��"��� �A9

�� ��

β � 9

�
β − �

A
,

�

A
� E

�
β, β � �

�
,

���� � �����	" β X �
� � Ǳ���� ]iW X �


 − β
� � C�� �

�

A
− β

�
< β, β >

�

�
,

�� ��
�

A
− β

�
<

9

�
β − �

A
,

�

�
< Eβ, β >

�

�
,

���� � β > �
� � '�����/� ��� ����%	"� ��� ]iW X �

�β − �

 � C�� �

9

�
β − �

A
< β,

E

�
β <

�

A
, β <

�

�
,

�� ��
�

A
− β

�
>

9

�
β − �

A
,

�

�
> Eβ, β <

�

�
,

���� � 	"��" β < �
� �

2 �������" 	���� �����	"� ��� γ ��	�	"��� ��� �
.	� !�����	�H

γ X

⎧⎪⎨⎪⎩
�

 − β

� , β > �
� ,

β, β X �
� ,

�
�β − �


 , β < �
� .

C��	" �6��!�"� ���	 !�����	� β ��%�� � 	�������� �� �
��  � �

� � ��

"�%��  �6	���� ���������� ����?��	� ��� ����	 ��?��	��

2�� �" ���0( ����� ��?��	( !� ��	� 6���� ��� �	(� ��" ��������

	 ����"��	���" �����"��

����������� $����	�� "������	� %�	��	 ������ �� � �


����	 D ��!0������ ����/	� u�x, y�� � ���������
.�� ��� �
.	"

�����	�"H

�� u�x, y� ������0��� � �6����	 DL

�� u�x, y�  ��% 0 ������0���  	������/	���"� � D� 	 � �����

������� �������	
 C�	��"	 ���L

E�  �� �
6��� x� � � x � �� ��.�������

qi]
y→�

∂u�x, ��

∂y
X ν�x�L
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A� u�x, y� � �6����	 D− �������� �6�6.���0" ��?��	�" �������

�	� ��� 	 ����/	� τ�x� X u�x, �� � ����������� �����	
 3g��� ��� �

����!�����" γ − �β T � ��	 � � x � �� � ����/	� ν�x� � �����������

�����	
 3g��� ��� � ����!�����" γ ��	 � � x � �� � � β X m
��m��� 	

γ X ]iW

{
β,

�

A
��− �β�,−�

A
T

9

�
β

}
.

������
� Ǳ& �! .�������-�) ψ�η� &���������)�� & ����	 ;H��!�

����  .�"�������� δ� (��� � �+�� �� D  &,� ��&�� ����-�� &���-��

-�) ���' .��-����9�,�� "��  & �� � &���������)	,�� "����8� & ���

��)� ���' �E��

0
(��/(��/

�� :M���.� �	 �	 g���
�
�( ��+�

��� ����& Z&- _��+& +�&/ $"R5&

�� ������ �� �����
 ���� ��



��� ��@��?������

�� ���������� Ǳ��
�
Ǳ��������	��� ��	��������

	�	
�� �������� ����������	���
��������
'� �� '������

2 "�������		 ������ Y�Z �6�6.��0 ��6��0 �� ���	� 	����	" Y�D

AZ� � ���%� �� ����	 ���	� 	����	" 6��������0" �	���"�" Y9� �Z� '�

������ 	 �	 ��6��0 Y�Z� � �  �� 	!����	� ����	 ���	� 	����	# �	���"

��� ������� 6���� �6.	( �� #� � �  ����( ������  ����� �6�6.��	�

����	 ���	� 	����	# 6��������0# �	���"�

2 ���	�	� �� �����	 Y�Z  ����� ��6��� �����.��� �������0" �	����

"�"� ��� � ��	 ����0# �������	� �	���"0 � ��!�����0"	 	� ����"	

 �
� ��	 ��!�0� ����/		 f��x�� f��x� 	 f	�x�� ����������0� 	! ��J��

�	/	����� ����0# ���# �������	( ��� �������0� �� 0� �  �� �������

�0# �������	( �	���"0 J�	 ����/		 ���� �
����

5���"���	" ��� �
.�
 �������� Y�Z �	���"� � ��!�����0"	 	��

 ����"	H

a�x� T a�x� T a�x� T a	x	 T a
x
 T a�x� T a�x� T . . . X �,

b�x� T b�x� T b�x	 T b	x
 T b
x� T b�x� T . . . X �,

c�x� T c�x	 T c�x
 T c	x� T c
x� T . . . X �,

a�x	 T a�x
 T a�x� T a	x� T . . . X �,

b�x
 T b�x� T b�x� T . . . X �,

c�x� T c�x� T . . . X �,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

���

9© *1%% 5�	���� 5� ��



�A= ������� �� 6�

1	���"� ��� � ������( !��	�	 "�%�� !��	���� � �	 �

∞∑
p��

ap,jxj�p X �, j X �, �, �, . . . , ���

� �

ap,j X

⎧⎪⎨⎪⎩
ap, j X El

bp, j X ElT �,

cp, j X ElT �

p � �, l X �, �, �, . . . �E�

Ǳ�	��"� �� ����?�� �6.����	� � �	���"� ��� 	�	 �E� ���� � �������"�

��� a� X b� X c� X ��

2 ����������		 � "��� �" �� ��/		 � ?	����" �"0��� Y�Z �	���"�

��� ���!��"� ��	��" �����	�	���"�� ������0" �	���" n �������	( F

nT � ��	!�����0"	H

n−j∑
p��

ap,j
n
xj�p X �, j X �, �, �, . . . , n− �, �A�

� �
n
xi ���� n�� ��	6�	%��	� ��?��	� xi� ��	 J��" �	��� �������	( ���

���"� �� � �� "���?�� ��" �	��� ��	!�����0# ��	 ��!������		 n�

5�?��	� �������( ��������( �	���"0 �A� 	!������ Y�Z 	 ��� � ���

���������( ���"� "�%�� �0�	���� ���H

n
xi X −Sn−i

n
xi�� i X �, n− �, �9�

� � � �����" �E�� �� �� � ��?�" ������� Sn−j ��	"�� �	 

Sn−j X

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a� T
n−j∑
p��

�−��p��ap

p−�∏
k��

Sn−j−k

X s′n−j , j X El,

b� T
n−j∑
p��

�−��p��bp

p−�∏
k��

Sn−j−k

X s′′n−j , j X ElT �,

c� T
n−j∑
p��

�−��p��cp

p−�∏
k��

Sn−j−k

X s′′′n−j , j X ElT �,

���

s′� X a�, s′′� X b� s′′′� X c�, j X �, n− �.
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Ǳ��������� ��� �	 �� 	! ���� �0��%��	�  �� Sn−j ��.�������� !��

�	�	� �� ��������	 	 ����������	 ���" �	��� j� �� ��""0 � �0��%��		

��� ��!6	���" �� �����0" 	 �������0" �	��� E !�����	�" 	� ���� p�

Ǳ�	 ��!6	��� ��#�����" �6�!�����	� 	� ���� p� ��� � �����	"

s′n−j X a� T
m∑

p��

�−��pa	p��
p∏

k��

s′′n−j−�	k−��s
′′′
n−j−�	k−��s

′
n−j−	k

T

m∑
p��

�−��p��a	p��
p��∏
k��

s′′n−j−�	k−��
p∏

k��

s′′′n−j−�	k−��s
′
n−j−	k

T

m∑
p��

�−��p��a	p
p∏

k��

s′′n−j−��k−��s
′′′
n−j−��k−��

p−�∏
k��

s′n−j−	k

j X El,

s′′n−j X

m∑
p��

�−��pb	p��
p∏

k��

s′′′n−j−�	k−��s
′
n−j−�	k−��s

′′
n−j−	k

T
m∑

p��

�−��p��b	p��
p��∏
k��

s′′′n−j−�	k−��
p∏

k��

s′n−j−�	k−��s
′′
n−j−	k

T

m∑
p��

�−��p��b	p
p∏

k��

s′′′n−j−��k−��s
′
n−j−��k−��

p−�∏
k��

s′′n−j−	k

j X ElT �,

s′′′n−j X
m∑

p��

�−��pc	p��
p∏

k��

s′n−j−�	k−��s
′′
n−j−�	k−��s

′′′
n−j−	k

T

m∑
p��

�−��p��c	p��
p��∏
k��

s′n−j−�	k−��
p∏

k��

s′′n−j−�	k−��s
′′′
n−j−	k

T

m∑
p��

�−��p��c	p
p∏

k��

s′n−j−��k−��s
′′
n−j−��k−��

p−�∏
k��

s′′′n−j−	k

j X ElT �. ���



�9� ������� �� 6�

Q ���  �� ��	�	��/		 �6�!�����	( ������� ��	���"� ���
�∏

k��

Sn−j−�k X

�, m @ ������ ������� /���� �	���� �� �������"� ��� m → ∞ ��	

n− j → ∞�

Ǳ���� ��.�����
� ��� ��0 ����� ������������( s′n−j ��	 j X El�

s′′n−j ��	 j X El T � 	 s′′′n−j ��	 j X ElT �� �� !��	��.	� �� j� �� ��

qi]
n→∞ s′n−j X s′ <∞L qi]

n→∞ s′′n−j X s′′ <∞L qi]
n→∞ s′′′n−j X s′′′ <∞.

<�"��	"� ��� ���	�	�� Sn−j �� 	"��� ��� ��� ��	 n → ∞� ���

������� � !��	�	"���	 �� ��������	 	 ����������	 	� ���� j �	��� E

6� �� ��.��������� ��!�0� ��� ��0� ��� ����	 �0" �6��!�" ��� ���

	! �0��%��	( ��� 	 ����

2�� �" ����"��� μ� �6�!����� �/s′s′′s′′′ X μ� Ǳ�� �������"� ���

��.�����
� �������0� �� 0 � �6.	" �� 	���" �6���
���( �#� 	"���	

R > �� ��J��	/	����"	 �����0# ����
��� �������������� �� ������

 �����������	 {a	p}� {a	p��}� {a	p��}� {b	p}� {b	p��}� {b	p��}� {c	p}�
{c	p��}� {c	p��}� � � p � �. C�� � �����	" ��� �
.	� �� 0H

∞∑
p��

�−��pa	p��μp X f��μ�L

∞∑
p��

�−��pa	p��μp X f��μ�L

∞∑
p��

�−��pa	pμp X f	�μ�L

∞∑
p��

�−��pb	p��μp X ϕ��μ�L

∞∑
p��

�−��pb	p��μp X ϕ��μ�L

∞∑
p��

�−��pb	pμp X ϕ	�μ�L

∞∑
p��

�−��pc	p��μp X ψ��μ�L

∞∑
p��

�−��pc	p��μp X ψ��μ�L

∞∑
p��

�−��pb	pμp X ψ	�μ�L � � � < μ � R.

�=�

�! ��� � �����" �=� �����	" �	���"� ���# �������	( �����	������
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��	!�����0# s′, s′′, s′′′ � ����"����" μH⎧⎪⎨⎪⎩
f��μ�− �

s′′ f��μ�− s′f	�μ� X �,

ϕ��μ�− �
s′′′ϕ��μ� − s′′ϕ	�μ� X �,

ψ��μ�− �
s′ψ��μ�− s′′′ψ	�μ� X �.

�8�

<���	 ��� ��?��	� �	���"0 �8� ��� 	��� � ��?��	
 � ���� ��� �

������� �������	�� C�� �� 6���  �(���	������� ��?��	� ����	 ���

��.��������  ������ �������	�� ��#� 	" ��?��	� �	���"0 �8� � �	 �

s′ X F��μ�� s
′′ X F��μ�� s

′′′ X F	�μ�� � � Fi D ��( ���0� ����/		� 1���

 ���������� � �����" �6�!�����	� �/s′s′′s′′′ X μ �����	" ��� �
.��

#�������	��	������ �������	�  �� ���� ����	� ����"���� μH

�− μF��μ�F��μ�F	�μ� X �. ����

��������� �� ��	 � �	���"� ��� ��J��	/	���0 ������  ��# ����

�0# �������	( ��!�	��
���� !���" �������
���  �� �������0# �����

���	(� �� �	���"� �8� �����	� 	!  ��# �	��(�0# �������	(� ��	��" ��	

��!��	�	"0� 2 J��" ������ 	"��"

s′ X
f��μ�

f��μ�
X F��μ�L s′′ X

ϕ��μ�

ϕ��μ�
X F��μ�

	 �������	� ���� �0��� 	� ���H

f��μ�ϕ��μ� − μf��μ�ϕ��μ� X �.

K�	 ��!������0 	 �������0 � Y�Z� �
Ǳ������� ��� qi]

n→∞
n
xi X xi� 	! ������?��	( �9� 	 ��� ��#� 	"

x	i X − qi]
n→∞Sn−	ix	i�� X −s′x	i��L

x	i�� X − qi]
n→∞Sn−�	i���x	i�� X −s′′x	i��,

x	i�� X − qi]
n→∞Sn−�	i���x	i�	 X −s′′′x	�i���.

1�� ���������� x	i X s′s′′s′′′x	�i���. 5�?��  ����� ������������ �����

���	�� �����	"

x�i X �−��ix�μi, x	i�� X
�−��i��x�μi

s′
, x	i�� X

�−��ix�μi

s′s′′
, ����

� � x� @ ���	!������� �����������
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 � �8��9�-�) ���� )��)	� ) ����-�)�� +� "�-�$-�#  ��

 ���8 ���' �� μ X μk = "��-� &���-�-�) �����

���������	
���� 1	���"� ��� � ������( !��	�	� � !��	�	"���	

�� �������	 	 ��������	 j� !��	?���� ���H

∞∑
p��

ap,jxj�p X

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
p��

apxj�p X �, j X El,

∞∑
p��

bpxj�p X �, j X ElT �,

∞∑
p��

cpxj�p X �, j X ElT �,

����

� � j X �, �, �, . . . �

'� ����?�� �6.����	�  ���!��������� �����"0 ����� �"  �� ����

��( �	���"0 � ����� �� ��  �� �����0# �	��� E 	� ���� j� C�� �

∞∑
p��

apxj�p X
∞∑

p��

a	px	l�	p T
∞∑

p��

a	p��x	l�	p�� T
∞∑

p��

a	p��x	l�	p��

X
∞∑

p��

�−��l�pa	pμ
l�px� T

�

s′

∞∑
p��

�−��l�p��a	p��μ
l�px� T

�

s′s′′

∞∑
p��

�−��l�p

× a	p��μ
l�px� X

�−��l��μlx�
s′

[
f��μ�− �

s′′
f��μ�− s′f	�μ�

]
X �.

,�����	���  ���!0������ � ����������	� �����( 	 ������( �	���"0 �

����� �
��������� �� 20��%��	� ���� ����
��� ��?��	�"	 6��������

��( �	���"0 ���  �� ��% ��� ����� �������	� ���� ��!��	�	"� �� ���

��������	�

Ǳ���� !� ����� ����� ������������ �	��� ajj ���	#� ��� ajj �X �

 �� �
6��� j� 1�����	" 	! J�	# �	��� 	 	! ��J��	/	����� ap bp 	 cp

�	���"0 ��� �	���"� ��J��	/	����� aj,j�p ��� �
.	" �6��!�"H

aj,j�p X

⎧⎪⎨⎪⎩
apaj�p,j�p, j X El, l X �, �, . . . , p X �, �, . . . ,

bpaj�p,j�p, j X El T �, l X �, �, . . . , p X �, �, . . . ,

cpaj�p,j�p, j X El T �, l X �, �, . . . , p X �, �, . . . .

��E�
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∞∑
p��

aj,j�pxj�p X

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
p��

apaj�p,j�pxj�p X �, j X El,

∞∑
p��

bpaj�p,j�pxj�p X �, j X ElT �,

∞∑
p��

cpaj�p,j�pxj�p X �, j X ElT �,

��A�

� � j X �, �, �, . . .

)��� ���� 6���������� �	���"� ��A� �������� ����	 ���	� 	�����(

6���������( �	���"�(�

;�! ��� �  ���!0������ ��� �
.��

������
 �� ����-�) +� "�-�$-�#  � ���8  ���-� �-8�� �-��"�

 ��� ��� �  � ���8 ��A�  ��-�� � ��� 9� 7���"���� ��"�� &���-�-���

���� ������1-8�

/��	������ �8��9�-�) ����

x	i X
�−��ix�μi

a	i,	i
, x	i�� X

�−��i��x�μi

s′a	i��,	i��
, x	i�� X

�−��ix�μi

s′s′′a	i��,	i��
. ��9�

)��)	� ) ����-�)�� +� "�-�$-�#  � ���8 ��A�' �� μ X μk = "��-�

7���"���� ��$� "�� &���-�-�) �����

��������� �′� 20��%��	� ��9� ����
��� ��?��	�"	 6��������

��( �	���"0 ��A�  �� ��% ��� ����� �������	� ���� ��!��	�	"� �� ���

��������	�

0
(��/(��/

�� G�1.�.� G	 �	 Ǳ������������ �����
��
�� ������ 	�
��
�� �	������������
����
�
��& �����������- �����/  !!"&

�� G�1.�.� G	 �	 0 ,�.��� =��.��B�@- �,�M 8�����@- �8J�=���B���- ����
��

��& f PP Z��& ������ meg&  !!0& ,& $Y/ ���&  & ^& 0R#" &

�� G�1.�.� G	 �	 * ������ �����
��
�� ����� 	�
��
�� �	������������ ����
��

��& ff PP Z��& ������ meg&  !!R& ,& $5/ ���& $& ^& $ 5#$Y!&

�� G�1.�.� G	 �	 * ������ �����
��
�� ����� 	�
��
�� �	������������ ����
��

��& fff PP Z��& ������ meg&  !!R& ,& $5/ ���&  & ^& 4"#R%&
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�� ����� 	�
��
��
�	������������ ����
�
�� PP Z��& ������ meg&  !!"& ,& $4/ ���& $& ^& $!!#
$$5&

�� G�1.�.� G	 �	 * ������ ����� ������������� �����
��
�� ����� 	�
��
��
�	������������ ����
�
��& ff PP Z��& ������ meg&  !!"& ,& $4/ ���&  & ^& $%$#
$Y5&

�� G�1.�.� G	 �	 a ����� ������������� �����
��
�� ������� 	�
��
�� �	����
��������� ����
�
�� PP Z��& ������ meg&  !$!& ,& $0/ ���&  & ^& $$R#$ Y&

�� ������ �� ���
��
 ���� ��
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>���� 6� �" 	�����!����� ���"	�����	
 	 �6�!�����	� 	! Y�Z�

�� Ǳ���� � @ ������0���� ���	�� � "��%�����" !�����	( X � � �

X @ ��"������� #��� ������ ������������� Ǳ���� �� @ ��������

����� ���# "� ���( ���	�	 � � �� ������� J��"�������( �������	�(�

<6�!���	" ����! z� "��%����� ���# �0���!0���	( ���	�	 � �

2 Y�� �� ��Z ���!���� ��� ���	 θ@ �J��"��������� ����	� 	K ⊂�� �

�� 	"�
� "���� ������?��	�

θ ⊃ {|�]^_�θ��, �∗�

K ⊂ ]^_�{|�K��. �∗∗�
2�!�	���� ������H ��� � � ������?��	�# �∗� 	 �∗∗� 	"�
� "���� ���

�������y 2 Y�� �� �=Z  ���!���� ��� ��������� K X ]^_�{|�K�� �0�

��������� ��� � 	 ������ ��� �� ��� � ����� K J��"������� !�"�����

2����� � ��"� ��� � 	"��� "���� ��������� � �∗�� � Y�Z �� ��6�� ��

����"���	������ <�"����� �	?�� ���

{|�K� X {|�]^_�{|�K���

Y�� �� ��Z� 2  ����( ��6��� ��	�� 	��� ���6#� 	"�� 	  ���������� �����

�	�� ��	 ������" �0��������� ��������� � ������?��		 �∗��
���������� Y�Z� Ǳ���� Y @ �������	������ ������������� *���

%����� E ⊂ Y ��!0������ ������ � �������� Y� ⊂ Y � ���	 E ⊃ Y��

9© *1%% 6������� Ǳ� ��
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 �� ��) ��� $��+8 ��) ������ θ ⊂ X!� �8.��-)�� !

����- ��� θ X {|�]^_�θ��' -��+7����� � �� ����$-�' $��+8  &,� ����

���� �����) θ� ⊂ X!� ' .���-�) � θ � ��"�)' $�� θ� X {|�]^_�θ����

���������	
���� ����������
�	 ����	 ��� >���%�"  �����

��������� >�� ����		 θ� �0��������� ��������� θ� X {|�]^_�θ����

����� 60��� θ� ⊂ {|��� �� Ǳ� �����"� � ��"��������	 ,� �� *����

/��� ������������� ���� ����"�� J��"�������( �������	�( �� �� �

��"������ Y�� �� 8�Z� C�� � �������� ����%���	
 E} 	! Y�� �� �=Z ����

�	� {|��� � !�"����� � ������������ X!� � 1�� ���������� !�"0�

���	� [θ� "��%����� θ� � ������������ X!� �� ��%	��� � ��"�����

{|��� �� �� �� [θ� ⊂ {|��� �� Q���	�� θ ⊂ [θ� ⊂ {|��� �� ��J��"�

θ X {|�]^_�θ��� C����"�  ���!����

/��	������ ��) ��� $��+8 ��) ������ θ ⊂ X!� �8.��-)�

�� ! ����- ��� θ X {|�]^_�θ��' -��+7����� � �� ����$-�' $��+8 [θ X

{|�]^_�[θ���

Ǳ�	�� �" ��	"��� ����!0��
.	(� ��� � �6.�" ������ ���
���	�

�∗� ��������
Ǳ������ 5���"���	" �����	�����
  ��!�����
 ���	�� l Y�Z� >��

����		 θ X {zl × �} ⊂ �!l \ {|��l� 	"��� "���� {|�]^_�θ�� X ∅�

�� 2 J��" ������ ��6��0 6� �" ��� ��������� ��� X @ ������

�����!��� ��"������� #��� ������ ������������� '���"�	"� ��� ���

�����	������ ������������ Y ��!0��
� ����� ���������� ���	 �����!�

�� ������ ��� �� ������������� �� ��%�.�� 6���� � ��( ����	 YEZ�

<��� ��	" �� "��%����� �� ����?��	� J��	����������	 R ����

 �
.	" �6��!�"H ���	 "� ��	 A� B ��	�� ��%���� � ��A ≡ B�~^_R�

��� � 	 ������ ��� �� ��� � YAZ X YBZ Y�Z� 2 YA� �� �E�Z  ���!���

������
 �� Ǳ�� ���- ����l/R )��)�� ) �.��-� -� �)�-8� "���

.�"�-8� 7�& ���1��8� .�� ���- �����

1�� �
.�� �����% ��	� �6�6.��� J�� �����"��
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 �� Ǳ�� ���- ����� /R )��)�� ) �.��-� -� �)�-8� "���

.�"�-8� 7�&J���1��8� .�� ���- �����

���������	
���� Ǳ���%�"� ��� �������������� /R ������ ���

���!��� Ǳ����������� �� /R ��"��"����� �� "��%����� {|��� �

������������ X!� Y�Z� C�� ��� ��"���� X ������ �����!��� �� ����

��"� 9 	! YE� �� ��EZ 	"��" iW_X X �� C�� � 	! ��� ��%��	� � � YE� �� 8�Z

�0������� ��� iW_X!� X �� 1������� ��� ��%��	
 �� 	! YE� �� ���Z

	"��" iW_{|��� � X �� �! ��� ��%��	� � YE� �� ���Z ��� ���� ��� ����

����������� /R ������ �����!���

l��� ��������� �������������� /R �0������ 	! #��� ��������	

������������ X!� �

Ǳ� �����"� � ��"��������	 ,� �� *���/��� ������������ �� �

���� ����"�� J��"�������( �������	�( �� �� � ��"������� <��
 �

��� ���� ��� ��������������������� /R ��"������� C����"�  ���!��

���

���������� 2����� �����!�0� ��"�����0� #��� �����0 ����

��������� ��!0��
� ���%� �"�����	 ������������	� 2 J�	# ���"	�

��# "0 ����!��	� ��� ���	 ������������ !�����	( X ���	�	 � 6������

�� ������������ "� ���(�� /R ���%� 6������

�� <������	"�� �� �����		 D���� ��� 	! Y�Z� 2 J��" ������ ����!

X �6�!�������� ���	!������� ��"������� #��� ������ ������������

���� 	 � �� ��� Ǳ���� I @ ���	!������� �������� "��%����� 	 D @

�������	���� �� I� 2 Y�Z  ���!���� ���  �� �����( ����/		 f ∈ XI

��.������� � 	��������� ����� x� ∈ X � �6�� �
.�� ���(����"H  ��

�
6�( ����������	 V ����	 x�

{i ∈ I H f�i� ∈ V } ∈ D.

K�� ����� x� ��!0������ D�������� !"���		 f 	 �6�!�������� ���H

D − qi] f �

Ǳ���%�"� ��� ������ �	��

������
 ;� Ǳ& �! {Dn}∞n�� = .� ���������!-� �! &�!���1��!�

���� -�� �-�9� ���� I' � .& �! f ∈ XI � (��� .� ���������!-� �!
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{Dn − qi] f}∞n��  7���� ) " ��$"� x ∈ X ���� � ���!"� ����' "��

�� ��) � )"�# �"�� �-�J�� V ��$"� x  &,� ��&�� ��"�# -���� N ' $��

{i H f�i� ∈ V } ∈ Dn .�� � �7 n � N �

���������	
���� ����������
�	� Ǳ���� V @ �����������

����	 x � ������������X � 1�.������� ����( ��"�� N � ��� Dn−qi] f ∈
V ��	 ���# n � N � C�� � {i H f�i� ∈ V } ∈ Dn ��	 �F�# n � N �

��
�������
�	� Ǳ���� U @ ����������� ����	 x � ������������

X � >���%�"� ��� ��.������� ��"�� N ����(� ��� Dn − qi] f ∈ U ��	

���# n � N � Ǳ����������� X ��"������ 	 #��� ������� ��J��"� X

���"������ 1�� ���������� ��.������� ����� ����0��� "��%����� V

� X � ��� x ∈ V 	 V ⊂ U � Ǳ� �����	
 ��( ���� ��"�� N �  �� ��������

{i H f�i� ∈ V } ∈ Dn ��	 �F�# n � N � Ǳ���%�"� ��� Yn X Dn − qi] f ∈ V

��	 n � N � >�����	"� ��� ��	 ��������" n� � N 	"��" Yn� �∈ V �

C�� � ��( ���� ����� ����������� W ����	 Yn� � ��� V ∩W X ∅�

�"��"

{i H f�i� ∈ V } ∩ {i H f�i� ∈W} X {i H f�i� ∈ V ∩W} X ∅ ∈ Dn� ,

��� ����!"�%��� C��	" �6��!�"� Dn − qi] f ∈ V ⊂ U ��	 ���# n � N �

C����"�  ���!����
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��6���	 ������0# "������% ��	( ����	��� "���"��	������ "� ����

���������� �� ����		 "�#��	�	 "������!�0# ��� YE� AZ�

*� ��� ��� �������� ��6�( ���������������
 !� ���  �� ���� ��

���	� ����( ���0.������	�  �����	� 	 ��"�������0� >�� �	�������

�� ��?��	� ����� 	��� ���� ������ ����������!������� �������	"��

/	�� ������� ��	�� 	� � ��!��%����( �	���"� ���	��(�0# �������	(

 �� ��% �( ��	!������(� I	������� ��?��	� ���	# �	���" ��������

 ��������� ��������"��( !� ���( 	 ���6��� ��	"����	� �0�	��	�����

�0# ���������� >�� �����������( ����	!�/		 !� ��	 � ��6��� ��	"��

������ ���6� �� �������������"0( ����� ��{jF ��^bmcuqf �nmfWUiuqf

{^^qsim �^b jFifWmi�F F^]otmiWV� Y9Z� <� ���
���� � ��6� ��� ����  ��

∗� ������ ����	
�
� ��� ������1�� ��Ǳ �����
�� � 
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��?��	� �	���" ���	��(�0# 	 �	��(�0# �������	( � 	�����!����	�"

"��� � '�
���� 	 "��� �� �� ����������� +�0���� � ��� �6������

�	���	�" Y�Z� >�� �����	!�/		 �����������( ��6��0 �����	�"�� ��

"�������/������0# �	���"�# � ������ ������( ��"���
 � ������ ��	�

"������� "���  ���"��!	/		 ��������( �6����	� � � �������� ��"�

"��	��/	����( 6	6�	����	 	�����!����� 	������(� ���� ��	  ���0#

~�: �~fUUcVf �cUUiWV :Wmfb�cFf� Y�Z�

�� -
���
������
� ��	���

5���"���	" "���"��	�����
 "� ��� ��	!����"	�����(  ��#��!�

��( �	�����/		 � � ���� ��" ������� Ǳ�� �������"� ��� � �� 	! ��!

6���?� �"��	���� ���	���
 ��� �� ��"  ������ �� ���0 w 	 n �6�!���

��
� �������������� �"��	��
.�
 	 ���"��	��
.�
 ��!0� Q��	?�"

�������	� ����!�0�����	  �� ��% �( 	! ��!H

∂

∂t
�φρlsl� T∇�ρlEl� X ρlql, l X w, n, ���

� � ρl @ ��������� l�( ��!0� φ @ ���	������� El @ ��!���� ��������

�	�����/		� ql @ �6O�"�0� 	�����	�	�����	 	 sl @ ���0.������� l�(

��!�(�

Ǳ�� �������"� ���  ��#��!��� �	���"� !��	"��� ��� ������� ����

���������H

sw T sn X �, ���

��% �� ��!�  �	%���� � ���	���( ��� � �� �6�6.����"� !����� >���	

El X − k

μl
krl∇`l, l X w, n, �E�

� � k @ �6���
���� ����	/��"���� ��� 0� μl @ ��J��	/	���  	��"	�

�����( ��!����	 l�( ��!0 	 krl @ �����	�����0� ��!��0� ����	/��"��

��	� #�������	!�
.	� !��	�	"���� �������	 �	�����/		 �� ���0.���

����	� � `l @ �����/	�� l�( ��!0� �����0( �0��%����� ��� �
.�(

���"���(H

`l X pl T ρlgz. �A�



Ǳ�������!-�� $� ��--�� ����������-�� ���

Q ��� ��� z ���������� ����	������ ����#� pl @  �����	� l�( ��!0� g

@ �������	� ���6� ���� �� ��	��

�!�!� ��	�	!�0 	 �����#�������� ����%��	� "�% � ����	/�"	

��! ���  ��# ��!  �����	� �"��	��
.�( ��!0 "���?�� ��" ���"��	�

��
.�(� K�� ��!�����  �����	( ���� ������� ��� ���	�������  �����

�	�H

pc X pn − pw. �9�

K"�	�	����	 ���	�������  �����	� �������� ����/	�( �� ���0.���

����	�

2�� �" λl ��� ��!���
 �� �	%�����H

λl X
krl

μl
, l X w, n, ���

	 λT ��� ��""����
 �� �	%�����H

λT X λw T λn. ���

<��� ��	" ���%� ����/	


fl X
λl

λT
, l X w, n, �=�

	 ��""����
 ��������

ET X Ew T En. �8�

1��%	" �������	� ��#�����	� "���0  �� �"��	��
.�( 	 ���"��	���


.�( ��! 	 �����	" ��� �
.�� �������	�H

∇ET X qw T qn X qT . ����

20��!	" Ew ����! �������� ���"��	��
.�( ��!0H

Ew X
λw

λn
En T kλw∇pc T k�ρn − ρw�λwgF	, ����

� � F	 X ��, �, ��T �

Ǳ�������� Ew X ET − En� �� En �0��!	" ����! ��""����
 ����

�����H

En X fnET − kfwλn�∇pc T �ρw − ρn�gF	�. ����
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Ǳ� ����	" ���� � �������	� ����!�0�����	  �� ���"��	��
.�(

��!0H

φ
∂sw

∂t
T∇ �fwET T kfwλn�∇pc T �ρn − ρw�gF	�� X qw. ��E�

Ǳ���6��!��" ��E� 	 �����	" �������	�  �� ���� ����	� ���0.���

����	H

φ
∂sw

∂t
TET f

′
w∇sw T∇Ykfwλnp

′
c∇swZ T k�ρn − ρw�g

∂�fwλn�

∂z
X qw − fwqT .

��A�

C�� ��� ����"���	���"0( ���/��� ��	!����"	����	(� �� �� ��"���

������ � ������ �� �������� ��	!"����(� !��	?�" �	���"� �������	(�

��	�0��
.�
 ��������� ��� ��	  ��#��!��" �����		 ��
	 �� � ���

�	���( ��� � Y=� 8Z�

4������	� ��������� 6������  �� ���	���( ��� 0 �U^qi_�H

csρs
∂Ts

∂t
X ∇�ks∇Ts�. ��9�

4������	� ��������� 6������  �� �� 0H

cwρw

(
∂Tw

∂t
T∇�EwTw�

)
X ∇�kw∇Tw�. ����

4������	� ��������� 6������  �� ����	H

cnρn

(
∂Tn

∂t
T∇�EnTn�

)
X ∇�kn∇Tn�. ����

Ǳ�� ����%	"� ��� ��!0 ��#� ���� � ��������" ���"� 	��"	���

���" ��������		� !���	�� ��"�������0 ���# ��! 	 ������� ���	���(

��� 0 � ��% �( ����� ������ ����� �
�� Tw X Tn X Ts� C�� �� ���%	�

�������	� ��������� 6������� �����	" �������	� ���������� ����	 �

���	���( ��� � � �����" �	�����/		  ��#��!��( %	 ����	H

Y��− φ�csρs T φ�swcwρw T ��− sw�cnρn�Z
∂T

∂t

T YswcwρwEw T ��− sw�cnρnEnZ∇T
X ∇�Y��− φ�ks T φ�swkw T ��− sw�kn�Z∇T � T q′′′, ��=�



Ǳ�������!-�� $� ��--�� ����������-�� ��E

� � T @ ��"��������� cw, cn, cs @ � ����0� ������"����	� kw, kn, ks @

���������� ����	 ��
	 �� 	 ���	���( ��� 0 ��������������� q′′′ @
� ������ "�.����� 	�����	��� ������

C��	" �6��!�"� "���"��	������ "� ��� ��	!����"	�����(  ��#�

��!��( �	�����/		 ���%	"��"0# ��
	 �� ��	�0������ ��� �
.�(

�	���"�( �������	(H

∇ET X qT , ��8�

φ
∂sw

∂t
T ET f

′
w∇sw T∇Ykfwλnp

′
c∇swZ

T k�ρn − ρw�g
∂�fwλn�

∂z
X qw − fwqT , ����

Y��− φ�csρs T φ�swcwρw T ��− sw�cnρn�Z
∂T

∂t

T YswcwρwEw T ��− sw�cnρnEnZ∇T
X ∇�Y��− φ�ks T φ�swkw T ��− sw�kn�Z∇T � T q′′′, ����

>�� J��( �	���"0 !� �
��� �������0� �����	�� � ���%� �� ���?�

��( ����	/� �������� �����	� ����������	��

;� �" ��� ��������� ��� ����! ������������0� ����%	�0 !����	�

������ � ���� ��� �� ������� %	 ����� � !� ���0"  �6	��" 	 ��"���

������( Tb� 2#� ��( 	 �0#� ��( ����� ����0 ��""� �6O�"�0# 	�����

�	��� 	 ������� qT X qw T qn� '� �#� �� ����� ������ �� � 	 qw X qT �

qn X �� '� �0#� � ������ ���"� �0������ ������ � !���" �"��� �� 0

	 ����	� qw X qTλw/λT � qn X qTλn/λT Y�� AZ� $�!��0� �����/	��0 `l

���� ���
��� � ����������		 � ���"��	�����( ����! ��!����  �����

�	�� p X pnH

∇`w X ∇p− p′c∇sw T ρwgF	, ∇`n X ∇pT ρngF	.

>�� ���� ����	� ���	��������  �����	�� ����/	�������( !��	�

�	"���	 "�% � �����	�����0"	 ����	/��"����"	 ��! 	 ���0.�����

���
 ��	"����" "� ��� �b^^sUDk^bf� Y��ZH

krw X se
���θ

θ , krn X ��− se�
�
��− se

���θ
θ �,
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� � se @ J�����	���� ���0.��������

se X
sw − srw

�− srw − srn
, srw � sw � q − srn,

	 θ @ ��������0( ��J��	/	���� +��	�������  �����	� !��	�	� ��

���0.������	 	 �#� ����  �����	� peH

pc�sw� X pesw
− �

θ .

+�J��	/	���0  	��"	�����( ��!����	 �� ��"�������0 6� �" �0�

�	����� �� ���"��� ;��0�	��  �� ����	 	 ���"��� Ǳ��!�(��  ��

�� 0 Y��ZH

μn�T � X �.���/ ��.�����T �.��9 �T − ��E.�9��
�
,

μw�T � X μ�/�� T �.�EE��T − ��E.�9� T �.�������T − ��E.�9���,

� � μ� @ ��!����� �� 0 ��	 ��"�������� ��E��9 +�

�� $��������� 
�
��� � 
������� ��.����

>�� ���� ���60 �	������ ��?	�� �����������
 !� ��� �	������

/		� ����� �" ���� �����
 ����������!������
 �������	"�/	
 ����

�����������0# ����"���0# 	 ���	!�� ��( �� ���"��	�

5���"���	" !� ��� ��8�D���� � ����������	�� � �� �������"	 Lx�

Ly� Lz� 2�� �" �����"����
 ����� � ?���"	 hx, hy, hz �� ���������

�	�" x, y, z 	 ���� 	���� �� ���"��	 ��!�6��" �� ���"���0� ?��	 τ �

Ǳ���%	" s X sw� Ǳ��	!�� ��� �� ���"��	 dsi/dt �������	"	������

�6�����( ��!�����
(
dsi,j,k

dt

)n��

≈
(
sn��

i,j,k − sn
i,j,k

)
τ

. ����

Q��	?�" ����������!������
 �������	"�/	
 �������	�  �� ���

�0.������	 ����H

φ
∂s

∂t
TEf ′

w∇sT∇Ykfwλnp
′
c∇sZT k�ρn − ρw�g

∂�fwλn�

∂z
X qw − fwqT , ��E�



Ǳ�������!-�� $� ��--�� ����������-�� ��9

φV
�sn��

i,j,k − sn
i,j,k�

τ
T �Bi��/��

−�si��,j,k − si,j,k�
n��

T �Bi−�/����si,j,k − si−�,j,k�n��

T �Bj��/��
−�si,j��,k − si,j,k�

n�� T �Bj−�/����si,j,k − si,j−�,k�n��

T �Bk��/��
−�si,j,k�� − si,j,k�

n�� T �Bk−�/����si,j,k − si,j,k−��n��

T �kλnfwp
′
c�i��/��si��,j,k − si,j,k�

n��hyhz

− �kλnfwp
′
c�i−�/��si,j,k − si−�,j,k�n��hyhz

T �kλnfwp
′
c�j��/��si,j��,k − si,j,k�

n��hxhz

− �kλnfwp
′
c�j−�/��si,j,k − si,j−�,k�n��hxhz

T �kλnfwp
′
c�k��/��si,j,k�� − si,j,k�

n��hxhy

− �kλnfwp
′
c�k−�/��si,j,k − si,j,k−��n��hxhy

T �k�ρn − ρw�g�i,j,k�fwλnk��/� − fwλnk−�/��
n��hxhy

X qwi,j,k − fwi,j,kqT i,j,k, ��A�

� �

B− X

{
�, B � �,

B, B < �,
��9�

B� X

{
B, B � �,

�, B < �,
����

Bi��/� X ET i��/�,j,k�fwi��,j,k − fwi,j,k�/�si��,j,k − si,j,k�hyhz, ����

Bi−�/� X ET i−�/�,j,k�fwi,j,k − fwi−�,j,k�/�si,j,k − si−�,j,k�hyhz. ��=�

,�����	��0" �6��!�" ���� ���
��� Bj��/�� Bj−�/�� Bk��/�� Bk−�/��
,������	"�/	� ����/		 λT � ���"�%�����0# ��������������0# ���

�� 	����# ���	�#� 	� �� �#�"� F� &�!��?	���	�" ����# �� ������- Y�Z�

>	������0( ������ �������	� ��""����( �������	 ��8� !��	?����

��� �
.	" �6��!�"H

�ET i��/� − ET i−�/��hyhz T �ET j��/� − ET j−�/��hxhz

T �ET i��/� − ET i−�/��hyhz X qT i,j,k. ��8�
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4������	
 ��"�������0 ���� ������	" � ����������	� ������


��!������
 �#�"�H

Y��− φ�csρs T φ�scwρw T ��− s�cnρn�ZV

(
T n��

i,j,k − T n
i,j,k

)
τ

T bi��/��Ti��,j,k − Ti,j,k�
n�� T bi−�/��Ti,j,k − Ti−�,j,k�n��

T bj��/��Ti,j��,k − Ti,j,k�
n�� T bj−�/��Ti,j,k − Ti,j−�,k�n��

T bk��/��Ti,j,k�� − Ti,j,k�
n�� T bk−�/��Ti,j,k − Ti,j,k−��n��

T di��/�p
′
ci��/��si��,j,k − si,j,k� T dj��/�p

′
cj��/��si,j��,k − si,j,k�

T dk��/��p
′
ck��/��si,j,k�� − si,j,k�− �ρn − ρw�k��/�g�

X \ki��/��Ti��,j,k − Ti,j,k�
n��hyhz − \ki−�/��Ti,j,k − Ti−�,j,k�n��hyhz

T \kj��/��Ti,j��,k − Ti,j,k�
n��hxhz − \kj−�/��Ti,j,k − Ti,j−�,k�n��hxhz

T\kk��/��Ti,j,k��−Ti,j,k�
n��hxhy−\kk−�/��Ti,j,k−Ti,j,k−��n��hxhyTq

′′′
i,j,k,
�E��

� �

bm±�/� X ��scwρwfw T ��− s�cnρnfn�uT �
n��
i±�/� , m X i, j, k

dm��/� X ��scwρw − ��− s�cnρn�kfwλn�
n��
i��/�, m X i, j, k

\km±�/� X ���− φ�ks T φ�skw T ��− s�kn��
n��
i±�/�, m X i, j, k.

>�� �	�������� ��?��	� �����������(  	�������( !� ��	 �����

���" ��� �
.	( ���/���� '� ��% �" ���"����" ���� �����	�0���"

 �����	� ��	 �	��	�������( ���0.������	 	 ��"�������� �!�����	�

6������ � ��� 0 �.��� ���"������ ������ Q���" ���� ����" ���0.���

����� �� ����.�" ���� � �����" ����� ��( ���0# !�����	(  �����	��

>���� �0�	����" ��"��������� ����� ���� ���.�������" ����#� ��

��� �
.	( ���"����( ���(� Q�"��	"� ��� ��	 �������	"�/		 �� ����

"��	 ���0.������	 "���� ���� ������� ��� ����� ��� 	 ������� �  ���

���	� 	 ��"�������0 �0�	���
��� �� ������( �#�"� Y��Z�

I	������� ��?��	� ��������0# ��!��%���0# �	���" ���	��(�0#

�������	( ��������  ��������� ��������"��( !� ���( 	 ���6��� ���

��������0# �0�	����	(� >�� ��?��	� !� ��	 ��	"��	" ���6� ������
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