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Введение

В настоящее время численное моделирование задач пороупругости является

одним из инструментов, используемых для исследования разработки месторож-

дений нефти и газа. Область пороупругости связана с описанием взаимодействия

между потоком жидкости и упругой деформацией твердого тела пористой среды.

Пористые материалы по определению представляют собой твердые материалы,

содержащие большое количество соединенных между собой пор. При этом вза-

имное соединение пор является достаточным для обеспечения протекания жид-

кости через материал. Пористые материалы, в первую очередь связаны, с такими

объектами, как горные породы и глины, но биологические ткани, пеноматериалы

и бумажные изделия также попадают в эту категорию. Следовательно, область

пороупругости имеет большое значение в ряде различных инженерных дисци-

плин, таких как нефтяная инженерия, аграрная наука и биомедицина.

Самая ранняя теория, объясняющая влияние поровой жидкости на квазиста-

тическую деформацию грунта, была разработана в 1923 году Терцаги [1,2], кото-

рый предложил модель одномерной консолидации. Эта теория была обобщена

до трехмерности Рендуличем [3]. Однако, именно Био [4, 5] впервые разрабо-

тал линейную теорию пороупругости, которая согласуется с двумя основными

механизмами, описанными выше. По сути, та же теория была несколько раз

переформулирована самим Био [6–9] и Веррайтом [10] в специальной версии

для механики грунтов, а также Райсом и Клири [11], которые связали пороупру-

гие параметры с концепциями, хорошо понятными в механике горных пород

и грунтов. Альтернативные теории также были разработаны с использованием

формализма теории смесей [12–14].

Хорошо известно, что почти все материалы, используемые в современной

жизни и промышленности, как производимые, так и встречающиеся в приро-

де, неоднородны и многокомпонентны, обладают богатой и сложной внутренней
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структурой. Соответствующие примеры можно привести из всех областей науки,

таких как неоднородные (составные) твердые тела, смеси и многокомпонентные

жидкости, почвы и горные породы, а также биологические ткани. Внутренняя

структура или микроструктура играет ключевую роль в понимании и контро-

ле макроскопического (континуумного) поведения таких материалов. В общем,

это микромеханика, которая берет за основу, определенную «микроскопическую

картину» структуры среды, а затем разрабатывает математические модели и ин-

струменты для прогнозирования общей макрореакции, пытаясь учесть соответ-

ствующую микроструктуру. Полученные таким образом модели и теории прове-

ряются по очереди на реалистичных и типичных примерах и ситуациях, явные

теоретические результаты извлекаются либо в аналитической, либо в числовой

форме, и проводится сравнение с экспериментальными данными.

Неоднородные и трещиноватые микроструктуры и высокая контрастность

физических свойств являются ключевыми характеристиками современных ком-

позитных и многофункциональных материалов. Однако, эти особенности вызы-

вают большие трудности при их компьютерном моделировании. Решение таких

сложных масштабов является вычислительно затратным, в то время как прене-

брежение соответствующей микроскопической информацией приводит к сомни-

тельным результатам. Для этого и нужны методы усреднения и многомасштаб-

ные методы.

Численные усреднения изучались в течение длительного времени и бы-

ло получено большое количество результатов с использованием так называе-

мой теории усреднения, применяемой к средам, показывающей периодические

или непериодические изменения их физических свойств [15–18]. Начиная с ра-

бот Орио и Санчеса [19], многочисленные исследования были посвящены ли-

бо математическим основам теории усреднения в статическом контексте, либо

приложениям к эффективному статическому поведению композитных материа-

лов [20–23] и к пористым средам [24,25]. Напротив, теории и ее приложениям в
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общем динамическом контексте или непериодическим случаям посвящено мень-

ше исследований. Однако, можно, например, сослаться на [16, 26, 27] для дина-

мического контекста или [28–31] для непериодического случая. В работе [32]

авторы использовали своего рода локальное усреднение для учета интерфейсов

с методом конечных разностей. Усреднения более высокого порядка в неперио-

дическом случае изучалась в [33, 34].

В последнее время появился ряд многомасштабных численных методов, ко-

торые численно исследуются с помощью созданных программах на ЭВМ. На-

пример, начнем с многомасштабного метода конечных элементов (MsFEM) [35].

Первоначально MsFEM был предложен для линейных уравнений, и его основная

идея заключается в использовании колебательных базисных функций для сбо-

ра информации локального масштаба. Предварительно вычисленные многомас-

штабные базисные функции позволяют нам интерполировать функцию грубого

масштаба, определенную в узловых значениях грубой сетки, в нижележащую

мелкую сетку. Отметим, что MsFEM подходит для получения недорогих аппрок-

симаций задач со сложными многомасштабными структурами. Метод состоит

из двух основных компонентов: (1) небольшое количество многомасштабных

базисных функций и (2) глобальная численная формулировка, которая объеди-

няет эти многомасштабные базисные функции. Базис многомасштабного про-

странства может быть получен путем преобразования базиса груборазмерного

пространства.

Неоднородный многомасштабный метод(HMM), предложенный в [36], пред-

ставляет собой общую основу для разработки многомасштабных методов для са-

мых разных приложений. Название «неоднородный» использовалось, чтобы под-

черкнуть «мультифизические» приложения, на которые оно нацелено, а именно

то, что модели в разных масштабах могут иметь очень разную природу, на-

пример молекулярная динамика на микромасштабе и механика сплошной среды

на макроуровне. HMM - это платформа для связывания моделей в разных мас-
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штабах. Метод следует стратегии «сверху вниз»: основной отправной точкой

является неполная модель макроуровня, а модель микромасштаба используется

в качестве дополнения. Он состоит из двух основных компонентов: решателя

макромасштаба и процедуры оценки недостающих числовых данных из микро-

масштабной модели. Ключом к этапу оценки данных является разработка ре-

шающей программы на микромасштабах с ограничениями. Для решения задач в

трещиноватых и неоднородных средах разработано несколько многомасштабных

методов, например, многомасштабный метод конечных объемов [37–41], мно-

гомасштабный метод конечных элементов [35, 42, 43], обобщенный многомас-

штабный метод конечных элементов [44–46]. Далее, в работах [47–49] авторы

демонстрируют решение задач пороупругости в неоднородных средах с помо-

щью обобщенного многомасштабного метода конечных элементов. Многомас-

штабные методы решения задач в трещиновато-пористых средах представлены

в [50–56].

Далее представим еще один многомасштабный метод - многомасштабный

метод конечных объемов(MSFV), разработанный авторами в [57, 58]. Этот ме-

тод эффективно улавливает влияния малых масштабов на грубой сетке, является

консервативным и правильно обрабатывает тензорные проницаемости. Основ-

ная идея состоит в том, чтобы построить проводимости, которые захватывают

локальные свойства дифференциального оператора. Это приводит к схеме мно-

готочечной дискретизации для алгоритма решения с конечным объемом. Про-

водимые способности для MSFV должны быть построены только один раз на

этапе предварительной обработки и могут быть вычислены локально. Поэтому

этот шаг идеально подходит для компьютеров с массовым параллелизмом. Более

того, консервативное мелкомасштабное поле скорости может быть построено из

грубомасштабного решения для измерения давления.

Наконец, позднее были исследованы и разработаны обобщенные многомас-

штабные методы конечных элементов (GMsFEM) [45, 59, 59–62], главной осо-
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бенностью которых является использование большого количества локальных

базисных функций. Основная идея GMsFEM заключается в построении мно-

гомасштабных базисных функций путем выполнения локального спектрального

разложения в некоторых снэпшот-пространствах. Построение пространства ме-

тода делится на три основных этапа: снэпшот-пространство, оффлайн этап и он-

лайн этап. На этапе офлайн мы создаем (1) снэпшот-пространство, (2) оффлайн

пространство посредством спектрального разложения снэпшот-пространства и

(3) в онлайн этапе для любого входного параметра создается многомасштаб-

ное пространство для решения глобальной задачи на грубой сетке. Основная

концепция построения снэпшот-пространств заключается в том, что снэпшот

векторы сохраняют некоторые существенные свойства решения и обеспечивают

хорошую аппроксимацию пространства. Основная идея оффлайн-пространства

заключается в том, что оно дает хорошую аппроксимацию решения с меньшим

количеством базисных функций. Основная трудность в GMsFEM заключается

в нахождении подходящего снэпшот-пространства и локального спектрального

разложения снэпшот-пространств, которые могут дать хорошую аппроксимацию

решения с меньшим количеством базисных функций.

Математическое описание потока жидкости и упругой деформации твердого

тела и ее отношения к силам, действующим на тело и внутри него, является

основой механики сплошной среды. Математическая формулировка, как прави-

ло, представляет собой набор дифференциальных уравнений в частных произ-

водных (PDE) с соответствующими начальными и граничными условиями, для

численного моделирования которых существует множество вычислительных па-

кетов различного уровня. Одним из них является вычислительная платформа

FEniCS [63]. FEniCS - это набор бесплатных программных компонентов с от-

крытым исходным кодом, общая цель которых - автоматическое решение диф-

ференциальных уравнений с помощью метода конечных элементов. Она позво-

ляет проводить численные расчеты для задач из многих областей инженерии

8



и науки. FEniCS позволяет автоматизировать решение линейных и нелинейных

задач и использовать различные варианты библиотек решателей задач линей-

ной алгебры, такие как PETSc [64, 65], Trilinos/Epetra [66, 67], uBLAS [68] и

SLEPc [69]. Имеется поддержка параллельных вычислений, что позволяет ис-

пользовать большое количество типов конечных элементов (разрывные методы

Галеркина, векторные элементы и др.).

Цель диссертационной работы состоит в разработке многомасштабных ме-

тодов для решения задач пороупругости в неоднородных и трещиноватых сре-

дах. Для достижения поставленной цели сформулированы следующие задачи

исследования:

� Численное решение задачи вязкопороупругости с использованием форму-

лировки Кельвина-Фойгта для метода конечных элементов;

� Разработка методов аппроксимации на грубой сетке для задач пороупру-

гости в неоднородных средах. Составление алгоритма метода численного

усреднения, обобщённого многомасштабного метода конечных элементов,

метода конечных элементов для задач пороупругости в неоднородных сре-

дах;

� Разработка обобщённого многомасштабного метода конечных элементов

для задач пороупругости в трещиноватых средах, использование обобщен-

ного многомасштабного метода конечных элемента для задач пороупруго-

сти в мультиконтинуумной среде, решение обобщенного многомасштаб-

ного метода конечных элементов для задач пороупругости со встроенной

моделью трещины.

Научная новизна и практическая значимость. Научная новизна получен-

ных результатов заключается в следующем:

� Реализован алгоритм обобщённого многомасштабного метода конечных

элементов для решения задач пороупругости в неоднородных и трещи-

новатых средах;
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� Проведено моделирование задачи пороупругости обобщённым многомас-

штабным методом конечных элементов со встроенной моделью трещины;

� Проведено моделирование задачи пороупругости в мультиконтинуумной

среде обобщенным многомасштабным методом конечных элементов;

� Получено решение задачи пороупругости с использованием численного

усреднения в неоднородных средах.

Проведённые численные расчёты имеют практическое значение в моделиро-

вании процессов задач пороупругости в неоднородных и трещиноватых средах.

Методология и методы исследования. В данной работе для решения задач

пороупругости применялись следующие методы: метод численного усреднения,

обобщённый многомасштабный метод конечных элементов, дискретная модель

трещины и встроенная модель трещины. Для получения эталонного решения

применялся метод конечных элементов на подробной сетке.

Положения выносимые на защиту:

� Численное усреднение задач пороупругости в неоднородных средах;

� Обобщённый многомасштабный метод конечных элементов для задач по-

роупругости в неоднородных средах;

� Алгоритм обобщенного многомасштабного метода конечных элементов

для задач пороупругости в мультиконтинуумной среде;

� Алгоритм обобщенного многомасштабного метода конечных элементов

для задач пороупругости в трещиноватых средах.

Обоснованность и достоверность результатов потверждена использовани-

ем при построении математических моделей фундаментальных законов механи-

ки сплошных сред, применением современных методов вычислительной матема-

тики, удовлетворительным совпадением полученных результатов с результатами

счета на подробных сетках и публикациями в рецензируемых журналах из спис-

ка ВАК, Web of Science, Scopus.

Апробация работы. Основные результаты диссертации были представлены
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на следующих конференциях:

� Международная конференция "Многомасштабные методы и высокопроиз-

водительные научные вычисления", зал конференции научной библиотеки

СВФУ, Учебно - лабораторный корпус (УЛК), 30.07.2017 - 04.08.2017;

� The Seventh Conference on Finite Difference Methods: Theory and

Applications, г.Албена, Болгария, 20.06.2018 - 25.06.2018;

� The Tenth Jubilee Conference of the Euro-American Consortium for Promoting

the Application of Mathematics in Technical and Natural Sciences, г.Лозенец,

Болгария, 11.06.2018 - 18.06.2018;

� Международная конференция "Многомасштабные и высокопроизводитель-

ные вычисления для мультифизичных задач", СВФУ им. М.К. Аммосова,

ул.Белинского, д.58, г.Якутск, 08.08.2018 - 10.08.2018;

� II Международная конференция "Многомасштабные методы и высокопро-

изводительные научные вычисления", 2018 ИВМ РАН, ул.Губкина, д.8, 9

этаж, г.Москва, 15.08.2018 - 17.08.2018;

� Двенадцатая международная конференция "Сеточные методы для краевых

задач и приложения", г.Казань, 20.09.2018 - 25.09.2018;

� IV Международная конференция "Суперкомпьютерные технологии ма-

тематического моделирования ул.Губкина, 8, г.Москва, 19.05.2019 -

21.05.2019;

� Международная конференция "Многомасштабные и высокопроизводитель-

ные вычисления для мультифизичных задач", СВФУ им. М.К. Аммосова,

ул.Белинского, д.58, г.Якутск, 24.05.2019 - 25.05.2019;

� III Международная конференция "Многомасштабные методы и высоко-

производительные научные вычисления", Дальневосточный федеральный

университет, Остров Русский, Владивосток, 07.10.2019 - 11.10.2019;

� Применение цифровых технологий в промышленности, бизнесе и здраво-

охранении Республика Саха, СВФУ им. М.К.Аммосова, ул. Белинского, 58,
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г.Якутск, 23.12.2019 - 25.12.2019;

� IV Международная конференция "Многомасштабные методы и высокопро-

изводительные научные вычисления", г.Сочи, 5 корпус Екатеринский квар-

тал, 08.09.2020 - 13.09.2020;

� International Society for Porous Media - Interpore, 31.08.2020 - 04.09.2020.

Публикации. По теме диссертации опубликованы 14 научных работ, из них

4 статей в рецензируемых научных изданиях, входящих в перечень ВАК [70–73],

10 статей в международных научных изданиях [74–83], включенных в систему

цитирования Web of Sciences и Scopus, 2 свидетельства о государственной реги-

страции программ для ЭВМ [84,85].

Личный вклад автора. В работах, опубликованных в соавторстве, личный

вклад диссертанта состоит в следующем: в работах [70, 75, 77, 79–82] им разра-

ботан и реализован вычислительный алгоритм, проведены расчеты и проведён

анализ результатов вычислительных экспериментов; в работах [72,74,76,83] дис-

сертант участвовал в разработке математической модели и помог численно его

реализовать. В работах [71, 73, 78, 84, 85] автор принял участие в постановке

математической модели и численной реализации. Подготовка к опубликованию

полученных результатов проводилась совместно с соавторами.

Структура и объем диссертации. Работа состоит из введения, четырех глав,

заключения и списка литературы. Общий объём диссертационной работы со-

ставляет 132 страницы, содержит 49 иллюстраций и 10 таблиц. Список литера-

туры содержит 131 наименований.

Работа была поддержана Мегагрантом Правительства РФ 14.Y26.31.0013,

грантом РНФ 17-71-20055, грантом РНФ 19-11-00230, грантом РФФИ 17-01-

00732 А, грантом РФФИ 19-31-90066∖19, грантом РФФИ 19-31-90120∖19.

В первой главе рассматриваются задачи пороупругости в трещиноватых и

неоднородных средах и задача вязкопороупругости. В Задаче 1-3 рассматрива-

ются численное моделирование задач пороупругости в различных случаях: по-
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роупругость в неоднородной среде, пороупругость в трещиноватых средах и по-

роупругость в мультиконтинуумных средах. Аппроксимация мелкой сетки про-

исходит с помощью метода конечных элементов. Далее, в Задаче 4 рассматри-

вается задача вязкопороупругости. При таких типах задач в грунте происходят

процессы как первичной. так и вторичной консолидации. В качестве модели вто-

ричной консолидации, использовали модель Кельвина-Фойгта, которая состоит

из соединенных параллельно ньютоновской жидкости и упругой пружины Гука.

Во второй главе исследуется решение задачи пороупругости в неоднород-

ных средах с помощью численного усреднения. В работе представлен метод

численного усреднения для задачи пороупругости в неоднородных средах. В

предлагаемом методе макроскопические коэффициенты вычисляются путём ре-

шения локальных задач для каждой ячейки грубой сетки. Представили числен-

ные результаты для модельной задачи в двумерных и трехмерных постановках.

В третьей главе описан механизм течения жидкости и деформации пори-

стых сред. Для аппроксимации грубой сетки используется обобщенный мно-

гомасштабный метод конечных элементов(GMsFEM). Метод решает задачу на

грубой сетке путем построения локальных многомасштабных базисных функ-

ций для давления и перемещения. Сравниваем решения, выбирая разные числа

многомасштабных базисных функций.

В четвертой главе рассматриваются решения задач пороупругости в неод-

нородных и трещиноватых средах с помощью обобщенного многомасштабного

метода конечных элементов. В Задаче 1 рассматривается моделирование задачи

потока и геомеханики в трещиновато-пористых средах с использованием обоб-

щенного многомасштабного метода конечных элементов. Проводится исследо-

вание влияние трещины относительно однородности и неоднородности среды

и количества многомасштабных базисных функций. Затем, в Задаче 2 прово-

дится решение задач пороупругости в мультиконтинуумных средах с помощью

обобщённого многомасштабного метода конечных элементов. Математическая
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модель описывается системой уравнений для давлений в каждом континууме

и уравнением для перемещения. Можно выделить основные типы связи муль-

тиконтинуума: 1) связь перемещения и давления с помощью условия массо-

переноса и 2) связь перемещения и давления с помощью сжимаемости среды

и объемной силы, которая пропорциональна градиенту давления. Мы исследу-

ем относительные погрешности между эталонным решением с мелкой сеткой и

представленной аппроксимацией грубой сетки с различным количеством мно-

гомасштабных базисных функций. Далее, в Задаче 3 рассматривается встроен-

ная модель трещины в моделировании задачи пороупругости с использованием

обобщенного многомасштабного метода конечных элементов.

Автор выражает искреннюю благодарность, доктору физико-математических

наук, профессору Ялчину Эфендиеву за научное руководство и доценту Васи-

льевой Марии Васильевне за научное наставничество и оказание всесторон-

ней поддержки. Автор выражает благодарность своим коллегам по научно-

исследовательской кафедре «Вычислительные технологии» СВФУ и сотрудни-

кам международной научно-исследовательской лаборатории «Многомасштабное

математическое моделирование и компьютерные вычисления» за полезные со-

веты и помощь в редактировании работы.
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Глава 1

Численное моделирование задач пороупругости

Моделирование пороупругости требует сочетания двух законов. Первым из

них является закон Дарси, который описывает связь между движением жидкости

и давлением в пористой среде. Согласно этому закону скорость жидкости прямо

пропорциональна разнице давлений на заданном расстоянии, вязким свойствам

жидкости и способности пористого материала нарушать поток. Второй закон

- структурное перемещение пористой матрицы. Пороупругость Био описыва-

ет эту взаимосвязанную физику. Также рассматривается метод аппроксимации

на мелкой сетке для задачи вязкопороупругости. Приводится вязкоупругая фор-

мулировка Кельвина-Фойгта для метода конечных элементов. В формулировке

уплотнение происходит за счет ползучести твердых частиц скелета и зависит от

длительности действий нагрузки. Для аппроксимации по времени используется

стандартная неявная конечно-разностная схема. Результаты будут получены для

задач пороупругости в двухмерных и трехмерных случаях.

Для решения задач пороупругости Био были использованы простейшие

конечно-элементные методы, которые позволяют получить эталонные резуль-

таты моделирования и в дальнейшем будут сравнены с многомасштабными ме-

тодами.

1.1 Численные решения задач пороупругости в неод-

нородных средах

Теория пороупругости моделирует механику пористых, насыщенных жидко-

стью деформируемых твердых тел [5–7, 86–89]. Первоначально он был разрабо-

тан Био для моделирования геофизических задач, таких как сейсмические волны

в нефтяных коллекторах, но также применялся для моделирования кости и дру-
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гих пористых сред. Как следует из названия, пористые материалы представляют

собой твердые структуры, состоящие из пор или пустот. Когда к пористой среде

прикладывается внешняя нагрузка, это влияет на объемную долю пор. Поры,

заполненные жидкостью, испытывают изменение давления под действием этого

механического напряжения, что, в свою очередь, приводит к движению жидко-

сти. В ответ на это изменение объема пор твердый материал упруго перемеща-

ется и деформируется.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу пороупругости в ограниченной области Ω. Математиче-

ская модель содержит связанную систему уравнений для перемещения и давле-

ния. Напряжения, приложенные к насыщенной пористой среде, частично рас-

пределяются по твердому скелету, а частично - по поровой жидкости. Первые

напряжения вызывают деформации скелета, поэтому их называют эффективны-

ми. Учитывая, что напряжения положительны, когда они растягиваются, и дав-

ление положительно, когда они сжимаются, принцип эффективного напряжения

записывается в индексных обозначениях как

−divσT (u, p) = 0, σT (u, p) = σ(u)−α pI , x ∈ Ω, (1.1)

где u – вектор перемещения, p – поровое давление жидкости, α – коэффициент

Био, σT – тензор полного напряжения, σ – линейное напряжение. Уравнения

классической теории упругости могут быть полностью определены с исполь-

зованием двух материальных констант. Подходящей парой констант упругости

может быть модуль Юнга E и коэффициент Пуассона ν . Другими фундаменталь-

ными константами, которые могут использоваться, являются модуль объемного

сжатия K, модуль сдвига G и постоянная Ламе λ , которые связаны с коэффици-

ентом Пуассона и модулем Юнга соотношениями

K =
E

3(1−2v)
; G =

E
2(1+ v)

; λ =
Ev

(1+ v)(1−2v)
. (1.2)
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Другие полезные соотношения между константами упругости следующие:

K = λ − 2
3

G = G
2(1+ v)

3(1−2v)
; λ = G

2v
1−2v

. (1.3)

Соотношение между тензором напряжения σ и тензором деформации ε опре-

деляется как

σ(u) = λεvI +2µε(u), ε(u) = 0.5(∇u+(∇u)T ), (1.4)

где εv - объемная деформация, а λ и µ – коэффициенты Ламе.

В теории консолидации Био предполагается, что поток жидкости регулиру-

ется законом Дарси о потоке жидкости в пористой среде. Сохранение массы

жидкости закона Дарси имеет следующий вид:

∂m
∂ t

+div(ρq) = ρ f , q =− k
ν f

grad p, x ∈ Ω, (1.5)

где m – масса жидкости, q – скорость Дарси, ν f - вязкость, ρ – плотность жид-

кости, а f – источник. Здесь для простоты пренебрегаем гравитационными си-

лами [90,91].

Из-за движения твердого скелета имеем следующее соотношение

∂m = ρ∂φ +ρ∂φεv, (1.6)

где

∂φ = (α −φ)

(
1
K

∂ p+∂εv

)
, (1.7)

и φ - пористость. Далее определим сжимаемость жидкости cm и модуль Био M:

cm =
1
ρ

dρ

∂ p
,

1
M

= φcm +
α −φ

K
. (1.8)

Используя 1.7, получаем следующее соотношение для жидкости

∂m = ρ∂φ +φ∂ρ +ρ∂εv =

= ρ

(
(α −φ)

1
K

∂ p+(a−φ)∂εv +φcm∂ p+φ∂εv

)
= ρ

(
1
M

∂ p+α∂εv

)
.

(1.9)
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Предположим, что ρ = const. Таким образом, имеем следующую связанную

систему уравнений для перемещения и давления в пористой матрице

−divσ(u)+α grad p = 0, x ∈ Ω,

cm
∂ p
∂ t

+α
∂εv

∂ t
−div(am grad p) = f , x ∈ Ω,

(1.10)

где

cm =
1
M
, am =

k
ν f

,

Аппроксимация на мелкой сетке

Для численного решения задачи пороупругости на мелкой сетке использу-

ется стандартный метод конечных элементов и решаем следующую связанную

систему в матричной форме на мелкой сетке

1
τ

M D

0 0

p− p̌

u− ǔ

+

A 0

B K

p

u

=

F

0

 , (1.11)

M = [mi j], mi j =
∫

Ω

cmφi φ j dx,

A = [ai j], ai j =
∫

Ω

am gradφi ·gradφ j dx,

K = [ki j], ki j =
∫

Ω

σ(Φi) : ε(Φ j)dx,

D = [di j], di j =
∫

Ω

α gradφi Φ j dx, B = [bi j], bi j =
∫

Ω

α divΦi φ j dx,

F = [ f j], f j =
∫

Ω

f φ j dx,

и Φi,φi,, являются двумерными линейными базисными функциями для переме-

щения и давления, ψi является одномерной линейной базисной функцией.

Численные результаты

В данной части работы проведем численное моделирование задачи пороупру-

гости в неоднородной среде. Расчеты будем проводить на неструктурированной

расчетной сетке, которая представлена на рис. 1.1 где Ω = [0,50]2. Треугольная

сетка содержит 12944 вершины, 25486 ячеек и 38429 граней.
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Рисунок 1.1: Расчетная сетка.

Численное решение представлено для следующих граничных условий

ux = 0, σy = 0, x ∈ Γ3 ∪Γ1

uy = 0, σx = 0, x ∈ Γ2

p = 1, x ∈ Γ1.

Расчеты выполняются для Tmax = 1728000[сек] с шагом по времени τ =

172800[сек]. Устанавливаем модуль Био cm = 1[Па], коэффициент Био α = 1. Па-

раметр упругости и неоднородная проницаемость представлены на рис. 1.2. На

рис. 1.3 представлено распределение давления и перемещения по направлениям

X и Y в последний момент времени.
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Рисунок 1.2: Параметр упругости E (слева) и неоднородная проницаемость

k(справа).

Рисунок 1.3: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y в

последний момент времени.
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1.2 Численные решения задач пороупругости в тре-

щиноватых средах

Cвязанные процессы потока и геомеханики в трещиноватых средах имеют

значение для добычи сланцевого газа. Система включает очень сложные гео-

текстуры, состоящие из неоднородной сети трещин. Изменение давления жид-

кости из-за потока вызывает поле эффективных напряжений, действующих на

среду под внешней нагрузкой. Это влияние, в свою очередь, вызывает дефор-

мацию или перемещение. Дискретная модель трещин (DFM) используется для

обработки сложной сети трещин на мелкой сетке. Аппроксимация мелкой сетки

происходит с помощью метода конечных элементов.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу пороупругости в ограниченной области Ω. Математиче-

ская модель содержит связанную систему уравнений для перемещения и давле-

ния. Рассмотрим линейную задачу пороупругости

−divσT (u, p) = 0, σT (u, p) = σ(u)−α pI , x ∈ Ω, (1.12)

где u – вектор перемещения, p – поровое давление жидкости, α – коэффициент

Био, σT – тензор полного напряжения, σ – линейное напряжение.

Соотношение между тензором напряжения σ и тензором деформации ε опре-

деляется как

σ(u) = λεvI +2µε(u), ε(u) = 0.5(∇u+(∇u)T ), (1.13)

где εv - объемная деформация, а λ и µ – коэффициенты Ламе.

В теории консолидации Био предполагается, что поток жидкости регулиру-

ется законом Дарси о потоке жидкости в пористой среде. Сохранение массы

жидкости закона Дарси имеет следующий вид:

∂m
∂ t

+div(ρq) = ρ f , q =− k
ν f

grad p, x ∈ Ω, (1.14)
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где m – масса жидкости, q – скорость Дарси, ν f - вязкость, ρ – плотность жид-

кости, а f – источник. Здесь для простоты пренебрегаем гравитационными си-

лами [90,91].

Из-за движения твердого скелета имеем следующее соотношение

∂m = ρ∂φ +ρ∂φεv, (1.15)

где

∂φ = (α −φ)

(
1
K

∂ p+∂εv

)
, (1.16)

и φ - пористость. Далее определим сжимаемость жидкости cm и модуль Био M:

cm =
1
ρ

dρ

∂ p
,

1
M

= φcm +
α −φ

K
. (1.17)

Используя 1.16, получаем следующее соотношение для жидкости

∂m = ρ∂φ +φ∂ρ +ρ∂εv =

= ρ

(
(α −φ)

1
K

∂ p+(a−φ)∂εv +φcm∂ p+φ∂εv

)
= ρ

(
1
M

∂ p+α∂εv

)
.

(1.18)

Для высокопроницаемой трещины должны добавить уравнение для потока

на трещине. Используем модель приведенной размерности для потока жидкости

на γ ∈ R(d−1)

∂ (m f b)
∂ t

+div(ρq f ) = ρ[q ·n], q f =−b
k f

ν f
grad p f , x ∈ γ, (1.19)

где b – толщина трещины (b > 0),m f – масса жидкости в трещине, q f и

p f – поток массы и давление жидкости в трещине. Здесь в качестве исход-

ного члена имеем скачок в потоке массы матрицы по направлении нормали

[q · n] и предполагаем линейную связь между потоком и перепадом давления

[q ·n] = σ f m(p− p f ).

Для пороупругих сред имеем

∂ (m f b)
∂ t

=
∂ (ρφ f b)

∂ t
= ρ

(
φ f

∂b
∂ t

+b
1

M f

∂ p f

∂ t

)
,

22



где M f - модуль Био для трещины.

Предположим, что ρ = const и b = const. Таким образом, имеем следующую

связанную систему уравнений для перемещения и давления в пористой матрице

и трещин

−divσ(u)+α grad p = 0, x ∈ Ω,

cm
∂ p
∂ t

+α
∂εv

∂ t
−div(am grad p)+σm f (p− p f ) = f , x ∈ Ω,

c f
∂ p f

∂ t
−div(a f grad p f )−σ f m(p− p f ) = f f , x ∈ γ,

(1.20)

где

cm =
1
M
, c f =

b
M f

, am =
k

ν f
, a f = b

k f

ν f
.

Аппроксимация на мелкой сетке

Обозначим через T h конечно-элементное разбиение области на Ω, а Γh –

множество всех внутренних граней между элементами T h. Предположим, что

∪ jγ j ⊂ Γh - это подмножество граней, представляющих трещины, где j = 1,N f rac

и N f rac – число дискретных трещин.

Слабая формулировка уравнения упругости для метода конечных элементов

имеет вид ∫
Ω

(σ(u, p),ε(v))dx+
∫

Ω

α∇p · vdx = 0. (1.21)

Для уравнений давления предполагаем непрерывность матрицы и давления

трещины на поверхности трещины и, используя принципы суперпозиции, полу-

чаем следующее приближение конечных элементов с использованием дискрет-

ной модели трещины(DFM)

∫
Ω

cm
∂ p
∂ t

zdx+
∫

Ω

α
∂εv

∂ t
zdx+

∫
Ω

am grad p ·gradzdx

+∑
j

(∫
γ j

c f
∂ p
∂ t

z f ds+
∫

γ j

a f grad p ·gradz f ds
)

=
∫

Ω

f zdx+∑
j

∫
γ j

f f z f dx.

(1.22)
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Стандартная неявная конечно-разностная схема используется для аппрокси-

мации по времени уравнения давления (1.22), и решаем следующую связанную

систему в матричной форме на мелкой сетке

1
τ

M D

0 0

p− p̌

u− ǔ

+

A 0

B K

p

u

=

F

0

 , (1.23)

где M = Mm +M f , A = Am +A f

M = [mi j], mi j =
∫

Ω

cmφi φ j dx+∑
l

∫
γl

c f ψi ψ j dx,

A = [ai j], ai j =
∫

Ω

am gradφi ·gradφ j dx+∑
l

∫
γl

a f gradψi ·gradψ j dx,

K = [ki j], ki j =
∫

Ω

σ(Φi) : ε(Φ j)dx,

D = [di j], di j =
∫

Ω

α gradφi Φ j dx, B = [bi j], bi j =
∫

Ω

α divΦi φ j dx,

F = [ f j], f j =
∫

Ω

f φ j dx+∑
l

∫
γl

f f ψ j dx,

и Φi,φi,, являются двумерными линейными базисными функциями для переме-

щения и давления, ψi является одномерной линейной базисной функцией.

Численные результаты

В данной части работы проведем численное моделирование задачи поро-

упругости в трещиноватых средах. Расчеты будем проводить на неструктури-

рованной расчетной сетке, которая представлена на рис. 1.4 где Ω = [0,50]2.

Треугольная сетка содержит 12944 вершины, 25486 ячеек и 38429 граней.

Численное решение представлено для следующих граничных условий

ux = 0, σy = 0, x ∈ Γ3 ∪Γ1

uy = 0, σx = 0, x ∈ Γ2

p = 1, x ∈ Γ1.
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Рисунок 1.4: Расчетная сетка.

Расчеты выполняются для Tmax = 86400[сек] с шагом по времени τ =

8640[сек]. Устанавливаем модуль Био cm = 1[Па2] и c f = 103[Па2], коэффициент

Био α = 1 и проницаемость для трещины a f = 106[м2]. Параметр упругости и

неоднородная проницаемость представлены на рис. 1.5. На рис. 1.6 представле-

но распределение давления и перемещения по направлениям X и Y в последний

момент времени.

Рисунок 1.5: Параметр упругости E (слева) и неоднородная проницаемость

k(справа).
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Рисунок 1.6: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y в

последний момент времени.
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1.3 Численные решения задач пороупругости в

мультиконтинуумных средах

В этой работе рассматривается сложная задача моделирования течений жид-

кости и геомеханики, обладающих мультиконтинуумным фоном. Каждый конти-

нуум рассматривается как система и связан с другими по всей области. Мы при-

нимаем во внимание перенос потоков между двойными континуумами и внутри

каждого континуума. Математическая модель описывается системой уравнений

для давлений в каждом континууме и уравнением для перемещения. Течение в

трещинах оказывает существенное влияние на процессы фильтрации и требует

их тщательного рассмотрения. Более того, поскольку трещины характеризуются

высокой проницаемостью и их толщина значительно меньше, чем размер мо-

делируемого поля, это приводит к необходимости построения специальных ма-

тематических моделей мультиконтинуума, в которых выделяются независимые

переменные для описания течения в пористой среде и в сети трещин с учетом

специальной функции перетока.

Постановка задачи

Пусть Ω⊂Rd - вычислительная область для задачи с двойным континуумным

подходом. Например, первый континуум может описывать течение в матрице по-

ристой среды, а второй континуум принадлежит сети малых сильно связанных

сетей трещин. Кроме того, мы определяем γ ∈Rd−1 как вычислительную область

для низкоразмерной модели сетей трещин, которая описывает течение в грубо-

масштабных трещинах. Для потока жидкости в пороупругой среде мы имеем
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уравнение баланса массы и закон Дарси

α1
∂ divu

∂ t
+

1
M1

∂ p1

∂ t
+divq1 +q12 +q1 f = f1, x ∈ Ω,

q1 =−k1 grad p1, x ∈ Ω,

α2
∂ divu

∂ t
+

1
M2

∂ p2

∂ t
+divq2 −q21 +q2 f = f2, x ∈ Ω,

q2 =−k2 grad p2, x ∈ Ω,

α f
∂ divu

∂ t
+

1
M f

∂ p f

∂ t
+divq f −q f 1 −q f 2 = f f , x ∈ γ,

q f =−k f grad p f , x ∈ γ,

(1.24)

где u - перемещение, qi - скорость, pi - давление, κi - проницаемость (ki = κi/µ ,

µ - вязкость жидкости), fi - источники, αi - коэффициенты Био, Mi - модуль Био,

а i - индекс континуума (i = 1,2, f ).

Здесь q12, q1 f и L2 f - члены переноса между первым и вторым континуумами;

первый континуум и трещины; второй континуум и трещины, соответственно.

Мы имеем

q12 = q21 = r12(p1 − p2), ri f = ηiri f (pi − p f ), r f i = η f ri f (pi − p f ),

и
∫

Ω
q12dx =

∫
Ω

q21dx,
∫

Ω
qi f dx =

∫
γ

q f ids, ηi - геометрический фактор, а ri j - член

массопереноса, пропорциональный проницаемости континуума.

Для механики пороупругих мультиконтинуумных сред мы используем эф-

фективное уравнение перемещения с объемными источниками силы, которое

пропорционально сумме градиентов давления для каждого континуума.

−divσT (u, p1, p2, p f ) = 0, x ∈ Ω,

σT (u, p1, p2, p f ) = σ(u)− ∑
i=1,2, f

αipiI , x ∈ Ω,
(1.25)

где σT - тензор полного напряжения, σ - тензор напряжения [49, 50, 92]. Мы

имеем следующее линейное упругое напряжение-деформации

σ(u) = 2µε(u)+λ divuI , ε(u) =
1
2
(gradu+graduT ),
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где ε - тензор деформации, λ и µ - коэффициенты Ламе.

Тогда мы имеем следующую связанную систему уравнений

α1
∂ divu

∂ t
+

1
M1

∂ p1

∂ t
−div ·(k1 grad p1)+q12 +q1 f = f1, x ∈ Ω,

α2
∂ divu

∂ t
+

1
M2

∂ p2

∂ t
−div ·(k2 grad p2)−q21 +q2 f = f2, x ∈ Ω,

α f
∂ divu

∂ t
+

1
M f

∂ p f

∂ t
−div ·(k f grad p f )−q f 1 −q f 2 = f f , x ∈ γ,

−divσ(u)+α1 grad p1 +α2 grad p2 +α f grad p f = 0, x ∈ Ω.

(1.26)

Рассмотрим систему уравнений (4.11) со следующими начальными условия-

ми

p1 = p2 = p f = p0, u = 0, x ∈ Ω, (1.27)

и граничными условиями

p f = g, x ∈ Γγ − k f
∂ p f

∂n
= 0, x ∈ ∂γ/Γγ ,

−k1
∂ p1

∂n
= 0, x ∈ Ω, −k2

∂ p2

∂n
= 0, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ΓD σ = 0, x ∈ ΓN,

(1.28)

где границы ΓD ∪ΓN = ∂Ω and Γγ = ∂Ω∩∂γ .

Мы можем обобщить представленную модель, как модель пороупругости для

мультиконтинуумных сред

αi
∂ divu

∂ t
+

1
Mi

∂ pi

∂ t
−div ·(ki grad pi)+∑

j ̸=i
ri j(pi − p j) = fi, x ∈ Ω,

−divσ(u)+∑
j

α j grad p j = 0, x ∈ Ω.
(1.29)

где i = 1, ...,M и M - число континуумов.

Аппроксимация на мелкой сетке

Для аппроксимации системы уравнений (1.26) с граничными условиями

(1.28) используется метод конечных элементов. Для этого определим следую-

щие функциональные пространства

V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 on ΓD}, W1 =W2 = H1(Ω),
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W f = {w ∈ H1(γ) : w = g on Γγ}, Ŵ f = {w ∈ H1(γ) : w = 0 on Γγ}.

Вариационная формулировка задачи пороупругости в многоконтинуумных

средах может быть записана следующим образом: найти (p1, p2, p f ,u) ∈ W1 ×

W2 ×W f ×V , такие что

di

(
∂u
∂ t

,wi

)
+ ci

(
∂ pi

∂ t
,wi

)
+bi(pi,wi)+∑

j
qi j(pi − p j,wi) = l(wi), ∀wi ∈Wi,

a(u,v)+∑
j

gi(pi,v) = 0, ∀v ∈V,

(1.30)

где билинейные и линейные формы следующие

bi(pi,wi) =
∫

Ωi

ki∇pi ·∇widx, l(wi) =
∫

Ωi

fiwidx,

ci(pi,wi) =
∫

Ωi

1
Mi

piwi dx, di(u,wi) =
∫

Ωi

αi divuwi dx,

qi j(pi − p j,wi) =
∫

Ωi

ri j(pi − p j)wi dx,

a(u,v) =
∫

Ω

σ(u) · ε(v)dx, gi(pi,v) =
∫

Ωi

αi grad pivdx,

и Ω1 = Ω2 = Ω, Ω f = γ , i = 1,2, f .

Пусть T h обозначает конечно-элементное разбиение области Ω и Eh - мно-

жество всех интерфейсов между элементами Th. Для континуума трещины мы

используем дискретную модель трещины и используем неструктурированную

мелкую сетку T h, которая явно разрешает геометрию трещины. Мы предпола-

гаем, что Eγ = ∪ jγ j является подмножеством граней для T h, которые представ-

ляют трещины, где j = 1, ...,N f rac, N f rac - число дискретных трещин и Eγ ⊂ Eh -

подмножество всех граней, представляющих трещины. Кроме того, Eγ описыва-

ют сетку трещин меньшей размерности. Заметим, что для построения сетки на

системе трещин важно учитывать пересечения трещин и пересечения отрезков
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пересечения. Для аппроксимации по времени мы используем неявную конечно-

разностную схему с шагом по времени τ . Таким образом, мы имеем следующую

дискретную систему в матричной форме на мелкой сетке для сред с тремя кон-

тинуумами и yh = (ph
1, ph

2, ph
f ,u

h)T

C
yh − y̌h

τ
+Ayh = F, (1.31)

где

C =


C1 0 0 D1

0 C2 0 D2

0 0 C f D f

0 0 0 0

 ,

A =


A1 +Q12 +Q1 f −Q12 −Q1 f 0

−Q12 A2 +Q12 +Q2 f −Q2 f 0

−Q1 f −Q2 f A f +Q1 f +Q2 f 0

DT
1 DT

2 DT
f Au

 ,

и F = (F1,F2,Ff ,0)T , y̌h это решение предыдущего временного шага.

Здесь

Ai = [ai,ln], ai,ln =
∫

Ωi

ki gradφ
i
l ·gradφ

i
ndx, Au = [au,ln], au,ln =

∫
Ω

σ(Φl)·ε(Φn)dx,

Qi j = [qi j,ln], qi j,ln =
∫

Ωi

ri jφ
i
l φ

j
n dx, Ci = [ci,ln], ci,ln =

∫
Ωi

1
Mi

φ
i
l φ

i
ndx,

Di = [di,ln], di,ln =
∫

Ω

αi divΦlφ
i
ndx, Fi = [ fi,l], fi,l =

∫
Ωi

fiφ
i
l dx,

и pi = ∑l ph
i,lφ

i
l , u = ∑l uh

l Φl, где Φl - линейные базисные функции для переме-

щения, φ 1
l = φ 2

l - d - мерные линейные базисные функции для давления, φ
f

l -

(d −1) - мерные линейные базисные функции для давления.

В этой работе для упрощения построения матрицы мы используем модифи-

цированный подход дискретной модели трещины и рассмотрим случай, когда
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α f = 0, σ2 f = 0. Мы предполагаем, что ph
1 = ph

f и, используя принцип суперпо-

зиции [61, 93], исключаем из уравнений ph
f и получаем следующую связанную

систему уравнений для yh = (ph
1, ph

2,u
h)T

C̃
yh − y̌h

τ
+ Ãyh = F̃ ,

где

C̃ =


C1 +C f 0 D1

0 C2 D2

0 0 0

 , Ã =


A1 +A f +Q12 −Q12 0

−Q12 A2 +Q12 0

DT
1 DT

2 Au

 ,

F̃ =


F1 +Ff

F2

0

 ,

с матрицами размера Nh = 4Nv, Nv это количество вершин в T h.

Численные результаты

В данной части работы проведем численное моделирование задачи поро-

упругости в мультиконтинуумных средах. Расчеты будем проводить на неструк-

турированной расчетной сетке, которая представлена на рис. 1.7 где Ω = [0,1]2.

Треугольная сетка содержит 14376 вершин, 28350 ячеек и 38429 граней.

Расчеты выполняются для Tmax = 100[сек] с шагом по времени τ = 10[сек]

и r12 = 1000 · k2[м2]. Устанавливаем модуль Био M1 = M2 = 108[Па], M f = 0[Па]

и c f = 103[м2], коэффициенты Био α1 = 1, α2 = 1, α f = 0 и проницаемость для

трещины k f = 10−4[м2]. Начальное условие p0 = 0.1 · 107[Па] и g = 0.2 · 107[Па]

для граничного условия давления. Параметр упругости и неоднородные про-

ницаемости представлены на рис. 1.8. На рис. 1.9 представлено распределение

давления для первого континуума и второго континуума и перемещения по на-

правлениям X и Y в последний момент времени.
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Рисунок 1.7: Вычислительная область. Мелкая сетка (зеленый) и трещины

(оранжевый).

Рисунок 1.8: Параметр упругости E (слева) и неоднородные проницаемости

k1(центр) и k2(справа).
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Рисунок 1.9: Давление для первого континуума и второго континуума(первый

ряд) и перемещения по направлению X и Y (второй ряд) в конечный момент

времени.
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1.4 Численное моделирование задачи вязкопоро-

упругости грунтов

В работе рассмотрена модель расчета деформаций, сложенных вязкоупруги-

ми грунтами, к которым можно отнести, например, глинистые грунты. Поведе-

ние таких грунтов зависит от длительности действия нагрузки и обуславливается

ползучестью скелета грунта (реологическими свойствами). В водонасыщенных

грунтах при приложении нагрузки начинается процесс фильтрационной консо-

лидации, т.е. по мере отжатия из грунта воды поровое давление падает, и часть

нагрузки переходит на скелет грунта. При этом в грунте происходят процессы

как первичной, так и вторичной консолидации.

Присутствие процесса вторичной консолидации можно объяснить вязко-

упругим поведением скелета грунта [94]. Процесс фильтрационной консоли-

дации был впервые исследован Терзаги [95] для одномерного случая, обоб-

щенная феноменологическая модель была предложена и проанализирована Био

[5, 90, 96, 97].

Базовые математические модели включают уравнения Ламе для перемеще-

ний среды, а также закон сохранения массы и закон Дарси для фильтрующейся

жидкости [47, 48, 90, 98]. Важной особенностью математических моделей поро-

упругости является то, что уравнения системы связаны между собой. В качестве

модели вторичной консолидации использована модель Кельвина-Фойгта, в кото-

рой имеется дополнительное слагаемое, отвечающее на реологические свойства

грунта [99].

Постановка задачи

Рассматривается система уравнений, описывающая процесс вторичной кон-

солидации в вязкоупругой пористой среде. Система уравнений в частных произ-

водных включает в себя уравнение для перемещения и давления
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∇ ·σ +α∇p = fu(x, t) (1.32)

α
∂

∂ t
(∇ ·u)−∇ · (k∇p) = fp(x, t) x ∈ Ω, 0 < t ≤ T. (1.33)

где u – вектор перемещения, p – поровое давление жидкости, α – коэффици-

ент Био, σ – тензор напряжения, k – проницаемость среды и fl – внутренние

источники (l = p,u).

Классической моделью, используемой для описания вязкоупругой среды, яв-

ляется модель Кельвина-Фойгта, в которой используются следующие соотноше-

ния для тензора деформаций ε и тензора напряжения σ [100, 101]:

ε = ε
e = ε

v, σ = σ
e +σ

v, (1.34)

где индексы v и e используются для обозначения вязкоупругой и упругой ком-

понентов тензоров, соответственно

ε(u) =
1
2
(∇u+∇uT ).

Упругое напряжение может быть написано с точки зрения компонентов тен-

зора деформации следующим образом:

σ
e
i j =Clm

i j ε
e
lm =Clm

i j εlm. (1.35)

Аналогичным образом нижеследующее дифференциальное соотношение да-

ет вязкие компоненты напряжения:

σ
v
i j = η

lm
i j ε̇

v
lm = η

lm
i j ε̇lm, (1.36)

где ε̇ – производная по времени от тензора деформации.

В уравнениях 1.34 коэффициенты Clm
i j и η lm

i j определяются следующим обра-

зом:
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Clm
i j = λδi jδlm +µ(δilδ jm +δimδ jl), (1.37)

η
lm
i j = γλ λδi jδlm + γµ µ(δilδ jm +δimδ jl), (1.38)

где i и j обозначают индексы в Декартовых координатах (i, j = 1,2 для двумерно-

го случая), γλ и γµ – параметры вторичной консолидации, λ и µ – коэффициенты

Ламе

λ =
vE

(1+ v)(1−2v)
, µ =

E
2(1+ v)

, (1.39)

здесь E и v, соответственно, являются модулем Юнга и коэффициентом Пуассо-

на [102].

Задача для системы уравнений (1.32 – 1.33) рассматривается в ограниченной

области Ω на границе, которой задаются следующие граничные условия. Для

перемещения на границе ∂Ω = ΓD +ΓN положим

u = 0, x ∈ ΓD, −σn = 0, x ∈ ΓN, (1.40)

где n – единичная нормаль к границе. Аналогично для давления задаются гра-

ничные условия первого и второго рода на части границ области:

p = 0, x ∈ Γ2 ∪Γ3 ∪Γ4,
d p
dn

= p1(x), x ∈ Γ1. (1.41)

На начальный момент времени (t = 0) задается следующее условие

ε(x,0) = 0, p(x,0) = p0, x ∈ Ω, (1.42)

для деформации и давления.

Аппроксимация по пространству

Для аппроксимации рассматриваемой системы уравнений для давления и

перемещения используется метод конечных элементов. Определим гильбертово
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пространство L2(Ω), в котором скалярное произведение и норма определяются

в виде

(u,v) =
∫

Ω

u(x)v(x)dx, ||u||= (u,u)
1
2 .

Для векторных величин используем [L2(Ω)]d, где d = 2,3 – размерность

пространства. Определим следующие подпространства скалярных и векторных

функций:

V = {q ∈ L2(Ω) : q(x) = p,x ∈ ∂Ω}, W = {v ∈ [L2]
d(Ω) : v(x) = 0,x ∈ Γ

u
D}.

V ′ = {q ∈ L2(Ω) : q(x) = 0,x ∈ ∂Ω},W ′ =W.

Запишем вариационную формулировку для уравнений (1.32 – 1.33) с началь-

ными граничными условиями (1.40 – 1.41): найти u ∈W, p ∈V так, что

r(u̇,v)+a(u,v)+g(p,v) = lu(v), v ∈W ′, (1.43)

d(u̇,q)+b(p,q) = lp(q), q ∈V ′, (1.44)

где билинейные и линейные формы задаются следующим образом:

r(u̇,v) =
∫

Ω

∂σ v(u)ε̇(v)
∂ t

dx, a(u,v) =
∫

Ω

σ
e(u)ε(v)dx,

g(p,v) = α

∫
Ω

∇ p v dx, d(u̇,q) = α

∫
Ω

∂∇ ·u
∂ t

qdx,

b(p,q) =
∫

Ω

(k∇p,∇q)dx,

lu(v) =
∫

Ω

fuvdx, lp(q) =
∫

Ω

fpqdx+
∫

∂Ω

p1qds,

где билинейные формы r(·, ·),a(·, ·)иb(·, ·) симметричны и положительно опреде-

лены, а d(v,v) =−g(v,v) для v ∈V,v ∈W .
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Определим конечномерное пространство для скалярных и векторных функ-

ций Vh ⊂V,Wh ⊂W и запишем конечно-элементную аппроксимацию следующим

образом: найти uh ∈Wh, ph ∈Vh так что

r((̇u)h,v)+a(uh,v)+g(ph,v) = lu(v), v ∈Vh, (1.45)

d((̇u)h,q)+b(ph,q) = lp(q), q ∈Vh. (1.46)

Отметим, что для аппроксимации по времени мы используем неявную раз-

ностную схему с шагом τ и будем использовать линейные базисные функции

как для давления, так и для перемещения.

Численные результаты

В данной части работы проведем численное моделирование задачи вто-

ричной консолидации для задачи пороупругости. Расчеты будем проводить на

неструктурированной расчетной сетке, которая представлена на рис. 1.10. Тре-

угольная сетка содержит 492 вершины, 910 ячеек и 1401 грань.

Численное решение представлено для следующих граничных условий

Рисунок 1.10: Расчетная сетка
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ux = 0, σy = 0, x ∈ Γ3

uy = 0, σx = 0, x ∈ Γ4

σx = σy = 0, x ∈ Γ2 ∪Γ1

для уравнения вязкоупругости и для уравнения зададим p = 0 на границах Γ2 ∪

Γ3 ∪Γ4. На границе Γ1 мы рассмотрим два случая:

с постоянной нагрузкой по времени p1 = 100,

с нагрузкой, зависящей от времени p1 = 100sin(t).

Для расчетов использовались обезразмеренные коэффициенты λ = µ = k =

α = 1 с областью моделирования [0,1]× [0,1] пористого грунта. Расчет проведем

Tmax = 0.5 с шагом по времени τ = 0.01 и Tmax = π с шагом по времени τ = 0.02π

постоянной нагрузки и зависящей от времени нагрузки, соответственно.

Численное решение с постоянной нагрузкой

Рассмотрим влияние параметра вторичной консолидации γ = γλ = γµ , где

γ = 0.01 и 0. Здесь, γ = 0 соответствует модели пороупругого грунта (без учета

вязкости). На рис. 1.11 показаны распределения давлений и перемещений по X

и Y направлениям в последний момент времени для коэффициента γ = 0.1.

Проведем численное сравнение моделей пороупругости и пороупругости со

вторичной консолидацией. На рис. 1.12 показано сравнение разности решений

пороупругой и вязкопороупругой моделей по времени. Для сравнения вычисля-

лась относительная L2 норма разницы решений для давления и перемещений по

X и Y направлениям

||ue −uv||L2 =

√∫
Ω
(ue −uv)2dx∫

Ω
u2

edx
,

где ue и uv – решения для упругой и вязкоупругой моделей, соответственно.

Одномерные графики среза вдоль вертикальной серединной линии для пере-

мещения по X ,Y направлениям отображены на рис. 1.13. Графики иллюстрируют
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различие решений для пороупругой и вязкопороупругой среды при различных

значениях коэффициента вторичной консолидации γ = 0.1 и 0.01. При модели-

ровании модели с заданием постоянной нагрузки наибольшее различие моделей

можно увидеть на начальный момент времени для случая с γ = 0.1, при этом со

временем различие уменьшается (см. рис. 1.12). При малом значении вторичной

консолидации γ = 0.01 различия практически незаметны на срезах перемещений

(рис. 1.13). Отметим, что при этом на рис. 1.12 разница решений для γ = 0.01 в

начальные моменты времени составляет около 10% для перемещения.

Рисунок 1.11: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y на

последний момент времени для коэффициента γ = 0.1 (слева направо). Модель

с постоянными по времени граничными условиями.

Численное решение с нагрузкой, зависящей от времени

Далее проведем численное моделирование с использованием граничного

условия, зависящего от времени. На рис. 1.14 показаны распределения пере-

мещений по X ,Y и давления в момент времени 0.8π. Проведем численное срав-

нение между моделями пороупругости и пороупругости со вторичной консоли-

дацией (вязкопороупругость). На рис. 1.15 представлены результаты сравнения

разности решений пороупругой и вязкопороупругой моделей по времени при

различных значениях коэффициента γ = 0.1 и 0.01. Одномерные графики среза

вдоль вертикальной серединной линии для перемещения X ,Y по направлениям

отображены на рис. 1.16.
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Рисунок 1.12: Сравнение моделей пороупругости и вторичной консолидации

(вязкопороупругость) с коэффициентом γ = 0.1 и γ = 0.01. Относительная L2

норма разности решений в процентах. Давление и перемещения по

направлениям X и Y (слева направо). Модель с постоянными по времени

граничными условиями.

Рисунок 1.13: Одномерные графики среза вдоль вертикальной серединной

линии для перемещения по направлениям X (слева) и Y (справа) в моменты

времени 0.1,0.3 и 0.5. Модель с постоянными по времени граничными

условиями.
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Рисунок 1.14: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y в

момент времени 0.8π . Модель с граничными условиями, зависящими от

времени.

Рисунок 1.15: Сравнение моделей пороупругости и вторичной консолидации

(вязкопороупругость) с коэффициентом γ = 0.1 и γ = 0.01. Относительная L2

норма разности решений в процентах. Давление и перемещения по

направлениям X и Y (слева направо). Модель с граничными условиями,

зависящими от времени.

Рисунки иллюстрируют различие решений в различные моменты времени.

Анализируя рис. 1.15, можно сделать вывод, что при нагрузке, зависящей от вре-

мени, наибольшее различие решений для перемещений возникает на начальные

и конечные моменты времени. При этом различие только в начальный момент

времени несущественно, поскольку разница составляет менее 10%. Разница ре-

шений для перемещений является достаточно большой и составляет около 50%

при большом значении γ и падает до 10% при уменьшении γ .
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Рисунок 1.16: Одномерные графики среза вдоль вертикальной серединной

линии для перемещения по направлениям X (слева) и Y (справа) в моменты

времени 0.5π,0.8π и π . Модель с граничными условиями, зависящими от

времени.

Численные результаты для трехмерной задачи

Проведем численное моделирование рассмотренной задачи вязкопороупру-

гости в трехмерной постановке. Моделирование будем проводить в области

[0,1]× [0,1]× [0,1] метра при постоянных граничных условиях для давления

p1 = 100 и γ = 0.01. Остальные граничные условия были выбраны аналогич-

но двумерной постановке. Расчет проведем при Tnax = 0.1 с шагом по времени

τ = 0.01. Расчетная тетраэдральная сетка содержит 1265 вершин, 6472 ячейки и

13416 граней с размером области нагрузки 0.2×0.2 (см. рис. 1.17).

Численные результаты задачи вязкопороупругости в трехмерной постановке

отображены на рис. 1.18 и иллюстрируют решение задачи на последний момент

времени. Время счета составило 77.71 секунду, а количество итераций – 60 с

использованием итерационного метода TFQMR с предобуславливателем SOR.

44



Рисунок 1.17: Геометрическая область в тетраэдральной расчетной сетке.

Для построения геометрической области используется программа Gmsh

[103]. Вычислительная реализация построена с использованием библиотеки

FeniCS [63].

Рисунок 1.18: Распределение перемещения по X ,Y и Z (слева направо) и

давления в конечный момент времени.
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1.5 Выводы

В данной главе были рассмотрены три различных случая решения задач по-

роупругости: пороупругость в неоднородной среде, пороупругость трещинова-

тых средах и пороупругость в мультиконтинуумных средах. Аппроксимация на

мелкой сетке была проведена с помощью метода конечных элементов. Исследо-

вание показало, что вычислительная платформа FEniCS прекрасно справляется

со связанной задачей пороупругости в различных ситуациях, и в следующих

главах результаты будут сравнены с обобщенным многомасштабным методом

конечных элементов.

Продемонстрировано численное решение задачи вязкопороупругости. Вы-

полнено численное исследование задачи при различных граничных услови-

ях(стационарная и нестационарная нагрузка) и построены графики численного

сравнения моделей для давления и перемещения при различных коэффициентах

вторичной консолидации γ . При сравнении с пороупругостью и вязкопороупру-

гостью для γ = 0.01 различия практически незаметны на срезах перемещения

при постоянной нагрузке, а для нестационарной разница является достаточно

большой и составляет около 50% при большом значении γ и падает до 10% при

уменьшении γ . Время вычисления получилось достаточно большим для трех-

мерной модели, поэтому было бы неплохо использовать методы усреднения или

многомасштабные методы.
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Глава 2

Численное усреднение для задачи пороупругости в

неоднородных средах

Рассматривается задача пороупругости в неоднородных средах. Процесс опи-

сывается связанной системой уравнений для давления и перемещения [47,48,90].

Вычислительный алгоритм для численного решения основан на методе конеч-

ных элементов с использованием линейных базисных функций. Для примени-

мости и сходимости этих методов размер вычислительных сеток должен быть

достаточно малым, чтобы разрешать мелкомасштабные неоднородности . Для

эффективного численного решения таких задач разработаны различные много-

масштабные методы или методы усреднения [49, 50, 104–106]. В данной работе

представлен метод численного усреднения для задачи пороупругости в неодно-

родных средах [15, 16]. В предлагаемом методе макроскопические коэффици-

енты вычисляются путём решения локальных задач для каждой ячейки грубой

сетки [107]. Используя макроскопические тензорные коэффициенты, мы реша-

ем глобальную задачу на грубой сетке. По этой главе опубликована следующая

статья [79].

2.1 Постановка задачи и конечно-элементная ап-

проксимация

Рассматриваем линейную задачу пороупругости в области Ω

−∇ ·σ(u)+α∇p = 0, x ∈ Ω,

1
M

∂ p
∂ t

+α
∂∇ ·u

∂ t
−∇ ·

(
k
ν

∇p
)
= f , x ∈ Ω,

(2.1)
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где u и p – перемещение и давление, соответственно, σ – тензор напряжения,

k – проницаемость, ν – вязкость жидкости, f – источник, M – модуль Био, α –

коэффициент Био.

Мы имеем следующее линейное упругое, напряженно-деформируемое отно-

шение:

σ(u) = 2µε(u)+λ∇ ·uI, ε(u) =
1
2
(∇u+∇uT ),

где λ ,µ – коэффициенты Ламе, I – единичный тензор. В данной работе рассмат-

ривается задача (2.1) с неоднородными коэффициентами.

k = k(x), E = E(x), x,

и

µ =
E

2(1+η)
, λ =

Eη

(1+η)(1−2η)
,

где η – коэффициент Пуассона и E – модуль упругости.

Для численного решения задачи пороупругости на мелкой сетке использует-

ся метод конечных элементов Галеркина. У нас есть следующая вариационная

постановка задачи: найти (u, p) ∈V ×Q(V = [H1(Ω)]d и Q = H1(Ω)) так, что

a(u,v)−b(v, p) = 0, ∀v ∈V,

b
(

du
dt

,q
)
+ c
(

d p
dt

,q
)
+ s(p,q) = l(q), ∀q ∈ Q,

(2.2)

где

a(u,v) =
∫

Ω

σ(u) · ε(v)dx, s(p,q) =
∫

Ω

k
ν

∇p ·∇qdx, c(p,q) =
∫

Ω

1
M

p qdx,

и

b(u, p) =
∫

Ω

α∇ · u p dx, l(q) =
∫

Ω

f qdx.
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Мы используем формулировку мелкой сетки для эталонного решения и вы-

числения погрешностей в разделе 1.3.

2.2 Численное усреднение

Пусть T - это грубая сетка и

TH = ∪iKi, i = 1,N,

где N – количество ячеек грубой сетки, а j – индекс ячеек грубой сетки.

Для построения аппроксимации грубой сетки рассчитаем эффективную про-

ницаемость и коэффициент упругости.

k* =

k*11 k*12

k*21 k*22

 , C* =


C*

11 C*
12 C*

13

C*
12 C*

22 C*
23

C*
13 C*

23 C*
33

 , (2.3)

- для двумерного случая и

k* =


k*11 k*12 k*13

k*12 k*22 k*23

k*13 k*23 k*33

 , C* =



C*
11 C*

12 C*
13 C*

14 C*
15 C*

16

C*
21 C*

22 C*
23 C*

24 C*
25 C*

26

C*
31 C*

32 C*
33 C*

34 C*
35 C*

36

C*
41 C*

42 C*
43 C*

44 C*
45 C*

46

C*
51 C*

52 C*
53 C*

54 C*
55 C*

56

C*
61 C*

62 C*
63 C*

64 C*
65 C*

66


, (2.4)

- для трехмерного случая. Рассчитываем эффективные коэффициенты для неод-

нородных сред на каждой ячейке грубой сетки, {C*,Ki}i=1..N для Ki ∈ TH .

Для расчета эффективной проницаемости решаем следующую локальную за-

дачу в Ki
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−∇ ·
(

kKi∇ψ
Ki
j

)
= 0, x ∈ Ki,

ψ
Ki
j = x j, x на ∂Ki,

(2.5)

где kKi = kKi(x) – ограничение неоднородного коэффициента k для локальной

области Ki,x = (x1,x2) для двумерного случая и x = (x1,x2,x3) - для трехмерного

случая. Поэтому для двумерной задачи решаем две локальные задачи, а для

трехмерной задачи имеем три локальные задачи. Обратите внимание, что для

локальной задачи могут быть применены другие граничные условия.

Далее можно найти элементы тензора эффективной проницаемости для те-

кущего Ki

k*,Ki
l j =

1
|Ki|

∫
Ki

kKi(x)
∂ψ

K ji
l

∂x j
dx, l, i = 1..d, (2.6)

где d – размерность задачи, d = 2,3.

Для эффективного модуля упругости применяем аналогичный алгоритм и

решаем следующую локальную задачу в Ki:

−∇ ·σ
(
ψ

Ki
rs
)
= 0, x ∈ Ki,

φ
Ki
rs = Λ

(rs)x, x на ∂Ki,
(2.7)

где φ = (φ1,φ2) для d = 2,φ = (φ1,φ2,φ3) для d = 3 и

Λ
(rs)
i j =

1
2
(δirδ js +δisδ jr, r,s = 1..d,

здесь

σ(φ) =C : ε(φ),

или

50



C* =


C11 C12 C13

C12 C22 C23

C13 C23 C33

=


λ +2µ λ 0

λ λ +2µ 0

0 0 2µ

 ,
где σ = (σ1,σ2,σ3)

T - для двумерного случая и

C* =



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C21 C22 C23 C24 C25 C26

C31 C32 C33 C34 C35 C36

C41 C42 C43 C44 C45 C46

C51 C52 C53 C54 C55 C56

C61 C62 C63 C64 C65 C66


=



λ +2µ λ λ 0 0 0

λ λ +2µ λ 0 0 0

λ λ λ +2µ 0 0 0

0 0 0 2µ 0 0

0 0 0 0 2µ 0

0 0 0 0 0 2µ


где σ = (σ1,σ2,σ3,σ23,σ13,σ12)

T - для трехмерного случая.

Элементы эффективного модуля упругости рассчитываются следующим об-

разом:

C*,Ki
rspq =

1
|Ki|

∫
Ki

Cl jknε

(
φ
(rs)
l j

)
: ε

(
φ
(pq)
kn

)
dx, r,s, p,q = 1..d. (2.8)

Наконец, решаем задачу пороупругости на грубой сетке с эффективной про-

ницаемостью и модулем упругости.

−∇ · (C* : ε(u))+α∇p = 0,

1
M

∂ p
∂ t

+α
∂∇ ·u

∂ t
−∇ ·

(
k*

ν
∇p
)
,

(2.9)

используя метод конечных элементов Галеркина.

2.3 Численные результаты

В данном параграфе представляем численные результаты задачи пороупру-

гости в неоднородных средах.
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Рассмотрим две тестовые задачи:

� Двумерная задача;

� Трехмерная задача.

Для пороупругой задачи устанавливаем α = 1 и M = 1[Па]. В качестве началь-

ных условий устанавливаем p0 = 0 и выполняем вычисления для Tmax = 0.01[сек]

с 10-временными шагами для двумерного случая и 20-временными шагами для

трехмерного случая. Выполняются расчеты с использованием структурирован-

ной грубой и мелкой сетки.

Двумерная задача

Решаем пороупругую задачу в Ω = [0,1]× [0,1]. Устанавливаем следующие

граничные условия:

u1 = 0, σ2 = 0, x на ΓL

σ1 = 0, u2 = 0, x на ΓB

p = 1, x на ΓT .

где ΓL и ΓR – левая и правая границы соответственно, ΓB и ΓT – нижняя и

верхняя границы, соответственно, ∂Ω = ΓL ∪ΓR ∪ΓB ∪ΓT .

Cлучай Lp
2 H p

1 Lu
2 Hu

1

1 2.726 12.433 7.698 15.867

2 2.158 14.092 9.338 14.479

3 2.448 9.772 5.584 13.764

Таблица 2.1: Относительные погрешности перемещения и давления между

грубой сеткой и эталонным решением для двумерной задачи. Случаи 1, 2 и 3.

Рассмотрим три тестовых случая для разных неоднородностей (см. рис.2.1).

Грубая сетка 10×10, а мелкая сетка 50×50. На рисунке 2.3 представляем распре-

деление давления и перемещения по направлениям X и Y в последний момент
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Рисунок 2.1: Модуль упругости и проницаемости с неоднородностью для

двумерной задачи. Случаи 1, 2 и 3 (слева направо).

времени для грубых и мелких сеток. В таблице 2.1 представляем взвешенные

погрешности L2 и H1 для многомасштабного решателя. Относительные погреш-

ности относительно времени представлены на рисунке 2.2. Время выполнения

задачи составляет 2,030 секунды для грубой сетки и 173,62 для мелкой сетки.

Мелкая сетка состоит из 102400 ячеек, а грубая сетка содержит 100 ячеек.

Рисунок 2.2: Относительные погрешности в зависимости от времени для

двумерной задачи. Для перемещения и давления между решениями грубой и

мелкой сеток. Случай 1.
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Рисунок 2.3: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y в

последний момент времени для мелкой сетки (вверху) и грубой сетки с

использованием численного усреднения (внизу) для двумерной задачи. Случай

1.

Трехмерная задача

Далее решаем модельную задачу в Ω = [0,1]× [0,1]× [0,1]. Грубая сетка –

5× 5× 5, а мелкая сетка – 20× 20× 20. Устанавливаем следующие граничные

условия

u1 = 0, σ2 = 0, σ3 = 0, x на ΓL

σ1 = 0, u2 = 0, σ3 = 0, x на ΓB
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σ1 = 0, σ2 = 0, u3 = 0, x на ΓW

p = 1, x на ΓT .

где ΓL и ΓR – левая и правая границы, ΓB и ΓT – нижняя и верхняя границы, ΓF

и ΓW – прямая и обратная границы ∂Ω = ΓL ∪ΓR ∪ΓB ∪ΓT ∪ΓF ∪ΓW .

Рассмотрим три тестовых случая для разных неоднородностей (см. Рисунок

2.4). На рисунке 3.1 представляем распределение давления и перемещения по на-

правлениям X ,Y и Z в последний момент времени для грубой и мелкой сеток. В

таблице 2.2 представляем взвешенные погрешности L2 и H1 для многомасштаб-

ного решателя. Время выполнения задачи составляет 2.4078 секунд для грубой

сетки и 757.52 - для мелкой сетки. Мелкая сетка состоит из 8000 ячеек, а грубая

сетка содержит 125 ячеек. Мы наблюдаем хорошую точность как для 2D, так и

для 3D тестовых задач с разной неоднородностью.

Рисунок 2.4: Модуль упругости и проницаемости с неоднородностью для

трехмерной задачи. Случаи 1, 2 и 3 (слева направо).
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Cлучай Lp
2 H p

1 Lu
2 Hu

1

1 7.923 20.993 8.607 24.203

2 7.385 21.724 7.475 19.563

3 7.223 21.603 5.399 21.777

Таблица 2.2: Относительные погрешности перемещения и давления между

грубой сеткой и эталонным решением для трехмерной задачи. Случаи 1, 2 и 3.

Рисунок 2.5: Распределение давления, перемещения по направлениям X ,Y и Z в

последний момент времени для мелкой сетки (вверху) и грубой сетки с

использованием численного усреднения (внизу) для трехмерной задачи. Случай

1.
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2.4 Выводы

Проведено исследование метода численного усреднения. Для описания мето-

да численного усреднения была решена задачи пороупругости с тремя разными

модулями упругости и проницаемости. Исследование этого метода показало, что

погрешности будут менее точными по сравнению с GMsFEM, так как точность

многомасштабного метода можно улучшить путем увеличения количества ба-

зисных функций. Оба метода могут в несколько раз снизить время вычисления

и получить гладкое решение поставленной задачи.
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Глава 3

Обобщенный многомасштабный метод конечных

элементов для задач пороупругости в неоднородных

средах

Механизм течения жидкости и деформации пористых сред изучается в тео-

рии пороупругости [5,95,96]. Основные математические модели включают урав-

нения Ламе для перемещения среды, а также закон сохранения массы и закон

Дарси для фильтруемой жидкости [90,98]. Наиболее важной особенностью мате-

матических моделей пороупругости является то, что уравнения системы связаны

между собой. Вычислительные алгоритмы приближенного решения задач поро-

упругости основаны на аппроксимации конечных элементов в пространстве. Для

аппроксимации грубой сетки мы используем обобщенный многомасштабный ме-

тод конечных элементов(GMsFEM) [42, 47, 48, 51, 108]. Этот метод решает зада-

чу на грубой сетке путем построения локальных многомасштабных базисных

функций для давления и перемещения. По этой главе опубликована следующая

статья [75].

3.1 Постановка задачи и конечно-элементная ап-

проксимация

Пусть Ω ⊂ Rd является вычислительной областью. Рассмотрим линейную

задачу пороупругости

−divσ(u)+α grad(p) = 0 in Ω,

α
∂ divu

∂ t
+

1
M

∂ p
∂ t

−div
(

k
ν

grad p
)
= f in Ω,

(3.1)
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где p - давление, u - перемещение, σ - тензор напряжения, k - проницаемость, а f

- источник, представляющий процессы внедрения или производства. Обозначим

M как модуль Био, ν - вязкость жидкости, а α - коэффициент связи жидкость-

твердое тело Био-Уиллиса.

В случае линейного упругого напряженно-деформируемого отношения мы

имеем, что тензор напряжения и симметричный градиент деформации могут

быть выражены как

σ(u) = 2µε(u)+λ div(u)I , ε(u) =
1
2
(
gradu+graduT) ,

где µ , λ - коэффициенты Ламе, I - единичный тензор. В случае, когда сре-

ды обладают неоднородными материальными свойствами, коэффициенты µ и λ

могут сильно изменяться.

Для численного решения задачи пороупругости на мелкой сетке используется

стандартный метод конечных элементов

a(u,v)+g(p,v) = 0, for all v ∈ V̂ ,

d
(

du
dt

,q
)
+ c
(

d p
dt

,q
)
+b(p,q) = ( f ,q), for all q ∈ Q̂.

(3.2)

для u ∈V = [H1(Ω)]d и p ∈ Q = H1(Ω). Здесь для билинейных и линейных форм

определяем

a(u,v) =
∫

Ω

σ(u)vdx, b(p,q) =
∫

Ω

(
k
ν

grad p,gradq
)

dx, c(p,q) =
∫

Ω

1
M

pqdx,

и

g(p,v) =
∫

Ω

α(grad p,v)dx, d(u,q) =
∫

Ω

α divuqdx, ( f ,q) =
∫

Ω

f qdx.
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3.2 Аппроксимация на грубой сетке с использовани-

ем GMsFEM

В этом параграфе подробно опишем обобщенный многомасштабный метод

конечных элементов(GMsFEM) для решения задач пороупругости в неоднород-

ных средах. GMsFEM содержит три этапа:

(1) Построение грубых и мелких сеток и локальных областей, где строим

многомасштабные базисные функции,

(2) Решение локальных спектральных задач для построения многомас-

штабных базисных функций,

(3) Построение и решение аппроксимации на грубой сетке в многомас-

штабном пространстве.

Пусть TH и Th - это грубые и мелкие сетки. Для построения многомасштаб-

ных базисных функций решаем локальные спектральные задачи в области ωi

для перемещения и давления отдельно. Локальные спектральные задачи:

Перемещение

au(u,v) = λu,su(u,v),

au(u,v) =
∫

ωi

σ(u),ε(v)dx, su =
∫

ωi

(λ +2µ)(u,v)dx,

Давление

ap(p,q) = λp,sp(p,q),

ap(p,q) =
∫

ωi

k∇p,∇qdx, sp =
∫

ωi

k pqdx,

где v,q - пробные функции.

Многомасштабные пространства Vh,Qh будем формировать, используя соб-

ственные векторы ϕ1, ϕ2,...,ϕL, ψ1, ψ2,...,ψL, соответствующие первым наимень-

шим собственным значениям L, где λ1 ≤ λ2 ≤ ...≤ λL.

Запишем спектральные задачи в матричной форме:

Перемещение
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Au
ϕ = λuSu

ϕ, x ∈ ωi,

Давление

Ap
ψ = λpSp

ψ, x ∈ ωi,

где Au,Su – матрицы жесткости и массы для перемещения, а Ap,Sp – для

давления.

В связи с тем, что спектральная задача должна решаться много раз, можно

уменьшить размер задачи. Для решения локальной спектральной задачи исполь-

зуем снепшот пространство Vsnap для перемещения и Qsnap для давления. Далее

определяем переходные матрицы Ru
snap, Rp

snap: Ru
snap = [ϕsnap

1 , ...ϕsnap
Li

] для пере-

мещения и Rp
snap = [ψsnap

1 , ...ψsnap
Li

] для давления.

Перемещение

Auϕ = λuSuϕ, x ∈Vsnap,

где Au = Ru
snapAu(Ru

snap)
T , Su = Ru

snapSu(Ru
snap)

T и ϕω
j = (Ru

snap)
T ϕ j.

Давление

Apψ = λpSpψ, x ∈ Qsnap,

где Ap = Rp
snapAp(Rp

snap)
T , Sp = Rp

snapSp(Rp
snap)

T и ψω
j = (Rp

snap)
T ψ j.

Для получения соответствующих базисных функций используем линейное

разбиение единичных функций. Строим матрицу перехода R из мелкой сетки в

грубую сетку и используем ее для уменьшения размерности задачи. Матрица

перехода

R =

Ru

Rp

 ,
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с

Ru = {χ
1
ϕ

1
1 ,χ

1
ϕ

1
2 , ...,χ

1
ϕ

1
L, ...,χ

Ncϕ
Nc
1 ,χNcϕ

Nc
2 , ...,χNcϕ

Nc
L }

и

Rp = {χ
1
ψ

1
1 ,χ

1
ψ

1
2 , ...,χ

1
ψ

1
L, ...χ

Ncψ
Nc
1 ,χNcψ

Nc
2 , ...,χNcψ

Nc
L ,}.

где χ i – линейное разбиение единичных функций, L – число базисных функций,

а Nc – число вершин грубой сетки.

Тогда система уравнений может быть переведена в грубую сетку

Acuc +Gcpc = Fc,

Dcuc +Bcpc = Yc,

где Ac = RuA f RT
u , Bc = RpB f RT

p , Fc = RuFf , Yc = RpY f , Gc = RuG f RT
p , Dc =

RpD f RT
u и

A f u =
∫

Ω

σ(u)ε(v)dx, B f p =
1
M

∫
Ω

p
τ

qdx+
∫

Ω

(k∇p,∇q)dx,

G f p =
∫

Ω

α∇p · vdx, D f u =
∫

Ω

α
divu

τ
qdx,

Ff =
∫

Ω

fuvdx, Y f =
∫

Ω

fpqdx.

После получения решения на грубой сетке можем реконструировать решение

на мелкой сетке.

ums = RT
u uc, pms = RT

p pc.

В результате получаем решение на мелкой сетке для задачи пороупругости

(ums, pms).
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3.3 Численные результаты

Двумерная задача

В этом параграфе представляем численные результаты задач пороупругости в

неоднородных средах. Расчеты будут выполняться в структурированной области,

которая показана на рис. 3.1, и в качестве единичного квадрата берем Ω [0,1]2.

Мелкая сетка состоит из 441 вершины, 800 ячеек и 1240 граней, а грубая сетка

содержит 36 вершин.

Рисунок 3.1: Расчетная сетка. Слева: грубая сетка. Справа: мелкая сетка

Рисунок 3.2: Неоднородная среда для λ ,µ,k.

Численное решение представлено для следующих граничных условий

ux = 0, σy = 0, x ∈ Γ2 ∪Γ4,

uy = 0, σx = 0, x ∈ Γ3,
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Рисунок 3.3: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y в

последний момент времени.

L Lu
2 (%) Hu

1 (%) Lp
2 (%) H p

1 (%)

1 95.845 96.098 97.017 99.633

2 40.431 56.988 61.624 66.461

4 13.940 23.854 22.094 39.869

8 1.031 5.596 2.240 12.950

12 0.063 0.561 0.062 0.514

Таблица 3.1: Относительные погрешности перемещения и давления с

различным числом многомасштабных базисных функций в GMsFEM для

двумерной формулировки.

σx = σy = 0,x ∈ Γ1,

для уравнения пороупругости положим p = 0 на границах Γ2 ∪Γ3 ∪Γ4 ∪Γ5. На

границе Γ1 рассмотрим p1 = 10.

Для вычислений устанавливаем коэффициенты λ = 5[Па], µ = 4[Па] и k =

0,01[м2] для области с синим цветом на рис. 3.2 и λ = 10[Па], µ = 8[Па] и k =

0,05[м2] для области с красным цветом на рис. 3.2. Установим β = 0.01[Па],α = 1

и выполним расчет Tmax = 0,1[сек] с шагом по времени τ = 0,01[сек].

На рис. 3.3 представляем распределение давления и перемещения по направ-
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лениям X и Y в последний момент времени для решения с мелкой сеткой. В

Таблице 3.1 представляем взвешенные погрешности L2 и H1 для многомасштаб-

ного решателя.

Трехмерная задача

Выполним численное моделирование рассматриваемой задачи пороупруго-

сти в трехмерной постановке. Моделирование будет проводиться в области

[0,1]× [0,1]× [0,1] метров при постоянных граничных условиях для нагрузки

p1 = 10[Па]. Остальные граничные значения были выбраны аналогично двумер-

ной формулировке без Γ5.

Рисунок 3.4: Геометрическая область в тетраэдрической вычислительной сетке.

Рисунок 3.5: Распределение давления и перемещения по X , Y и Z (слева

направо) в последний момент времени.

Расчет производится при Tmax = 0,001[сек] с шагом по времени τ =

0,0001[сек]. Рассчитанная тетраэдрическая сетка содержит 9261 вершину, 48000

ячеек и 102048 граней с размером области нагрузки 0,2×0,2 (см. рис. 3.4).
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L Lu
2 (%) Hu

1 (%) Lp
2 (%) H p

1 (%)

1 17.423 43.768 28.158 53.484

2 14.137 35.863 18.698 43.129

4 5.437 20.492 9.294 31.934

8 3.124 14.134 4.306 21.463

12 1.643 9.635 2.369 16.109

Таблица 3.2: Относительные погрешности перемещения и давления с

различным числом многомасштабных базисных функций в GMsFEM для

трехмерной формулировки.

Для вычислений установим коэффициенты λ = 20[Па], µ = 100[Па] и k =

1[м2] для области с синим цветом в рис. 3.2 и λ = 100[Па], µ = 200[Па] и k =

10[м2] для области с красным цветом на рис. 3.2. Установим β = 1[Па],α = 1.

Численные результаты задачи пороупругости в трехмерной постановке пока-

заны на рис. 3.5 и иллюстрируют решение задачи в последний момент времени

на мелкой сетке. В таблице 3.2 приведены взвешенные погрешности L2 и H1 для

трехмерной формулировки. Эти результаты задачи пороупругости показывают,

что GMsFEM может обеспечить хорошую точность для двумерных и трехмер-

ных задач в неоднородных областях.

66



3.4 Выводы

Моделирование пороупругости затруднено из-за сложной неоднородности и

сложности построения сетки течения жидкости и механики в таких средах. По-

этому в этой главе использован обобщенный многомасштабный метод конечных

элементов для пороупругих сред. Для построения многомасштабных базисных

функций мы решаем локальные спектральные задачи для потока и механики от-

дельно. Проведено численное исследование представленного метода для двумер-

ных и трехмерных модельных задач. Представили относительные погрешности

решения между мелкой сеткой и многомасштабными решениями перемещения

и давления.
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Глава 4

Численное моделирование задач пороупругости в

трещиноватых средах с использованием GMsFEM

В данной главе мы рассмотрим решение задач пороупругости в трещинова-

тых средах с помощью обобщенного многомасштабного метода конечных эле-

ментов. Естественно связанные процессы потока и геомеханики в трещиноватых

средах имеют значение для добычи газа. Система включает сложные геотексту-

ры, состоящие из неоднородной сети анизотропных трещин. Из-за сложности

трещин решения имеют различные масштабы, а аппроксимация на мелкой сетке

приводит к большой дискретной системе. Для обработки сложной сетки трещин

на мелкой сетке используются дискретная модель трещины и встроенная модель

трещины. Дискретная модель трещины способна описать течение как в системе

трещин, так и в матрицах, а также хорошо учитывает перетоки между ними,

встроенная модель трещины может использовать сетки для матрицы пористой

среды, которые не зависят от сетки для трещин. Для аппроксимации на мелкой

сетке мы используем метод конечных объемов для задачи потока и метод конеч-

ных элементов для механики для случая со встроенной моделью трещины. Так

как оба метода имеют сложную дискретную систему имеет смысл снизить вы-

числительные затраты. Для этого используется обобщенный многомасштабный

метод конечных элементов.
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4.1 Математическое моделирование течения жидко-

сти и геомеханики в трещиновато-пористых средах с

использованием обобщенного многомасштабного ме-

тода конечных элементов

При моделировании процессов в грунте важную роль играет математическое

моделирование потока жидкости и геомеханики в трещиновато-пористых сре-

дах. Сети трещин имеют сложную геометрию, которые существуют в несколь-

ких масштабах и обычно имеют очень небольшую толщину по сравнению с

типичными размерами процессов в грунте. Из-за высокой проницаемости тре-

щины оказывают существенное влияние на процессы потока. В данной работе

рассмотрим дискретную модель трещин для задач связанных течений и меха-

ники. Строим грубую сеточную аппроксимацию с использованием обобщенного

многомасштабного метода конечных элементов(GMsFEM). По этой работе опуб-

ликована следующая статья [77].

Постановка задачи

Рассматривается математическая модель связанного течения жидкости и ме-

ханики в трещиноватой пороупругой среде. Модель содержит уравнение ба-

ланса массы для потока и линейное уравнение баланса импульса для механи-

ки [49, 50, 109].

Баланс линейного импульса в твердом теле задается как

−divσT (u, p) = 0, σT (u, p) = σ(u)−α pI , x ∈ Ω, (4.1)

где u – перемещение, α – коэффициент Био, p – давление жидкости, σT – тензор

полного напряжения, σ – линейное напряжение.

Соотношение между тензором напряжения σ и тензором деформации ε опре-

деляется как
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σ(u) = λεvI +2µε(u), ε(u) = 0.5(∇u+(∇u)T ),

где εv - объемная деформация, а λ и µ – коэффициенты Ламе.

Сохранение массы жидкости дается следующим образом:

∂m
∂ t

+div(ρq) = ρ f , q =− k
ν f

grad p, x ∈ Ω, (4.2)

где m – масса жидкости, q – скорость Дарси, ν f - вязкость, ρ – плотность жид-

кости, а f – источник. Здесь для простоты пренебрегаем гравитационными си-

лами [90,91].

Из-за движения твердого скелета имеем следующее соотношение

δm = ρδφ +φδρ +ρδεv = ρ

(
1
M

δ p+αδεv

)
,

где
1
M

= φc f +
α −φ

K
, c f =

1
ρ

dρ

d p
,

и c f – сжимаемость жидкости, M – модуль Био, φ - пористость, K - жесткость

твердых частиц.

Для высокопроницаемой трещины должны добавить уравнение для потока

на трещине. Используем модель приведенной размерности для потока жидкости

на γ ∈ R(d−1)

∂ (m f b)
∂ t

+div(ρq f ) = ρ[q ·n], q f =−b
k f

ν f
grad p f , x ∈ γ, (4.3)

где b – толщина трещины (b > 0),m f – масса жидкости в трещине, q f и

p f – поток массы и давление жидкости в трещине. Здесь в качестве исход-

ного члена имеем скачок в потоке массы матрицы по направлении нормали

[q · n] и предполагаем линейную связь между потоком и перепадом давления

[q ·n] = σ f m(p− p f ).

Для пороупругих сред имеем

∂ (m f b)
∂ t

=
∂ (ρφ f b)

∂ t
= ρ

(
φ f

∂b
∂ t

+b
1

M f

∂ p f

∂ t

)
,
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где M f - модуль Био для трещины.

Предположим, что ρ = const и b = const. Таким образом, имеем следующую

связанную систему уравнений для перемещения и давления в пористой матрице

и трещин

−divσ(u)+α grad p = 0, x ∈ Ω,

cm
∂ p
∂ t

+α
∂εv

∂ t
−div(am grad p)+σm f (p− p f ) = f , x ∈ Ω,

c f
∂ p f

∂ t
−div(a f grad p f )−σ f m(p− p f ) = f f , x ∈ γ,

(4.4)

где

cm =
1
M
, c f =

b
M f

, am =
k

ν f
, a f = b

k f

ν f
.

Дискретная система на мелкой сетке

Обозначим через T h конечно-элементное разбиение области на Ω, а Γh –

множество всех внутренних граней между элементами T h. Предположим, что

∪ jγ j ⊂ Γh - это подмножество граней, представляющих трещины, где j = 1,N f rac

и N f rac – число дискретных трещин.

Слабая формулировка уравнения упругости для метода конечных элементов

имеет вид

∫
Ω

(σ(u, p),ε(v))dx+
∫

Ω

α∇p · vdx = 0. (4.5)

Для уравнений давления предполагаем непрерывность матрицы и давления

трещины на поверхности трещины и, используя принципы суперпозиции, полу-

чаем следующее приближение конечных элементов с использованием дискрет-

ной модели трещины(DFM)
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∫
Ω

cm
∂ p
∂ t

zdx+
∫

Ω

α
∂εv

∂ t
zdx+

∫
Ω

am grad p ·gradzdx

+∑
j

(∫
γ j

c f
∂ p
∂ t

z f ds+
∫

γ j

a f grad p ·gradz f ds
)

=
∫

Ω

f zdx+∑
j

∫
γ j

f f z f dx.

(4.6)

Стандартная неявная конечно-разностная схема используется для аппрокси-

мации по времени уравнения давления (4.6). Решаем следующую связанную си-

стему в матричной форме на мелкой сетке

1
τ

M D

0 0

p− p̌

u− ǔ

+

A 0

B K

p

u

=

F

0

 , (4.7)

где M = Mm +M f , A = Am +A f

M = [mi j], mi j =
∫

Ω

cmφi φ j dx+∑
l

∫
γl

c f ψi ψ j dx,

A = [ai j], ai j =
∫

Ω

am gradφi ·gradφ j dx+∑
l

∫
γl

a f gradψi ·gradψ j dx,

K = [ki j], ki j =
∫

Ω

σ(Φi) : ε(Φ j)dx,

D = [di j], di j =
∫

Ω

α gradφi Φ j dx, B = [bi j], bi j =
∫

Ω

α divΦi φ j dx,

F = [ f j], f j =
∫

Ω

f φ j dx+∑
l

∫
γl

f f ψ j dx,

и Φi,φi, являются двумерными линейными базисными функциями для переме-

щения и давления, ψi является одномерной линейной базисной функцией.

Аппроксимация на грубой сетке с использованием обобщенного много-

масштабного метода конечных элементов

Пусть TH – грубая сетка, а TH = ∪iKi, где Ki – грубая сетка. Начнем с об-

суждения построения многомасштабного пространства. В этой работе строим
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Рисунок 4.1: Иллюстрация грубой сетки TH локальной области ωi и грубой

сетки K

многомасштабные базисные функции для перемещения и давления отдельно в

каждой локальной области ωi (см. рисунок 4.1) [47, 48].

Многомасштабное пространство. Для построения многомасштабных базис-

ных функций решаем локальные спектральные задачи в области ωi для переме-

щения и давления отдельно. Локальные спектральные задачи на ωi:

� Перемещение: KωΦ = λuQωΦ,

� Давление: Aωφ = λpSωφ

Здесь Kω ,Aω – матрицы жесткости для перемещения и давления в локальной

области ωi, а Qω , Sω – матрицы масс для перемещения и давления

Qω = [qi j], qi j =
∫

Ω

amφiφ jdx+∑
l

∫
γl

a f ψiψ jdx

Sω = [si j], si j =
∫

Ω

(λ +2µ)ΦiΦ jdx.

Выберем собственные векторы φ1,φ2, ...,φLl и Φ1,Φ2, ...,ΦLl , соответствую-

щие первым наименьшим собственным значениям Ll, где λ1 ≤ λ2 ≤ ...≤ λLl(l =

u, p).
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Так как спектральная задача должна решаться много раз, необходимо умень-

шить размер задачи. Для решения локальной спектральной задачи мы использу-

ем пространство снимков Vsnap для перемещения и Qsnap для давления. Опреде-

ляем переходные матрицы для перемещения и давления (Ru
snap = (φ snap

1 , ...,φ snap
Li

)

и Rp
snap = (Φsnap

1 , ...,Φsnap
Li

)) и решаем следующую задачу на собственные значе-

ния в снэпшот-пространстве

� Перемещение:

KωΦ = λuQωΦ, Kω = Ru
snapKω(Ru

snap)
T , Qω = Ru

snapQω(Ru
snap)

T ,

где Φω
j = (Ru

snap)
T Φ j.

� Давление:

Aωφ = λpSωφ , Aω = Rp
snapAω(Rp

snap)
T , Sω = Rp

snapSω(Rp
snap)

T ,

где φ ω
j = (Rp

snap)
T φ j.

Для получения соответствующих базисных функций используем линейное

разбиение единичных функций. Cтроим переходные матрицы Ru и Rp из мелкой

сетки в грубую сетку и используем ее для уменьшения размерности задачи

Ru = (χ1
Φ

1
1,χ

1
Φ

1
2, ...,χ

1
Φ

1
L, ...,χ

NcΦ
Nc
1 ,χNcΦ

Nc
2 , ...,χNcΦ

Nc
L )T ,

Rp = (χ1
φ

1
1 ,χ

1
φ

1
2 , ...,χ

1
φ

1
L , ...χ

Ncφ
Nc
1 ,χNcφ

Nc
2 , ...,χNcφ

Nc
L )T ,

где χ i – линейное разбиение единичных функций, L = Lp = Lu – количество

базисных функций, а Nc - число вершин грубой сетки.

Тогда система уравнений может быть переведена в грубую сетку

1
τ

Mc Dc

0 0

pc − p̌c

uc − ǔc

+

Ac 0

Bc Kc

pc

uc

=

Fc

0

 , (4.8)

где Kc = RuKRT
u , Ac = RpART

p , Mc = RpMRT
p , Bc = RuBRT

p , Dc = RpDRT
u Fc = RpF .

После получения грубо-масштабного решения можем восстановить мелко-

масштабное решение ums = RT
u uc и pms = RT

p pc.

Численные результаты
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Расчеты выполняются в вычислительной области, которая показана на рис.

4.2. Устанавливаем Ω = [0,50]2. Мелкая сетка состоит из 12944 вершины, 25486

ячеек и 38429 граней, а грубая сетка содержит 121 вершину.

Рисунок 4.2: Расчетные сетки. Слева: грубая сетка. Справа: мелкая сетка.

Численное решение представлено для следующих граничных условий:

ux = 0, σy = 0, x ∈ Γ3 ∪Γ1 uy = 0, σx = 0, x ∈ Γ4 ∪Γ2 p = 1, x ∈ Γ1.

Расчет выполняется для T= 0.1[сек] с шагом по времени τ = 0.01[сек].

Однородные трещиноватые пористые среды

В этом разделе представляем численные результаты связанных течений и

механики в трещиноватой пористой упругой среде с однородными свойства-

ми фоновых сред. Установим для модуля Юнга E = 10[Па], проницаемости

k = 0,01[м2], модуля Био β = 0,1[Па] и коэффициента Био α = 0,1.

На рис. 4.3 приведено распределение давления и перемещения по направ-

лениям X и Y в последний момент времени для решения с мелкой сеткой в

однородных средах. В таблице 4.1 представлены взвешенные ошибки L2 и H1

для многомасштабного решателя
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Рисунок 4.3: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y в

последний момент времени. Однородные трещиноватые пористые среды.

L Lu
2 (%) Hu

1 (%) Lp
2 (%) H p

1 (%)

1 81.7277 77.8344 51.7067 127.035

2 30.8361 49.2153 29.7308 93.3461

4 7.31921 14.7866 6.71832 39.985

8 2.3319 5.65635 0.985431 12.5086

12 1.69256 5.59024 0.339608 7.26006

Таблица 4.1: Относительные погрешности для перемещения и давления с

различными числами многомасштабных базисных функций для GMsFEM.

Однородные трещиноватые пористые среды.

Неоднородные трещиноватые пористые среды

Выполним численное моделирование рассматриваемой задачи пороупруго-

сти в неоднородных средах. Устанавливаем модуль Био β = 0,01[Па], коэффици-

ент Био α = 1. Параметр упругости и неоднородная проницаемость представле-

ны на рис. 4.4.

На рис. 4.5 представлено распределение давления и перемещения по направ-
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Рисунок 4.4: Параметр упругости E (слева) и неоднородная проницаемость

k(справа)

Рисунок 4.5: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y в

последний момент времени. Неоднородные трещиноватые пористые среды.

лениям X и Y в последний момент времени для решения с мелкой сеткой в

неоднородных средах. В Таблице 4.2 представляем взвешенные ошибки L2 и H1

для многомасштабного решателя. Получаем точное решение, используя неболь-

шое количество многомасштабных базисных функций для обоих случаев.
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L Lu
2 (%) Hu

1 (%) Lp
2 (%) H p

1 (%)

1 80.9641 69.2054 14.951 141.648

2 23.159 41.3603 11.5642 102.523

4 11.1475 14.2097 2.71181 34.5921

8 5.63175 10.4813 3.60061 29.3502

12 1.14291 5.16293 0.460655 6.42927

Таблица 4.2: Относительные погрешности для перемещения и давления с

различными числами многомасштабных базисных функций для GMsFEM.

Неоднородные трещиноватые пористые среды.
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4.2 Обобщенный многомасштабный метод конеч-

ных элементов для задачи пороупругости в мульти-

континуумных средах

Математические модели задач пороупругости в мультиконтинуумных средах

для неоднородных трещиноватых сред используются для моделирования нетра-

диционных залежей углеводородов, геотермальных полей, подземного захороне-

ния радиоактивных отходов в подземных коллекторах и др. [51, 110–114]. Ма-

тематическая модель описывается системой уравнений для давлений в каждом

континууме и уравнением для перемещения. Наиболее важной особенностью

математической модели является то, что уравнения связаны. Можем выделить

два основных связанных типа: (1) связь мультиконтинуума давления с помо-

щью условия массопереноса [104, 115, 116] и (2) связь давления и перемещения

с помощью условия, который описывает сжимаемость среды и объемную силу,

которая пропорциональна градиенту давления [90, 92].

Математические модели течения жидкости в мультиконтинуумных средах

используются для описания сложных процессов потока в многомасштабных тре-

щиноватых неоднородных пористых средах [52, 117–119]. Течение в трещинах

оказывает существенное влияние на процессы фильтрации и требует их тща-

тельного рассмотрения [120, 121]. Более того, поскольку трещины характеризу-

ются высокой проницаемостью и их толщина значительно меньше, чем размер

моделируемого поля, это приводит к необходимости построения специальных

математических моделей мультиконтинуума, в которых выделяются независи-

мые переменные для описания течения жидкости в пористой среде и в сети

трещин с учетом специальной функции перетока [50, 122, 123]. В то же время

размеры трещин следует разделять, поскольку они могут существовать в разных

масштабах и могут различаться по характеру их возникновения. Система трещин
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естественных трещин пористых сред, в основном, соединена, и для ее моделиро-

вания традиционно используются модели с двойной пористостью [91,115]. Вза-

имодействие континуумов описывается определением функций перетока между

континуумами (массоперенос) [51, 122, 124].

Для численного моделирования задач в трещиноватых и неоднородных по-

ристых средах должны использовать достаточно мелкую сетку, которая раз-

решает все мелкомасштабные особенности на уровне построения сетки. Сле-

довательно, дискретная постановка таких задач приводит к большой системе

уравнений, которая является вычислительно затратной. Для уменьшения разме-

ра дискретной системы были разработаны различные многомасштабные мето-

ды [42, 58, 59, 125–127]. В [39, 128] для решения задач потока в трещиновато-

пористых средах был предложен многомасштабный метод конечных объемов.

Многомасштабный метод конечных объемов для решения задачи пороупругости

представлен в [129]. Обобщенный многомасштабный метод конечных элементов

(GMsFEM) для решения задач потока в трещиновато-пористых средах рассмот-

рен в [50, 61]. В [47, 48] мы рассмотрели построение задачи на грубой сетке для

задачи пороупругости в неоднородных средах. Расширение метода GMsFEM для

решения задачи пороупругости в трещиноватых средах с разрывным методом

Галеркина для перемещения и непрерывным методом Галеркина для давления

представлено в работе [50]. Недавно был представлен новый метод решения

задач потока и пороупругости в трещиноватых и неоднородных пористых сре-

дах [46, 49, 130]. Обобщение подхода GMsFEM и NLMC для решения задач по-

тока в многоконтинуумных средах рассмотрено в [51, 131].

В данной работе рассматривается обобщенный многомасштабный метод ко-

нечных элементов для решения задач пороупругости в многоконтинуумных

неоднородных средах. Мы продолжаем нашу предыдущую работу [77], где рас-

сматриваем задачу пороупругости в трещиновато-пористых средах для связан-

ных задач потока и механики. В этой работе мы расширим его для задач по-
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роупругости в многоконтинуумных средах и рассмотрим это решение в обла-

сти трехмерной трещины. Чтобы зафиксировать сложное взаимодействие меж-

ду континуумами в модели грубой сетки, решаем локально связанную систему

уравнений для построения высокоточных базисных функций в многоконтину-

умных моделях задач пороупругости. Мы рассмотрели модель среды с двумя

континуумами для давлений, которая связана с сетями дискретной трещины, об-

разуя модель с тремя континуумами, и уравнения Ламе для перемещений среды,

чтобы проиллюстрировать надежность и точность метода GMsFEM. На осно-

ве мультиконтинуума и подсетей шкалы дискретной модели трещины, который

содержит заметную неоднородную информацию о среде, GMsFEM позволяет

нам последовательно разрабатывать аппроксимационное пространство. Строим

многомасштабные базисные функции для давлений и перемещения. Построение

базисных функций для задачи потока в многоконтинуумных средах основана

на решениях связанной системы уравнений в каждой локальной области. Ме-

тод автоматически идентифицирует каждую непрерывную характеристику пото-

ка посредством решения локальных спектральных задач. Для перемещения ис-

пользуем аналогичный подход, в котором основные особенности улавливаются

локальной спектральной задачей. Мы численно исследуем представленный ме-

тод для двух- и трехмерных модельных задач в трещиноватых и неоднородных

пористых средах. По этой работе опубликована следующая статья [81].

Постановка задачи

Пусть Ω⊂Rd - вычислительная область для задачи с двойным континуумным

подходом, где d = 2 для двумерных задач и d = 3 для трехмерных задач. Напри-

мер, первый континуум может описывать течение в матрице пористой среды,

а второй континуум принадлежит сети малых сильно связанных сетей трещин.

Кроме того, мы определяем γ ∈ Rd−1 как вычислительную область для низкораз-

мерной модели сетей трещин, которая описывает течение в грубомасштабных

трещинах. Для потока жидкости в пороупругой среде мы имеем уравнение ба-
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ланса массы и закон Дарси

α1
∂ divu

∂ t
+

1
M1

∂ p1

∂ t
+divq1 +q12 +q1 f = f1, x ∈ Ω,

q1 =−k1 grad p1, x ∈ Ω,

α2
∂ divu

∂ t
+

1
M2

∂ p2

∂ t
+divq2 −q21 +q2 f = f2, x ∈ Ω,

q2 =−k2 grad p2, x ∈ Ω,

α f
∂ divu

∂ t
+

1
M f

∂ p f

∂ t
+divq f −q f 1 −q f 2 = f f , x ∈ γ,

q f =−k f grad p f , x ∈ γ,

(4.9)

где u - перемещение, qi - скорость, pi - давление, κi - проницаемость (ki = κi/µ ,

µ - вязкость жидкости), fi - источники, αi - коэффициенты Био, Mi - модуль Био,

а i - индекс континуума (i = 1,2, f ).

Здесь q12, q1 f и L2 f - члены переноса между первым и вторым континуумами;

первый континуум и трещины; и второй континуум и трещины, соответственно.

Мы имеем

q12 = q21 = r12(p1 − p2), ri f = ηiri f (pi − p f ), r f i = η f ri f (pi − p f ),

и
∫

Ω
q12dx =

∫
Ω

q21dx,
∫

Ω
qi f dx =

∫
γ

q f ids, ηi - геометрический фактор, а ri j - член

массопереноса, пропорциональный проницаемости континуума.

Для механики пороупругих мультиконтинуумных сред мы используем эф-

фективное уравнение перемещения с объемными источниками силы, которое

пропорционально сумме градиентов давления для каждого континуума.

−divσT (u, p1, p2, p f ) = 0, x ∈ Ω,

σT (u, p1, p2, p f ) = σ(u)− ∑
i=1,2, f

αipiI , x ∈ Ω,
(4.10)

где σT - тензор полного напряжения, σ - тензор напряжения [49, 50, 92]. Мы

имеем следующее линейное упругое напряжение-деформации:

σ(u) = 2µε(u)+λ divuI , ε(u) =
1
2
(gradu+graduT ),
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где ε - тензор деформации, λ и µ - коэффициенты Ламе.

Тогда мы имеем следующую связанную систему уравнений:

α1
∂ divu

∂ t
+

1
M1

∂ p1

∂ t
−div ·(k1 grad p1)+q12 +q1 f = f1, x ∈ Ω,

α2
∂ divu

∂ t
+

1
M2

∂ p2

∂ t
−div ·(k2 grad p2)−q21 +q2 f = f2, x ∈ Ω,

α f
∂ divu

∂ t
+

1
M f

∂ p f

∂ t
−div ·(k f grad p f )−q f 1 −q f 2 = f f , x ∈ γ,

−divσ(u)+α1 grad p1 +α2 grad p2 +α f grad p f = 0, x ∈ Ω.

(4.11)

Рассмотрим систему уравнений (4.11) со следующими начальными условия-

ми

p1 = p2 = p f = p0, u = 0, x ∈ Ω, (4.12)

и граничными условиями

p f = g, x ∈ Γγ − k f
∂ p f

∂n
= 0, x ∈ ∂γ/Γγ ,

−k1
∂ p1

∂n
= 0, x ∈ Ω, −k2

∂ p2

∂n
= 0, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ΓD σ = 0, x ∈ ΓN,

(4.13)

где границы ΓD ∪ΓN = ∂Ω and Γγ = ∂Ω∩∂γ .

Мы можем обобщить представленную модель как модель пороупругости для

мультиконтинуумных сред

αi
∂ divu

∂ t
+

1
Mi

∂ pi

∂ t
−div ·(ki grad pi)+∑

j ̸=i
ri j(pi − p j) = fi, x ∈ Ω,

−divσ(u)+∑
j

α j grad p j = 0, x ∈ Ω.
(4.14)

где i = 1, ...,M и M - число континуумов.

Конечно-элементная аппроксимация мелкой сетки

Для аппроксимации системы уравнений (4.11) с граничными условиями

(4.13) используется метод конечных элементов. Для этого определим следую-

щие функциональные пространства

V = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 on ΓD}, W1 =W2 = H1(Ω),
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W f = {w ∈ H1(γ) : w = g on Γγ}, Ŵ f = {w ∈ H1(γ) : w = 0 on Γγ}.

Вариационная формулировка задачи пороупругости в многоконтинуумных

средах может быть записана следующим образом: найти (p1, p2, p f ,u) ∈ W1 ×

W2 ×W f ×V такие, что

di

(
∂u
∂ t

,wi

)
+ ci

(
∂ pi

∂ t
,wi

)
+bi(pi,wi)+∑

j
qi j(pi − p j,wi) = l(wi), ∀wi ∈Wi,

a(u,v)+∑
j

gi(pi,v) = 0, ∀v ∈V,

(4.15)

где билинейные и линейные формы следующие:

bi(pi,wi) =
∫

Ωi

ki∇pi ·∇widx, l(wi) =
∫

Ωi

fiwidx,

ci(pi,wi) =
∫

Ωi

1
Mi

piwi dx, di(u,wi) =
∫

Ωi

αi divuwi dx,

qi j(pi − p j,wi) =
∫

Ωi

ri j(pi − p j)wi dx,

a(u,v) =
∫

Ω

σ(u) · ε(v)dx, gi(pi,v) =
∫

Ωi

αi grad pivdx,

и Ω1 = Ω2 = Ω, Ω f = γ , i = 1,2, f .

Рисунок 4.6: Вычислительная сетка для дискретной модели трещины.
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Пусть T h обозначает конечно-элементное разбиение области Ω и Eh - мно-

жество всех интерфейсов между элементами Th. Для континуума трещины мы

используем дискретную модель трещины и используем неструктурированную

мелкую сетку T h, которая явно разрешает геометрию трещины. Мы предпола-

гаем, что Eγ = ∪ jγ j является подмножеством граней для T h, которые представ-

ляют трещины, где j = 1, ...,N f rac, N f rac - число дискретных трещин и Eγ ⊂ Eh

- подмножество всех граней, представляющих трещины (см. Рисунок 4.6). Кро-

ме того, Eγ описывают сетку трещин меньшей размерности. Заметим, что для

построения сетки на системе трещин важно учитывать пересечения трещин и

пересечения отрезков пересечения.

Алгоритм построения сетки состоит из следующих шагов:

� Последовательное деление отрезков пересечения и границ трещины на от-

резки заданного размера, которые впоследствии используются в качестве

граней сетки.

� Равномерное заполнение областей трещин точками с ограничением на бли-

зость внутренних точек к границе и к точкам на отрезках пересечения.

� Построение триангуляции для каждой трещины в соответствии с заданны-

ми рамками (точками, отрезками).

Для аппроксимации по времени мы используем неявную конечно-

разностную схему с шагом по времени τ . Таким образом, мы имеем следую-

щие дискретную систему в матричной форме, на мелкой сетке для сред с тремя

континуумами и yh = (ph
1, ph

2, ph
f ,u

h)T

C
yh − y̌h

τ
+Ayh = F, (4.16)
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где

C =


C1 0 0 D1

0 C2 0 D2

0 0 C f D f

0 0 0 0

 ,

A =


A1 +Q12 +Q1 f −Q12 −Q1 f 0

−Q12 A2 +Q12 +Q2 f −Q2 f 0

−Q1 f −Q2 f A f +Q1 f +Q2 f 0

DT
1 DT

2 DT
f Au

 ,

и F = (F1,F2,Ff ,0)T , y̌h - это решение предыдущего временного шага.

Здесь

Ai = [ai,ln], ai,ln =
∫

Ωi

ki gradφ
i
l ·gradφ

i
ndx, Au = [au,ln], au,ln =

∫
Ω

σ(Φl)·ε(Φn)dx,

Qi j = [qi j,ln], qi j,ln =
∫

Ωi

ri jφ
i
l φ

j
n dx, Ci = [ci,ln], ci,ln =

∫
Ωi

1
Mi

φ
i
l φ

i
ndx,

Di = [di,ln], di,ln =
∫

Ω

αi divΦlφ
i
ndx, Fi = [ fi,l], fi,l =

∫
Ωi

fiφ
i
l dx,

и pi = ∑l ph
i,lφ

i
l , u = ∑l uh

l Φl, где Φl - линейные базисные функции для переме-

щения, φ 1
l = φ 2

l - d - мерные линейные базисные функции для давления, φ
f

l -

(d −1) - мерные линейные базисные функции для давления.

В этой работе для упрощения построения матрицы мы используем моди-

фицированный подход дискретной модели трещины. Рассмотрим случай, когда

α f = 0, σ2 f = 0. Мы предполагаем, что ph
1 = ph

f и, используя принцип суперпози-

ции [61,93], мы исключаем из уравнений ph
f и получаем следующую связанную

систему уравнений для yh = (ph
1, ph

2,u
h)T

C̃
yh − y̌h

τ
+ Ãyh = F̃ ,
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где

C̃ =


C1 +C f 0 D1

0 C2 D2

0 0 0

 , Ã =


A1 +A f +Q12 −Q12 0

−Q12 A2 +Q12 0

DT
1 DT

2 Au

 ,

F̃ =


F1 +Ff

F2

0

 ,

с матрицами размера Nh = 4Nv, Nv - это количество вершин в T h.

Аппроксимация на грубой сетке с использованием обобщенного много-

масштабного метода конечных элементов

Для построения аппросимации на грубой сетке задач пороупругости в трещи-

новатых и неоднородных средах мы используем обобщенный многомасштабный

метод конечных элементов(GMsFEM). GMsFEM содержит следующие шаги:

1. Построение грубой сетки и локальных областей;

2. Решение локальных задач с различными граничными условиями для по-

строения снэпшот пространства в каждой локальной области;

3. Построение многомасштабных базисных функций путем решения локаль-

ных спектральных задач на снэпшот пространстве;

4. Формирование матрицы проекции с использованием локальных многомас-

штабных базисных функций;

5. Ростроение системы грубой сетки с использованием матрицы проекции;

6. Решение нестационарной задачи на грубой сетке и реконструкция решения

на мелкой сетке.

В этом вычислительном алгоритме первые четыре шага - это автономные

(предварительная обработка) шаги для заданной геометрии трещины и неодно-

родности. Пятый шаг также является автономным для линейных задач и незави-

симой от времени правой части, но должен быть онлайн шагом для нелинейных

задач, где система мелкой сетки изменяется на каждой нелинейной итерации по
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времени. После этого на шестом (онлайн) шаге мы можем выполнить быстрое и

точное решение модели уменьшенного порядка на грубой сетке.

В этой работе мы строим многомасштабные базисные функции для переме-

щения и давлений отдельно, но базисные функции для уравнений мультиконти-

нуума давлений строятся в связанном виде. Мы начнем с определения снэпшот-

пространств, после чего определим локальные задачи на собственные значения

для давлений и перемещения. Наконец, определяем матрицу проекции и пред-

ставляем построение системы грубой сетки пороупругости в многомасштабном

пространстве. Пусть T H является грубым сеточным разбиением области

T H =
⋃

j
K j,

где K j - грубая ячейка сетки. Мы будем использовать непрерывную аппроксима-

цию Галеркина на грубой сетке и определим локальную область ωl для много-

масштабных базисных функций как комбинацию нескольких ячеек грубой сетки,

которые совместно используют один и тот же узел грубой сетки (l = 1, ...,NH
v ,

NH
v - число грубых вершин сетки).

Многомасштабные базисные функции для давлений в многоконтинуум-

ных средах. Чтобы построить снэпшот-пространство, мы решаем следующую

локальную задачу в области ωl: найти ψ l, j = (ψ
l, j
1 , ...,ψ

l, j
M ) ∈W h

1 × ...×W h
M такой

что

bi(ψ
l, j
i ,wi)+∑

j
qi j(ψ

l, j
i −ψ

l, j
j ,wi) = 0, ∀wi ∈ Ŵ h

i (4.17)

где

W h
i = {w ∈ H1(ωl) : w = δ

j
i on ∂ωl}, Ŵ h

i = {w ∈ H1(ωl) : w = 0 on ∂ωl},

и δ
j

i - кусочно-постоянная функция (дельта-функция) для j = 1, ..,Nωl
v (,Nωl

v -

количество узлов на вычислительной сетке для ωl), i - индекс континуума (i =

1, ...,M). Поэтому решаем локальные задачи Lωl
p = Nωl

v ·M.
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Мы определяем снэпшот-пространство для давлений в многоконтинуумных

средах следующим образом:

Wsnap(ωl) = span{ψ
l, j, l = 1, ...,NH

v , j = 1, ...,Lωl
p }. (4.18)

Далее мы решаем следующую локальную спектральную задачу на снэпшот-

пространстве:

Ãpφ̃
l = λpS̃pφ̃

l, (4.19)

где φ̂ l = (Rp
snap)

T φ̃ l и

Ãp = Rp
snapAp(Rp

snap)
T , S̃p = Rp

snapSp(Rp
snap)

T , Rp
snap = (ψ l,1, ...,ψ l,L

ωl
p )T

Здесь для матриц в случае тройного континуума имеем:

Sp =


S1 0 0

0 S2 0

0 0 S f

 , Ap =


A1 +Q12 +Q1 f −Q12 −Q1 f

−Q12 A2 +Q12 +Q2 f −Q2 f

−Q1 f −Q2 f A f +Q1 f +Q2 f


где

Ai = [ai,mn], ai,mn =
∫

ω i
l

ki gradφ
i
m ·gradφ

i
ndx, Si = [si,mn], si,mn =

∫
ω i

l

kiφ
i
mφ

i
ndx.

Мы выбираем собственный вектор φ̂ j ( j = 1, ..,Ml,p), соответствующий первым

наименьшим собственным значениям Ml,p, и умножаем на линейное разбиение

единичных функций χ l для получения соответствующих базисных функций:

Wms = span{φ
l, j, l = 1, ...,NH

v , j = 1, ...,Ml,p},

где φ l, j = χ lφ̂ l, j.

Многомасштабные базисные функции для перемещения. Мы строим

многомасштабные базисные функции путем решения следующей задачи в ло-

кальной области ωl: найти Ψl, j ∈V h такой, что:

a(Ψl, j,v) = 0, ∀v ∈ V̂ h, (4.20)
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где

V h = {v ∈ H1(ωl) : v = δ̄
j

i on ∂ωl}, V̂ h = {v ∈ H1(ωl) : v = 0 on ∂ωl}.

и δ̄
j

i - векторы для каждого компонента для d - мерной задачи (d = 2,3) т.е. δ̄
j

i =

(δ
j

i ,0,0) или δ̄
j

i = (0,δ j
i ,0) или δ̄

j
i = (0,0,δ j

i ) для d = 3. Мы решаем локальные

задачи Lωl
u = d ·Nωl

v .

Мы определяем снэпшот-пространство для перемещения в многоконтинуум-

ных средах следующим образом

Vsnap(ωl) = span{Ψ
l, j, l = 1, ...,NH

v , j = 1, ...,Lωl
u }. (4.21)

Для построения многомасштабного базиса мы решаем следующую локальную

спектральную задачу на снэпшот-пространстве

ÃuΦ̃ = λuS̃uΦ̃, (4.22)

где Φ̂l = (Ru
snap)

T Φ̃l,

Ãu = Ru
snapAu(Ru

snap)
T , S̃u = Ru

snapSu(Ru
snap)

T , Ru
snap = (Ψl,1, ...,Ψl,L

ωl
u )T

и

Au = [au,mn], au,mn =
∫

ωl

σ(Φm)·ε(Φn)dx, Su = [si,mn], si,mn =
∫

ωl

(λ +2µ)Φi
mΦ

i
ndx.

Мы выбираем собственный вектор Φ̂ j ( j = 1, ..,Ml,u), соответствующий первым

наименьшим собственным значениям Ml,u, и умножаем на линейное разбиение

функций единицы для получения соответствующих базисных функций

Vms = span{Φ
l, j, l = 1, ...,NH

v , j = 1, ...,Ml,u},

где Φl, j = χ lΦ̂l, j.

Система грубой сетки. Используя построенные многомасштабные базисные

функции, определяем матрицу проекции

R =

Rp 0

0 Ru

 (4.23)
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где

Ru = (Φ1,1, ...,Φ1,M1,u
, ...,ΦNH

v ,1, ...,ΦNH
v ,MNH

v ,u
)T ,

Rp = (φ 1,1, ...,φ 1,M1,p
, ...,φ NH

v ,1, ...,φ NH
v ,MNH

v ,p
)T .

Наконец, получаем следующую модель пониженного порядка

CH yH − y̌H

τ
+AHyH = FH ,

где CH = RCRT , AH = RART и FH = RF . с матрицами размера N f = 4Nv, Nv ко-

личеством вершин в T h. Размер системы составляет NH = ∑
NH

v
l=1(M

l,p + Ml,u)

или NH = (Mp +Mu) ·NH
v для Mp = Ml,p и Mu = Ml,u (∀l = 1, ...,NH

v ), где NH
v

-количество вершин грубой сетки T H .

После получения грубомасштабного решения мы реконструируем мелкомас-

штабное решение.

yms = RT yH .

Отметим, что в общем случае многомасштабные базисные функции для переме-

щения и давлений могут быть рассчитаны по решению связанной задачи поро-

упругости аналогично мультиконтинуумным давлениям.

Численные результаты

В этом разделе рассматривается задача пороупругости в трещиноватых и

неоднородных средах. Рассмотрим двумерные и трехмерные задачи в Ω = [0,1]d

(d = 2,3):

� Задача двумерной модели. Мелкая сетка содержит 14376 вершин и 28350

ячеек. Грубая сетка содержит 121 вершину и 100 ячеек (Рисунок 4.7);

� Задача трехмерной модели. Мелкая сетка содержит 21609 вершин и

118500 ячеек. Грубая сетка содержит 216 вершин и 125 ячеек. (Рисунок

4.8).

Для многомерных задач пороупругости мы рассматриваем два набора пара-

метров [49, 50]:
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Рисунок 4.7: Вычислительная область и сетка для двумерной задачи. Грубая

сетка (синий цвет), мелкая сетка (зеленый) и трещины (оранжевый).

Рисунок 4.8: Вычислительная область и сетка для трехмерной задачи. Грубая

сетка (синий цвет), мелкая сетка (зеленый) и трещины (красный).

� Случай 1: Параметры модельной задачи: α1 = 1, α2 = 1, α f = 0, k f =

10−4[м2], M1 = M2 = 108[Пa],M f = 0[Пa],ν = 0.3. Вычисление выполняет-

ся с помощью Tмакс = 100[сек] с шагом по времени τ = 10[сек] и r12 =

1000 · k2[м2] для двумерной задачи. Для трехмерной задачи устанавлива-

ем Tмакс = 6000[сек] с шагом по времени τ = 300[сек] и r12 = 25 · k2[м2].

Начальное условие p0 = 0.1 * 107[Пa] и g = 0.2 * 107[Пa] для граничного

условия давления.
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� Случай 2: Параметры синтетической задачи с применением в трещинова-

тых сланцевых средах: α1 = 0.1, α2 = 0.1, α f = 0, k f = 10−11[м2], M1 =

M2 = 106[Пa],M f = 107[Пa],ν = 0.3. Вычисление выполняется Tмакс = 5 лет

с 50 временными шагами и r12 = 1000 · k2[м2] для двумерной задачи. Для

трехмерной задачи устанавливаем Tмакс = 10 лет с 10 временными шагами

и r12 = 25 · k2[м2]. Начальное условие p0 = 0.1*107[Па] и g = 0.2*107[Па]

для граничного условия давления.

Для сравнения результатов используем относительные ошибки L2 между

многомасштабным решением и мелкомасштабным решением.

epi
L2 =

(∫
Ω
(pi − pms

i )2dx∫
Ω

p2
i dx

)1/2

, eu
L2 =

(∫
Ω
(u−ums)2 dx∫

Ω
u2 dx

)1/2

,

где i - индекс континуума (i = 1,2), yms = (pms
1 , pms

2 ,ums) - многомасштабное ре-

шение, использующее GMsFEM и y = (p1, p2,u) - решение мелкой сетки.

Мы используем DOFh (Степень свободы), чтобы обозначить размер системы

мелкой сетки, и DOFH , чтобы обозначить размер задачи системы грубого мас-

штаба, используя GMsFEM. В GMsFEM мы выбираем одинаковое количество

многомасштабных базисных функций в каждой локальной области M =Mp =Mu,

где Mp и Mu - количество базисных функций. Для построения неструктури-

рованной сетки, которая соответствует дискретным трещинам, мы используем

программное обеспечение GMSH для построения вычислительных областей и

сеток [103]. Реализация основана на библиотеке с открытым исходным кодом

FEniCS [63].

Двумерная задача

Мы моделируем задачу двумерной модели в неоднородных трещиноватых

пористых средах для случая 1 и случая 2. Неоднородные коэффициенты для

модуля упругости и неоднородных проницаемостей для первого и второго кон-

тинуума представлены на рисунках 4.9 для случая 1 и в рисунке 4.10 для случая
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2.

Рисунок 4.9: Параметр упругости E (слева) и неоднородные проницаемости

k1(центр) и k2(справа) для двумерной задачи. Cлучай 1

Рисунок 4.10: Параметр упругости E (слева) и неоднородные проницаемости

k1(центр) и k2(справа) для двумерной задачи. Cлучай 2

На рисунках 4.11 и 4.12 представлено распределение давления для перво-

го континуума и второго континуума и перемещения по направлениям X и Y в

последний момент времени. В первом ряду мы изображаем мелкомасштабное

решение, а во втором ряду представлено решение для многомасштабного ре-

шения с 16 многомасштабными базисными функциями для GMsFEM. Сравни-

вая мелкомасштабное решение с многомасштабным решением с 16 базисными

функциями на рис. 4.11 для перемещения по направлениям X и Y , мы можем на-

блюдать хорошую точность. В общем, решения выглядят хорошо без видимых

осцилляций.
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Рисунок 4.11: Численные результаты для двумерной задачи для случая 1.

Давление для первого континуума и второго континуума и перемещения по

направлению X и Y в конечный момент времени (слева направо). Первый ряд:

мелкомасштабное решение. Второй ряд: многомасштабное решение с

использованием 16 многомасштабных базисных функций.

В таблице 4.3 представлены погрешности для грубой сетки 5× 5 и 10× 10

с M = Mp = Mu для случая 1 и случая 2. Для случая 1 результаты показывают,

что для достижения хороших результатов достаточно 8 многомасштабных ба-

зисных функций с 4.406% погрешности L2 для перемещения, 1.172% и 0.384%

погрешности L2 для первого континуума и второго континуума давлений. Ко-

гда мы увеличиваем количество многомасштабных базисных функций относи-

тельные погрешности L2 уменьшаются в два раза, например, если берем две

многомасштабные базисные функции вместо одной. У нас есть аналогичные

улучшения для дальнейшего увеличения многомасштабных базисных функций.

Время вычисления на мелкой сетке составляет 72 секунды для DOFh = 899736.

Для различного количества многомасштабных базисных функций на грубой сет-

ке 10 × 10 у нас есть время расчета 0,004 сек для одной многомасштабной

базисной функции в каждой локальной области (M = 1 и DOFH = 484), 0,012

сек для M = 2 (DOFH = 968), 0,056 сек для M = 4 (DOFH = 1936), 0,3 сек для
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Рисунок 4.12: Численные результаты для двумерной задачи для случая 2.

Давление для первого континуума и второго континуума и перемещения по

направлению X и Y в конечный момент времени (слева направо). Первый ряд:

мелкомасштабное решение. Второй ряд: многомасштабное решение с

использованием 16 многомасштабных базисных функций.

M = 8 (DOFH = 3872), 1,7 сек для M = 12 (DOFH = 5808) и 6,8 сек для M = 16

(DOFH = 7744).

Таблица 4.4 показывает сравнение различий между многомасштабными ре-

шениями и решением на мелкой сетке, где представлены относительные L2 по-

грешности для различного числа многомасштабных базисных функций на гру-

бой сетке 10×10. Из таблицы 4.4 видим, что количество базисных функций для

давления Mp сильно влияет на погрешности перемещения. Например, в случае

1 с Mu = 2 имеем погрешность для перемещения L2 в 40%, когда у нас есть

2 многомасштабные базисные функции для давлений, и уменьшаем ошибку до

9% для Mp = 8. В заключении, согласно результатам сравнения, мы наблюдаем

хорошую сходимость метода при увеличении числа многомасштабных базисных

функций.
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Случай 1

M DOFH
p1 p2 u

ep1
L2 (%) ep2

L2 (%) eu
L2 (%)

Coarse mesh 5×5

1 144 28.501 9.514 93.582

2 288 24.552 7.933 90.760

4 576 10.228 3.258 53.017

8 1152 5.695 2.080 27.283

12 1728 2.526 0.887 12.646

16 2304 1.755 0.582 9.076

Coarse mesh 10×10

1 484 24.385 7.825 111.247

2 968 11.947 3.906 40.595

4 1936 5.046 1.766 21.797

8 3872 1.172 0.384 4.406

12 5808 0.270 0.149 3.166

16 7744 0.154 0.083 2.410

Случай 2

M DOFH
p1 p2 u

ep1
L2 (%) ep2

L2 (%) eu
L2 (%)

Coarse mesh 5×5

1 144 57.432 0.765 109.038

2 288 36.689 0.510 88.008

4 576 14.971 0.202 49.977

8 1152 6.968 0.108 17.310

12 1728 3.889 0.073 10.586

16 2304 3.482 0.060 9.727

Coarse mesh 10×10

1 484 46.932 0.656 107.843

2 968 27.765 0.354 81.877

4 1936 7.084 0.105 12.587

8 3872 2.884 0.041 3.709

12 5808 1.472 0.023 1.842

16 7744 0.941 0.016 1.159

Таблица 4.3: Относительные ошибки (%) для перемещения и давлений с

различным числом многомасштабных базисных функций для двумерной задачи.

Слева: Случай 1. Справа: Случай 2. Грубые сетки 5×5 и 10×10. DOFh = 57504

Трехмерная задача

Мы моделируем задачу трехмерной модели в неоднородных трещиноватых

пористых средах для случая 1 и случая 2. Неоднородные коэффициенты для

модуля упругости и неоднородных проницаемостей для первого и второго кон-

тинуума представлены на рисунке 4.13 для случая 1 и на рисунке 4.14 для случая

2.

На рисунках 4.15-4.16 и 4.17-4.18 представлено распределение давления для

первого и второго континуума, перемещения по направлениям X ,Y и Z в послед-
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ний момент времени. В первой строке мы изображаем мелкомасштабное реше-

ние, а многомасштабное решение с 16 многомасштабными базисными функци-

ями для GMsFEM представлено во второй строке. Мы наблюдаем хорошие ре-

зультаты многомасштабного метода, сравнивая с решением мелкой сетки. Время

расчета на мелкой сетке составляет 824,30 с для DOFh = 272025. Для разного

количества многомасштабных базисных функций на грубой сетке 5×5×5 у нас

есть время расчета 0,09 с для одной многомасштабной базисной функции в каж-

дой локальной области (M = 1 и DOFH = 1080), 0,61 с для M = 2(DOFH = 2106),

4,78с для M = 4(DOFH = 4212), 16,77 с для M = 8(DOFH = 8424), 53,07 с для

M = 12(DOFH = 12960) и 134,97 c для M = 16(DOFH = 17280).

В таблице 4.5 показано сравнение разницы между многомасштабными и мел-

кими сетками для случаев 1 и 2. Мы представляем относительные L2 погреш-

ности для перемещений и давлений. Для задачи трехмерной модели в случае 1

с использованием 8 многомасштабных базисных функций у нас есть 11,773%

L2 погрешности для перемещения, 3,709% и 4,052% L2 погрешностей для дав-

лений первого континуума и второго континуума. Когда мы берем 16 много-

масштабных базисных функций, мы получаем в два раза лучшие результаты с

5,881% L2 погрешности для перемещения, 1,887% и 2,063% L2 погрешностей

для давлений первого континуума и второго континуума. Для трехмерной задачи

мы также наблюдаем хорошую сходимость для задачи пороупругости в неодно-

родных и трещиноватых средах для обоих случаев.
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Рисунок 4.13: Параметр упругости E (слева) и неоднородные проницаемости

k1(центр) и k2(справа) для трехмерной задачи. Случай 1

Рисунок 4.14: Параметр упругости E (слева) и неоднородные проницаемости

k1(центр) и k2(справа) для трехмерной задачи. Случай 2
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Случай 1

M DOFH
p1 p2 u

ep1
L2 (%) ep2

L2 (%) eu
L2 (%)

Mp = 1

1 484 24.385 7.825 111.247

Mp = 2

1 726 11.905 3.741 72.299

2 968 11.947 3.906 40.595

Mp = 4

1 1210 5.029 1.723 51.183

2 1452 5.046 1.772 23.402

4 1936 5.046 1.766 21.797

Mp = 8

1 2178 1.169 0.585 38.968

2 2420 1.170 0.426 9.469

4 2904 1.170 0.406 8.285

8 3872 1.172 0.384 4.406

Mp = 12

1 3146 0.302 0.504 38.068

2 3388 0.272 0.237 8.940

4 3872 0.271 0.194 7.705

8 4840 0.271 0.154 3.814

12 5808 0.270 0.149 3.166

Mp = 16

1 4114 0.212 0.485 37.974

2 4356 0.156 0.196 9.044

4 4840 0.155 0.148 7.775

8 5808 0.155 0.095 3.836

12 6776 0.155 0.087 3.211

16 7744 0.154 0.083 2.410

Случай 2

Mu DOFH
p1 p2 u

ep1
L2 (%) ep2

L2 (%) eu
L2 (%)

Mp = 1

1 484 46.932 0.656 107.843

Mp = 2

1 726 27.765 0.354 81.270

2 968 27.765 0.354 67.264

Mp = 4

1 1210 7.084 0.105 14.972

2 1452 7.084 0.105 13.395

4 1936 7.084 0.105 12.587

Mp = 8

1 2178 2.884 0.041 8.312

2 2420 2.884 0.041 5.628

4 2904 2.884 0.041 4.684

8 3872 2.884 0.041 3.709

Mp = 12

1 3146 1.472 0.023 8.246

2 3388 1.472 0.023 4.014

4 3872 1.472 0.023 3.032

8 4840 1.472 0.023 2.013

12 5808 1.472 0.023 1.842

Mp = 16

1 4114 0.941 0.016 8.244

2 4356 0.941 0.016 3.731

4 4840 0.941 0.016 2.756

8 5808 0.941 0.016 1.574

12 6776 0.941 0.016 1.371

16 7744 0.941 0.016 1.159

Таблица 4.4: Относительные ошибки (%) для перемещения и давлений с

различным числом многомасштабных базисных функций для двумерной

задачи. Слева: Случай 1. Справа: Случай 2. Грубая сетка 10×10. DOFh = 57504
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Рисунок 4.15: Численные результаты для трехмерной задачи для случая 1.

Давление для первого континуума и второго континуума(слева направо).

Первый ряд: мелкомасштабное решение. Второй ряд: многомасштабное

решение с использованием 16 многомасштабных базисных функций.
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Рисунок 4.16: Численные результаты для трехмерной задачи для случая 1.

Перемещение по направлению X , Y и Z в последний момент времени (слева

направо). Первый ряд: мелкомасштабное решение. Второй ряд:

многомасштабное решение с использованием 16 многомасштабных базисных

функций.
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Рисунок 4.17: Численные результаты для трехмерной задачи для случая 2.

Давление для первого континуума и второго континуума(слева направо).

Первый ряд: мелкомасштабное решение. Второй ряд: многомасштабное

решение с использованием 16 многомасштабных базисных функций.
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Рисунок 4.18: Численные результаты для трехмерной задачи для случая 2.

Перемещение по направлению X , Y и Z в последний момент времени (слева

направо). Первый ряд: мелкомасштабное решение. Второй ряд:

многомасштабное решение с использованием 16 многомасштабных базисных

функций.
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Случай 1

Mu DOFu
H

p1 p2 u

ep1
L2 (%) ep2

L2 (%) eu
L2 (%)

Mp = 1

1 1080 25.713 29.035 92.385

Mp = 2

1 1512 20.461 22.644 130.73

2 2106 20.496 22.648 82.179

Mp = 4

1 2376 6.453 6.991 86.899

2 3024 6.557 7.114 59.549

4 4320 6.626 7.190 22.580

Mp = 8

1 4104 3.563 3.869 78.466

2 4752 3.647 3.974 44.919

4 6048 3.711 4.050 12.562

8 8640 3.709 4.052 11.773

Mp = 12

1 5832 2.444 2.710 77.902

2 6480 2.481 2.755 43.286

4 7776 2.530 2.813 10.389

8 10368 2.529 2.813 8.518

12 12960 2.530 2.814 8.518

Mp = 16

1 7560 1.898 2.080 76.300

2 8208 1.897 2.077 41.473

4 9504 1.889 2.064 9.687

8 12096 1.888 2.063 6.908

12 14688 1.888 2.064 6.170

16 17280 1.887 2.063 5.881

Случай 2

Mu DOFu
H

p1 p2 u

ep1
L2 (%) ep2

L2 (%) eu
L2 (%)

Mp = 1

1 1080 59.899 5.43 94.965

Mp = 2

1 1512 48.005 3.814 129.951

2 2106 48.005 3.814 125.738

Mp = 4

1 2376 10.166 0.393 33.479

2 3024 10.166 0.393 28.824

4 4320 10.166 0.393 28.106

Mp = 8

1 4104 4.252 0.102 27.899

2 4752 4.252 0.102 17.865

4 6048 4.252 0.102 14.073

8 8640 4.252 0.102 12.808

Mp = 12

1 5832 1.976 0.041 27.204

2 6480 1.976 0.041 15.413

4 7776 1.976 0.041 8.532

8 10368 1.976 0.041 6.560

12 12960 1.976 0.041 5.460

Mp = 16

1 7560 1.496 0.0292 27.244

2 8208 1.496 0.0292 15.500

4 9504 1.496 0.0292 8.294

8 12096 1.496 0.0292 6.153

12 14688 1.496 0.0292 4.887

16 17280 1.496 0.0292 4.340

Таблица 4.5: Относительные ошибки для перемещения и давлений с различным

числом многомасштабных базисных функций для трехмерной задачи. Слева:

Случай 1. Справа: Случай 2. Грубая сетка 5×5×5. DOFh = 108045
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4.3 Встроенная модель трещины в численном мо-

делировании потока жидкости и геомеханики с ис-

пользованием обобщенного многомасштабного мето-

да конечных элементов

Эффективное численное моделирование задач в трещиноватых пористых

средах важно для многих реальных приложений, например, в нефтяных и га-

зовых коллекторах, геотермальных месторождениях и подземного захоронения

радиоактивных отходов [51, 112]. Математические модели задач течения жидко-

сти в трещиновато-пористых средах строятся на основе смешанных размерных

постановок [117,118]. Аппроксимация мелкой сетки зависит от конструкции сет-

ки, где дискретная модель трещины используется для согласования сетки тре-

щин и пористой матрицы [50, 122, 123], а в случае раздельного независимого

построения сеток трещин и пористой матрицы используется встроенная модель

трещины [120, 121, 124]. Смешанная постановка задачи потока аналогична под-

ходам двойного континуума [91].

Для точного численного решения задачи пороупругости с использованием

встроенной модели трещин необходимо использовать мелкую сетку, которая

приводит к большой дискретной системе уравнений. Для уменьшения размера

дискретной системы используются многомасштабные методы [42, 58, 59, 127]. В

этой статье мы развиваем обобщенный многомасштабный метод конечных эле-

ментов для решения проблем пороупругости в трещиноватых средах со встро-

енной моделью трещин. Мы строим многомасштабные базисные функции для

давления и перемещения посредством решения локальных спектральных задач.

Проведено численное исследование представленного метода для двумерных мо-

дельных задач в трещиноватых и неоднородных пороупругих средах. По этой

работе опубликована следующая статья [80].
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Постановка задачи и аппроксимация на мелкой сетке

Пусть Ω - расчетная область для пористой матрицы, а γ - область трещины

пониженного порядка. Мы рассматриваем математическую модель течения жид-

кости и геомеханики в трещиноватой пороупругой среде, которая описывается

следующей системой уравнений для перемещения, давления в пористой матрице

и трещин

−divσ(u)+α grad p = 0, x ∈ Ω,

cm
∂ pm

∂ t
−div(km grad pm)+ rm f (pm − p f ) = fm, x ∈ Ω,

c f
∂ p f

∂ t
−div(k f grad p f )− r f m(pm − p f ) = f f , x ∈ γ,

(4.24)

с линейной зависимостью между тензорами напряжения σ и деформации ε

σ(u) = λεvI +2µε(u), ε(u) = 0.5(∇u+(∇u)T ),

где λ , µ - параметры Ламе, u - перемещение, p - давление, α - коэффициент

Био, f - источник, kα = κα/ν , ν - вязкость, κα - проницаемость для α = m, f ,

rαβ = ηαβ r, r - коэффициент переноса, ηαβ - геометрические факторы, cα -

сжимаемость для α = m, f . Обратите внимание, что мы пренебрегаем гравита-

ционными силами, предполагая, что влияние механики на поток относительно

невелико, и учитываем влияние давления пористой матрицы на перемещение.

В данной работе для иллюстрации представленного метода используется дву-

мерная задача и рассматривается неявная схема аппроксимации времени с за-

данным шагом по времени τ . Пусть Th = ∪iςi будет мелкомасштабным конечно-

элементным разбиением области Ω, а Eγ =∪lιl - сеткой трещин. Nm
f - количество

ячеек в Th, N f
f - количество ячеек для сетки трещин Eγ .

Для аппроксимации задачи потока мы используем аппроксимацию конечного

объема на структурированных мелких сетках и получаем следующую дискрет-
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ную систему:

cm
pm,i − p̌m,i

τ
|ςi|+∑

j
Ti j(pm,i − pm, j)+∑

l
qil(pm,i − p f ,l) = fm|ςi|, ∀i = 1,Nm

f

c f
p f ,l − p̌ f ,l

τ
|ιl|+∑

n
Wln(p f ,l − p f ,n)−∑

i
qil(pm,i − p f ,l) = f f |ιl|, ∀l = 1,N f

f

(4.25)

где Ti j = km|Ei j|/∆i j (|Ei j| - длина интерфейса между ячейками ςi и ς j, ∆i j - рас-

стояние между средней точкой ячеек ςi и ς j), Wln = k f/∆ln (∆ln - расстояние

между точками l и n), |ςi| и |ιl| - объем ячеек ςi и ιl, qil = r если ςi∩ ιl ̸= 0 в про-

тивном случае равен нулю. Здесь (p̌m, p̌ f ) - решение из предыдущего временного

шага.

Для перемещения используется метод Галеркина с линейными базисными

функциями. ∫
Ω

σ(u) : ε(v)dx−
∫

Ω

α pmI · ε(v)dx = 0, (4.26)

Таким образом, мы имеем следующий вычислительный алгоритм решения на

мелкой сетке в матричной форме

� Решение системы давления для p = (pm, p f )
T :(

1
τ

M+A
)

p = F, (4.27)

где

M =

Mm 0

0 M f

 , F =

Fm + 1
τ
Mm p̌m

Ff +
1
τ
M f p̌ f

 , A =

Am +Q −Q

−Q A f +Q

 ,

Mm = {mm
i j}, mm

i j =

cm|ςi| i = j,

0 i ̸= j
, M f = {m f

ln}, m f
ln =

c f |ιl| l = n,

0 l ̸= n
,

и Am, A f - матрицы проницаемости, Q - матрица переходного члена между

пористой матрицей и трещинами, Fm = { f m
i }, f m

i = fm|ςi|, Ff = { f f
l }, f m

i =

f f |ιl|.
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� Решение системы перемещения для u = (ux,uy)

Du = B, (4.28)

где D - матрица упругости и жесткости

D =

Dxx Dxy

Dxy Dyy

 , B =

Bx

By

 ,

и Dxx = [dxx
i j ] =

∫
Ω

σx(ψi) : εx(ψ j)dx, Dyy = [dyy
i j ] =

∫
Ω

σy(ψi) : εy(ψ j)dx, Dxy =

[dxy
i j ] =

∫
Ω

σx(ψi) : εy(ψ j)dx, Bx = [bx
j] =

∫
Ω

α pm ·εx(ψ j)dx, By = [by
j] =

∫
Ω

α pm ·

εy(ψ j)dx с линейными базисными функциями ψi.

Аппроксимация на грубой сетке с использованием обобщенного много-

масштабного метода конечных элементов

Для аппроксимации на грубой сетке задач пороупругости в трещиновато-

пористых средах мы используем обобщенный многомасштабный метод конеч-

ных элементов (GMsFEM). GMsFEM содержит следующие шаги: (1) построе-

ние грубой и мелкой сеток; (2) создание проекционной матрицы с использова-

нием локальных многомасштабных базисных функций; (3) построение системы

грубой сетки с использованием проекционной матрицы; (4) решение грубомас-

штабной задачи и реконструкция решения на мелкой сетке.

Для построения многомасштабных базисных функций для давления и пере-

мещения мы решаем спектральную задачу в ωi

� давление, φ
ωi
j = (φ ωi

m, j,φ
ωi
f , j)

Aωiφ
ωi
j = λp, jSωiφ

ωi
j ,

� перемещение, Φ
ωi
j = (Φωi

x, j,Φ
ωi
y,x)

Dω i
Φ

ωi
j = λu, jGωiΦ

ωi
j ,

где Dωi и Aωi - ограничения глобальных матриц D и A на локальную область ωi.
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Здесь

Sωi =

Sωi
m 0

0 Sωi
f

 , Gωi =

Gωi
x 0

0 Gωi
y

 ,

Sωi
m = {sωi,m

i j }, sωi,m
i j =

km|ςi| i = j,

0 i ̸= j
, Sωi

f = {sωi, f
ln }, sωi, f

ln =

k f |ιl| l = n,

0 l ̸= n
,

и Gωi
x = Gωi

y = [gi j] =
∫

ωi
(λ +2µ)ψ jdx.

Мы формируем многомасштабные пространства для давления и перемеще-

ния, используя собственные векторы {φ
ωi
1 ,φ ωi

2 , ...,φ ωi
Lp
} и {Φ

ωi
1 ,Φωi

2 , ...,Φωi
Lu
}, со-

ответствующие первым наименьшим Lp и Lu собственные значения, где λp,1 ≤

λp,2 ≤ ... ≤ λp,Lp and λu,1 ≤ λu,2 ≤ ... ≤ λu,Lu. Кроме того, для получения согла-

сованных базисных функций мы используем линейные функции разбиение еди-

ницы χωi. Мы строим матрицы перехода Ru и Rp от мелкой сетки к грубой и

используем ее для уменьшения размерности задачи.

Ru = {χ
ω1Φ

ω1
1 ,χω1Φ

ω1
2 , ...,χω1Φ

ω1
Lu
, ...,χωNc Φ

ωNc
1 ,χωNc Φ

ωNc
2 , ...,χωNc Φ

ωNc
Lu

}

Rp = {χ
ω1φ

ω1
1 ,χω1φ

ω1
2 , ...,χω1φ

ω1
Lp
, ...χωNc φ

ωNc
1 ,χωNc φ

ωNc
2 , ...,χωNc φ

ωNc
Lp

,}.

где χωi - линейные функции разбиения единицы, Lp и Lu - количество базисных

функций для давления и перемещения, Nc - количество вершин грубой сетки.

Тогда систему уравнений можно перевести в грубую сетку, и мы получим

следующий вычислительный алгоритм в матричной форме:

� Решение системы давления для pc = (pc,m, pc, f )
T :(

1
τ

Mc +Ac

)
pc = Fc, (4.29)

где Mc = RpMRT
p , Ac = RpART

p и Fc = RpF .

� Решение системы перемещения для u = (ux,uy)

Dcuc = Bc, (4.30)

где Dc = RuDRT
u и Bc = RuB.
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После получения грубомасштабного решения мы можем восстановить мел-

комасштабное решение ums = RT
u uc и pms = RT

p pc. Затем мы представляем чис-

ленные результаты для тестовых задач и сравниваем многомасштабные решения

для давления и перемещения (pms и ums) с эталонными решениями с мелкой

сеткой (p и u).

Численные результаты

В этом разделе мы рассматриваем задачу пороупругости в трещиноватой

пористой среде и рассматриваем две тестовые задачи. Задаем параметры мо-

дельной задачи E = 10[Па], ν = 0.3, km = 10−5[м2], k f = 1[м2] для теста 1.

Для теста 2 используем неоднородные коэффициенты, где модуль упругости

и неоднородная проницаемость представлены на рисунке 4.19. Мы устанавлива-

ем следующие коэффициенты для обоих тестов α = 1, σ = km[м2], cm = 0.1[Па]

и c f = 0.01[Па]. Расчет производится по T = 100[сек] с шагом по времени

τ = 10[сек]. Расчетные сетки и распределение трещин представлены на рисунке

4.19. Мелкая сетка содержит 40401 вершину и 40000 ячеек. Для изучения пред-

ставленного многомасштабного мы рассматриваем две грубые сетки 10× 10 и

20×20.

Рисунок 4.19: Распределение трещин, мелкая сетка, неоднородные

проницаемости K и параметр упругости E (слева направо).

На рисунках 4.20 и 4.21 представлено распределение давления и перемеще-

ния по направлениям X и Y в конечный момент времени для 8 многомасштаб-

ных базисных функций в однородных и неоднородных средах. В таблице 4.6

мы представляем относительные ошибки L2 для различного количества много-
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Рисунок 4.20: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y в

последний момент времени для 8 многомасштабных базисных функций для

теста 1.

Рисунок 4.21: Распределение давления, перемещения по направлениям X и Y в

последний момент времени для 8 многомасштабных базисных функций для

теста 2.

масштабных базисных функций на грубой сетке 10×10 и 20×20 между реше-

ниями на многомасштабной и мелкой сетке. Представленные результаты задачи

пороупругости показывают, что предложенный многомасштабный метод может

обеспечить хорошую точность для небольшого числа многомасштабных базис-

ных функций для встроенной модели трещины.
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10×10 20×20

L eu ep eu ep

1 4.850 1.840 1.794 0.896

2 1.933 1.332 0.535 0.550

4 1.120 0.648 0.372 0.292

8 0.395 0.488 0.136 0.195

12 0.289 0.330 0.077 0.144

10×10 20×20

L eu ep eu ep

1 13.461 10.781 3.195 4.065

2 4.285 7.350 1.037 2.477

4 3.850 4.208 1.082 1.278

8 1.103 3.502 0.274 0.992

12 1.009 1.628 0.126 0.552

Таблица 4.6: Относительные погрешности в % для перемещения и давления с

разным количеством многомасштабных базисных функций для теста 1 (слева)

и теста 2 (справа). Lp = Lu = L.
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4.4 Выводы

В этой главе мы рассмотрели задачи пороупругости в трещиноватых и неод-

нородных средах. Аппроксимации представлены на неструктурированной сетке

для дискретной модели трещин, которая заметно учитывает геометрию трещин,

и на структурированной сетке для встроенной модели трещин, не учитывающей

трещины.

В первых двух подглавах мы использовали дискретную модель трещины для

связанного потока, задачи механики и двойного континуума. Математическая

модель в случае с двойным континуумом содержит связанную систему уравне-

ний для давлений в каждом континууме и эффективное уравнение для переме-

щения с источниками объемной силы, которое пропорционально сумме градиен-

тов давления для каждого континуума. Аппроксимация на грубой сетке строится

с использованием обобщенного многомасштабного метода конечных элементов

(GMsFEM), в котором мы решаем локальные спектральные задачи для постро-

ения многомасштабных базисных функций для перемещения и давления в мно-

гоконтинуумных средах. Численные результаты представлены для двумерных и

трехмерных задач. Представленные таблицы погрешностей показывают хоро-

шую сходимость метода с большим уменьшением сложной дискретной системы

и с размельчением грубой сетки получается меньше погрешностей в решении.

Аппроксимация мелкой сетки для встроенной модели трещины построена на

основе аппроксимации конечного объема для давления в трещиноватой среде и

метода конечных элементов для перемещения. Многомасштабная аппроксима-

ция разработана с использованием структурированной грубой сетки и основана

на обобщенном многомасштабном методе конечных элементов для давления и

перемещения. Работоспособность метода проверена на двумерной модельной за-

даче. Так же как и предыдущий метод, EFM показывает хорошую точность, и

чем меньше сетка, тем меньше погрешность.
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Заключение

В диссертационной работе представлены решения задач пороупругости в

неоднородных и трещиноватых средах с помощью метода усреднения и обоб-

щенного многомасштабного метода конечных элементов.

В диссертационной работе были получены следующие результаты:

� Представлены методы аппроксимации на грубой сетке для задачи поро-

упругости в неоднородных средах. Для решения уравнений в частных про-

изводных используются следующие аппроксимации на грубой сетке: обоб-

щенный многомасштабный метод конечных элементов и метод усредне-

ния. Из полученных результатов можно сделать вывод, что точность обоб-

щенного многомасштабного метода конечных элементов тесно связана с

количеством многомасштабных базисов, используемых при моделирова-

нии. А для метода усреднения нельзя контролировать уровень точности,

как для многомасштабного метода, изменяя это число, что может быть

важно в приложениях, где приемлем более приблизительный результат.

� Выполнены исследования по моделированию задачи вязкопороупругости.

При построении математической модели для задачи вторичной консолида-

ции была использована вязкоупругая формулировка Кельвина-Фойгта. Для

численного решения связанной системы уравнений для давления и пере-

мещения построена аппроксимация задачи посредством метода конечных

элементов с использованием линейных базисных функций. Проведено чис-

ленное исследование задачи при различных граничных условиях и постро-

ены графики численного сравнения моделей для давления и перемещения

при различных коэффициентах вторичной консолидации.

� Рассмотрены математические модели для численного решения задач поро-

упругости мультиконтинуумных средах. При построении многомасштаб-

ного пространства использовались несвязные многомасштабные базисные
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функции для давлений и перемещения. Представлена аппроксимация на

мелкой сетке на основе метода конечных элементов и подхода дискрет-

ной модели трещины для двух- и трехмерных формулировок. Предлагае-

мый многомасштабный метод обеспечивает хорошую точность для задачи

мультиконтинуума.

� Разработан обобщенный многомасштабный метод конечных элементов для

задачи пороупругости в трещиноватых средах. Аппроксимация мелкой сет-

ки построена на основе аппроксимации конечного объема для давления в

трещиноватой среде и метода конечных элементов для перемещения. Ис-

следуется GMsFEM для решения задачи потока и деформации в трещино-

ватых средах со встроенной моделью трещины. Работоспособность метода

проверена на двумерной модельной задаче с различным количеством мно-

гомасштабных базисных функций.
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